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AAN SAE 
(WW (Veriation) 


WIF (Constant) ও চলরাশি (Variable): যদি কোন রাশিমালার অন্তর্গত 
কোন একটি রাশির মান সর্বদা একই থাকে, অর্থাৎ অন্য বাশিগুলির মান পরিবিতিত 
হইলেও এ রাশিটির মানের কোন পরিবর্তন না ঘটে, তবে সেই রাশিটিকে 'ঞ্ৰুবক 
(Constant) বল| হয়। অপর পক্ষে কোন রাঁশিমালার যে রাশিটির মান পরিবর্তনীয় 
তাহাকে চলরাশি (Variable) বলে। উদাহরণস্বরূপ বৃত্তের পরিধি 977) এখানে 
এই রাঁশিমালায় 7-এর মানের যে কোন পরিবর্তনই হউক না কেন, 7-44 মানের কোন 
পরিবর্তন ঘটিবে না। এ ক্ষেত্রে » ধ্রুবক কিন্তু r চলরাশি | 


ভেদ (Variation) : যদি ছুইটি:চলরাশির মধ্যে এরূপ সম্পর্ক থাকে যে, একটির 
মান পরিবর্তিত হইলে অপর রাশিটির মানও একই অনুপাতে পরিবর্তিত হয়, তবে একটি 
বাশি অপরটির সহিত সরল ভেদে (Varies directly as the other) আছে বল! 
হইয়া থাকে । সংক্ষেপে ‘সরল ভেদে" না বলিয়া আমর! “ভেদে আছে বলিয়া! থাকি। 
উপরের উদ্বাহরণে 7-এর মান দ্বিগুণ করিলে বৃত্তের পরিধির মান দ্বিগুণ হইবে, তিনগুণ 
করিলে পরিধির মান তিনগুণ হইবে ইত্যাদি। স্থতরাং আমরা বলিতে পারি বৃত্তের 
পরিধি উহার ব্যাসার্ধের সহিত সরল.ভেদে আছে ।: _ : 

উদ্বাহরণ £ মনে করি, 8 জন লোক দৈনিক কাজ করিয়া মোট 40 টাক! উপার্জন 
করে। যদি লোকের সংখ্যা দ্বিগুণ করিয়া 16 করা হয়. তবে টাকার সংখ্যাও দ্বিগুণ 
হইয়া 80 হইবে । আবার লোকের সংখ্যা অর্ধেক করিয়া 4 করিলে টাকার সংখ্যাও 
অর্ধেক হইয়| 20 হইবে, স্থতরাং লোক এবং টাকা একইভাবে পরিবর্তিত হয়। ez 
লোক ও টাকা পরস্পরের সহিত সরল ভেদে আছে। 

ভেদ fozs £ দুইটি রাশি পরস্পরের সহিত ভেদে আছে বুঝাইবার জন্য ect 
এই প্রতীক চিহ্ন ব্যবহার করা হয়। ‘A Varies as B’ ইহাকে আমরা AecB 
লিখিয়া থাকি। 


2 উচ্চতর মাধ্যমিক গণিত 
উপরের উদ্াহরণে লোক (A) এবং টাকা (8) «fact, 


ক্ষেত্রে e uel, ক্ষেত্রে ^-16.1 
q B 40 5° দ্বিতীয় B 80 5 
A *€ 1 A 
তৃতীয় =^ অর্থাৎ --প্রুবক। 
ভিত g এক 
মনে করি, ik +, A=kB| 


স্কৃতরাং AeB হইলে আমরা লিখিতে পারি A=kB যখন k ধ্রুবক | কে 
ভেদ প্রুৰক (Constant of Variation) বলা X | 

অনুসিদ্ধান্ত £$ AB হইলে'৪০০/ হইবে। কারণ AB, 

40 A=kB ৰা, ৪১. যেহেতু k 284% | 


সুতরাং i-re S BaN 


অন্তোন্যক (Reciprocal): কোন রাশির অন্তোন্তক বলিতে (1+ সেই সংখ্যা) 
বুঝায়। অর্থাৎ 5-এর অন্যোন্যক 1+5=h $43 অন্তোন্যক 1-2—5, «এর 


অন্তোন্যক : ইত্যাদি । 
ব্যস্ত ভেদ (Inverse Variation) : একটি বাঁশি অপর একটি রাশির সহিত 


ব্যস্ত ভেদে (Varies inversely as the other) আছে বলিতে আমরা বুঝি একটি 
বাশি অপর রাশিটির অন্যোন্তকের সহিত সরল ভেদে আছে। 


যদি A ও ৪'ব্যস্ত ভেদে থাকে তবে Ael. 
A=}. (k cs an) STH ABE 


বিপরীতক্রমে বলা যায় B, /-র সহিত ব্যস্ত ভেদে আছে। A ও B ব্যস্ত ভেদে 
` থাকিলে ৪-র মান যেই হারে বৃদ্ধি পায়, /-র মান সেই হারে হ্রাস পায়। কিন্তু যে 
কোন ক্ষেত্রেই AB গ্রুবক হুইবে। 

অনুসিদ্ধান্ত : যদি দুইটি চলরাশির গুণফল সর্বদা ধ্রুবক হয়, তবে একটি রাশি 
অপরটির সহিত ব্যস্ত ভেদে আছে বুঝিতে হইবে। 

raad: একটি নির্দিষ্ট কাজ শেষ করিতে নিযুক্ত শ্রমিকের সহিত দিনসংখ্যা 
ব্যস্তানুপাতে থাকে । একটি নির্দিষ্ট ক্ষেত্রফলের আয়তক্ষেত্রের দৈর্ঘ্য, erui xen 


cog 3 


পাতিক। পণ্যের চাহিদা সমান থাকিলে, পণ্যের মূল্যমান, সরবরাহের সহিত 
বাস্তান্ূপাতিক হয়। : 

যৌগিক ভেদ (Joint Variation): যদি একটি চলরাশির মান অপর একাধিক 
নিরপেক্ষ পরিবর্তনশীল চলরাশির মানের "উপর নির্ভর করে এবং যদি এ চলরাশিটি 
উহাদের গুণফলের সহিত সরল ভেদে থাকে তবে প্রথম চলরাশিটি, অপর চলরাশিগুলির 
সহিত যৌগিক ভেদে আছে বুঝিতে হইবে। q +০5৪০ হয়, তবে B ও C 
সহিত a-a যৌগিক ভেদ আছে | এখানে A=k.BC. 

যদি A, ৪-র সহিত সরল ভেদে এবং CA সহিত ব্যস্ত ভেদে থাকে, তবে A< 


অর্থাৎ A—kS, E—*4%@ | এক্ষেত্রে B এবং C উভয়েই চলরাশি হইবে। ৃ 


যৌগিক ভেদের উপপাদ্য (Theorem on Joint Variation): যখন 
C ধ্রুবক তখন যদি A,B-4 সহিত সরল ভেদে থাকে এবং ৪ sq হইলে যদি A, C-A 
সহিত সরুলভেদে থাকে, তবে প্রমাণ কর B এবং ০ উভয়ে চলরাশি হইলে A, BC-4 


সহিত সরল ভেদে থাকিবে। . 
[If A varies as B when C is constant and A varies as C when B 
is constant, then A varies as BC when both B and ০ vary.) 


প্রমাণ £ মনে করি, যখন ৪-র মান D, এবং ০-র মান ০; তখন A-A মান ৫2. 
মনে করি, A-4 মান a, হইতে পরিবর্তিত হইয়া a^ হইল. যখন ৪-এর মান b; 
হইতে b, হইল কিন্তু ০-এর মান (০২)-এর পরিবর্তন হইল না। 


ভেদ্বের fam £২ 9 ৫) 
a b, 


আবার মনে করি, &-র মান ৫' হইতে as হইল যখন ০-এর মান c, হইতে ০৪তে 


পরিবর্তিত হইল কিন্তু ৪-এর যান (6) স্থির থাকিল। 
বি. 8) 
@ 62 
(1) ও (9)-কে গুণ করিলে পাই, 
Sry? biyi বা, Sy s birer, 
d; dg Dg. fg * ag baog 


যেহেতু da, by, ০২) এবং 165) bes 681, A, B, ০-র মানের দুইটি সেট, 
সুতরাং যখন ৪০-র মান dp হইতে হতে পরিবর্তিত হয়, /-র মান o, হুইতে 
এতে একই অনুপাতে পরিবতিত হয়। স্থতরাং ABC যখন B এবং ৫ উভয়ে 
পরিৰতিত হয়। 


4 উচ্চতর মাধ্যযিক গণিত 
বিকল্প প্রমাণ £ যেহেতু £০০৪, যখন C ধ্রুবক 
A=kB, যখন k FIF ( A ও B-3 সাপেক্ষে ) 
আবার, যেহেতু ACC, যখন B PIF 
7৪০০০ যখন B gF _ বা 7০০০ যখন B EIF 
k-mC, যখন m, k এবং ০-এর সাপেক্ষে PIF | 
যেহেতু k, A এবং ৪-র সাপেক্ষে PIF, স্থতরাং m, A, B এবং ০-র সাপেক্ষে 
FIF | 


A—kB-—mCcB-—mBCc 
ABC, যখন B, C উভয়ে পরিবর্তনীয় | 
ভেদের প্রাথমিক নিয়মাবলী (Elementary Properties of Variation): 


যদি কোন একটি সমস্তা সমাধানে ছুই বা ততোধিক ভেদ থাকে, তবে বিভিন্ন ভেদের 


জন্য বিভিন্ন ভেদ PIF ধর! প্রয়োজন 1 ? 
(i) যদি A০০B, তবে BecA. 
যেহেতু AB, +. A=kB যখন k খ্ৰবক 
B= iA +. BecA. যেহেতু D sas 
Gi) যদি AecB এবং ৪০০০, তবে AecC 
যেহেতু AB - v. A=hB, যখন k LC 
যেহেতু ৪০০০ +. OB—kQO যখন ki PIF 
A=kk,C .'. AeeC, যেহেতু kk, PIF | 
(0) যদি AecC এবং ৪০০০ তবে A+ BC এবং JAB ec C 
যেহেতু AC ca A=kC যখন L FIE । 
, যেহেতু ৪০০০ +. B=k;C যখন ka PIFI 
A+B=(k+k,)C 551182518০0 
আবার AB=kk,c? ৮০:8৪. VER, C 


ABC যখন kk, #4%1 
(iv) যদি Ace, তবে A" ca" 
যেহেতু AB, JS A-kB S. A*-k"g" 


&.. A" ec p? 


(v) যদি AB এবং ০০০০ তবে ACBD এবং ০ ni 
D 


— 


cer 5. 
এখন A=kB এবং C—k,D যখন k, k, IF 
` AC—Kkj;BD .. ACecBD যেহেতু kk, sq 


A kB JACOB 'k 
আবার ০৮ "e কিল 
(vi) যদি ০০৪০ তবে ৪০০৩ এবং ০০৪ 

1A lA 
«ql -—kB s SB ০025 
ন A=kBC jc এবং ji 


. ^ এবং Ce ^. 1 
লি তি এবং C যখন 135 

উদ্দা, 1. যদি z, /-এর বর্গের সহিত সরল ভেদে থাকে এবং or—19 যখন 
%-4 হয় তবে (i) ভেদ ঞ্বকের মান কত? (8) v এবং -এর মধ্যে সম্পর্ক কি? 


(iii) যখন y=} তখন z এর মান কত? 


(i) 2০০৪২ S. =k? (যখন k ভেদ ধ্ৰুবক ) 
%-4 যখন z=19, .. 19—k16 
kde *. ভেদ ELFI মান 3 
Gü) «€ y« মধ্যে সম্পর্ক z—3⁄2 বা, 4z=3y2 
GH) z—1y?, 
এখানে y = 310231 পাই, 
বা, = S. %-এর নির্ণেয় মান d 
B ৪. যদি ০+/০০০- প্রমাণ কর 
(i) 2১+০০০%৪-&৪ Gü) ৫+৮/০০০০+৫% 
(Ü ৮+০০৮-% ৮, ০+-৮0০-8), k ভেদ ধ্রুবক 
vay k gtytr-y_ k+1 
বা, তু বা, 27/-275৮5 [ comp. এবং 
divd, প্রক্রিয়] দ্বারা 
বা, Z= যখন k= ০78 [= বক 
y 
2 bc 73871 
বা, ৪ বা, টি pci ^ 2 (ধরি), 


[ comp. এবং divd. প্রক্রিয়া দ্বারা] 
বা, z? Ty? -—k(z?-—49) Aem w? 4y? ecu? — y? 
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Gü) sh (পূর্বে প্রমাণিত) S. ৪০৮১৪ 


-— 


azx--by. ak,y--by ak, +b — 


prcqy pkiytay pki+q 
az -byee pz + qy 
যদি z, y, = এরূপ চলরাশি হয়, যাহাতে y-ba— 44% এবং 


(a-- x — yx y —2)ee yz, প্রমাণ কর ৮++০৯০85 


বা, 
বা, 
বা, 
বা, 
বা, 


(zz -yYa-ty- 2)eeyz 

iz—-(y— 2) Hz (y - 2) 515 k=#4* 

ai -(y-2*—ky: বা, z*'-ly-2 — Ay —hy* 
x2 — (yz)! —kyz — 4yz 

(z+y+zXz—vy—z)=(k— 4)yz 

(z+y+zXu+z— z)=(4 - Ey: 


` Y॥+2-হ=ক্ৰবক=; (ধরি ) 


উদা. ^ 


+ (rtyz). —(4 — E)yz d pti pt 


2+ y+ zecyz যেহেতু —— ক্ৰুবক 
z দুইটি সংখ্যার সমষ্টির সমান । ইহাদের একটি -এর সহিত সরল 


ভেদে অপরটি y-aq সহিত ব্যস্ত ভেদে আছে; যদি z=5 যখন Y= 1 এবং z=7 


যখন y—3 হয়, তবে z, %-এর মধ্যে একটি সম্পর্ক নির্ণয় কর এবং যখন yi তখন 
%-এর মান কত? 


এখানে যেহেতু z যে দুইটি রাশির সমষ্টি তাহাদের একটি /-এর সহিত সরল ভেদে 
এবং অপরটি ব্যস্ত ভেদে আছে, 


weh, প্রথমটি ky এবং দ্বিতীয়টি 2 হইবে, যখন k, ky E | 


e. 2৮455 
|J 


' 


y= হইলে e= ০, BEE BLE LEE PASH UL) 


1 


আবার y=3 হইলে 2=7 **, 7840 


21—9k-- ki (2) 


ce 
(1) ও (2) সমাধান করিয়া পাই, k=2, — E83 
z, yan নির্ণের সম্পর্ক ০-2/+3 
যখন y=} ==1+6=1 


উদা. 5. যদি এ, $-এর বর্গের সহিত সরল ভেদে এবং হ-এর ঘনমূলের সহিত 
ব্যস্ত ভেদে থাকে এবং ৮- যখন y=4, 2=8 হয়, তবে %-এর মান কত হইবে যখন 


£=3 এবং 2971 


etana zoey? এবং rey 
z 


1 : b 

৮০৮ নতি ^- 1 
4? 
এখন r—2,qN4 y=4, 278, .'. pii 
- 2 
2L 

s al ds uu 
Nqr—3,2—97, 3 tugi বা, 


[০.0.12) 


96 বা, 8- £6 


উদা. 6. যদি 5 জন লোক 9 দিনে 10 একর জমি চাষ করিতে পারে তবে 
95 জন লোক কত দিনে 30 একর জমি চাষ করিবে, তাহা ভেদ নিয়ম প্রয়োগ করিয়া 


নির্ণয় কর। " 


[ €. U.^34 ] 


মনে করি ৮-লোক সংখ্যা, ৫-দিন সংখ্যা এবং ৫-জমির একরের পরিমাণ 
নির্দেশ করে । ইহা সহজেই বুঝ! যায় m, ৫-র সহিত সরল ভেদে আছে যখন d ধ্রুবক 


এবং d-3 সহিত ব্যস্ত ভেদে আছে যখন a PIF | 
mee = যখন a, ৫ উভয়েই চল | 
m=k, 5, যখন ॥= CR 9 
যখন m=5, a—10 এবং d—9 4, 
k=$ JS om-$—. 


= =30. =~. — 
যখন m —95 এবং a , 95 i 
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উদ্দা. 7. গোলকের “আয়তন উহার ব্যাসার্ধের ত্রিঘাতের সহিত সরল ভেদে আছে 
এবং বক্রতলের ক্ষেত্রফল ব্যাসার্ধের বর্গের সমানুপাতিক “প্রমাণ কর ঘনফলের বর্গ 
বক্রতলের ক্ষেত্রফলের ত্রিঘাতের সহিত সরল ভেদে থাকে। '[ C. U. 1924 ] 
মনে করি গোলকের আয়তন-&, বক্রতলের ক্ষেত্রফল-৪ এবং ব্যাসার্ধ =r. 
°, vor? 2. v-—kr? v= hrs 
sor? S. wkr? SS etki rs 
es ET. LAT So .RES qu VICES 
ga 1575 ku . 9 mo T" v^ecs 
Qui. ৪. আলোকের Que] উৎস হইতে বস্তুর দূরত্বের বর্গের সহিত ব্যস্ততেদে 


থাকে | একখানি বই একটি উৎস হইতে ৪ ইঞ্চি দূরে আছে, উহাকে আর কতটা 
সরাইলে ওুজ্জন্য অর্ধেক হইবে? [ H. ৪.84] 


1০০০ I-j &=ভেদ গ্রুবক। 
মনে করি, যখন d—8", I—I, 
L= টক 1-0 
মনে করি, মোট = ইঞ্চি দূরে থাকিলে উজ্জল্য অর্ধেক হইবে। 


"অর্থাৎ যখন dz, [ছু 
Irok gk 
4a বা হক) (1) ও (9) হইতে 
=% বা, z? = 198, বা, z= JI9 বা, s—8 dfe 
আর (8,/3—8) বা 8( /3— 1) ইঞ্চি সরাইলে উজ্জল্য অর্ধেক হইবে। 


উদ্বা. 9: যালগাড়ীবিহীন একটি ইঞ্জিন ঘণ্টায় 96 মাইল বেগে যাইতে পারে। 
উহার সহিত গাড়ী (বগী ) যুক্ত থাকিলে উহার গতিবেগ হাঁসের পরিমাণ বগী সংখ্যার 
«gem সমানুপাতিক, হয়। যখন 9টি বগী qe হয় তখন উহার বেগ ঘণ্টায় 24 
মাইল। ইঞ্সিনটি সর্বাধিক কতটি বগী লইয়া চলিতে পাঠিবে? 

মনে করি গতিবেগ হ্রাস V এবং বগা সংখ্যা N 

Je Ve NO i. Vak ja ke COU 


৮218 


ভেদে এ 
যখন N=9, V=36=24=12 
197 %0-9% | .. 7৮4 <. V= 4 JN: 
যখন V = 36, 36=4 JN o JN99, N-81 


যখন ৪1টি বগী যুক্ত হইবে তখন গাড়ীটি থামিয়া যাইবে |o স্থতরাং উহ! সর্বাধিক 
(81— 1) - 80টি বগী লইয়া চলিতে পারিবে। 


Gwi.10. পিরামিডের qawa উহার উচ্চতা ও ভূমির ক্ষেত্রফলের সহিত যৌগিক 
ভেদে আছে এবং খন ভূমির ক্ষেত্রফল 60 বর্গ ফুট ও উচ্চতা 14 ফুট হইবে, তখন 
ঘনফল 280 ঘনফুট | যখন ঘনফল 390 ঘনফুট ও উচ্চতা 96 ফুট তখন পিরামিডের 


ভূমির ক্ষেতফল কত হইবে ? 
মনে করি পিরামিডের ঘনফল = V, উচ্চতা =h, ভূমির ক্ষেত্রফল = a. 
Vecah C. V=kah, যখন k= mag 
যখন Y -980,  À-14 — a-60 
: 380 Det Ring. 
280 — 1.60.14 সন: ০০78০ 
যখন V —390, h= 26, 390= 1a.26 
৭= ৮০45", ভূমির ক্ষেত্রফল = 45 feb | 
Exercise 1 


1. যদি 2০০৭ এবং = 4 হইলে z=48 হয়, তবে y= 2 হইলে %-এর মান 
কত এবং z = 901 হইলে -এর মান কত? 

2. যদি acb? এবং a=4 হইলে b= 4 হয়, তবে a= 3 হইলে ॥-এর এবং 
৮-9 হইলে ৫-এর মান কত'হইরে ? “এ-র ছার! &-র মান নির্ণয় কর। 

3. নিমের শৃন্তস্থান পূরণ কর t í 

G যদি tee +/ তবে loe. \ 


(ii) যদি ze X হবে aec 
Va 


4. ufi B ও 0-এর সহিত A যৌগিক ভেদে থাকে এবং যদ B=2, Celo 
হয়, যখন 4 = 2, তবে যখন 4 = 54, B= তথন C-z মান কত হইবে? 
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B, qf 22/2, ০০৮ এৰং ০০০৫, তবে তিনটি তেদ HIFI XOU 
সম্পর্ক স্থাপন কর | ; 

6. যদি z-Fyeez যখন y PIF এবং yf} 24% যখন 2 S42, দেখাও ষে, 
z+y+zecuz যখন y ও z উভয়েই চল। 

7. যদি a*-py*ecz? —y*, প্রমাণ কর, 

() zoey (ii) zyr- y 

8. ৫ দুইটি রাশির সমষ্টির সমান এবং b-q সহিত একটি রাশির সরল তে? 
অপরটির ব্যস্ত ভেদ আছে। s be1 হইলে a=5 এবং ০-6 হইলে ৫195 
হয় তবে a, /-এর মধ্য সম্পর্ক এবং b = 3 হইলে ৫-র মান নির্ণয় কর। 

9. যদি z—«-FB--y, যখন < PIF এবং 1৪০০ এবং yey? হয় এবং যখন 
y—1, 2, 3, ৮৯6৮ 17, 34 (যথাক্ৰমে) হয়, তবে z, y-aq মধ্যে একটি সম্পর্ক 
স্থাপন কর। 

10. a দুইটি সংখ্যার সমাষ্টর সমাহুপাতিক। তাহাদের একটি 65-এর সহিত 
সরল ভেদে এবং অপরটি c এর সহিত ব্যস্ত ভেদে আছে। যখন 0-2, c— 1 তখন 
a=16 এবং যখন &-1 440-2, a-5; ৫-র মান কত হইবে যখন 03-3 
এবং cf —16 হইবে? 


11. যদি ze যখন 2 Sq, z= যখন y see, প্রমাণ কর ৮০০ যখন 
y এবং z উভয়ে চল। 

12. যদি zecy--z যখন %--2 24% এবং vecy—z যখন y-z PIF, 
প্রমাণ কর ০০ —2? যখন y এবং z উভয়ে চল। 

13. (i) যদি ax? + by? cs! +৭? প্রমাণ কর ৮০০% 

(ii) যদি z-Fyeez —y প্রমাণ কর z! zy yh ecs? — xy p y? 

14. যদি x=ky ও y V2 ভেদে z, y, z এর যথাক্রমে a, b, ০ ও a!, U^, 0 


2 2 2 rhb’ ° 
এইরূপ ছুই সেট্‌ মান হয়, তবে দেখাও TER RT ERRAT. 
[0. U. 722) 
15. যদি ৭০৫৮ এবং becc হয়, প্রমাণ কর a? +b? + ০8 ec Sabc 
16. বৃত্তের ক্ষেত্রফল উহার ব্যাসার্ধের বর্গের সহিত সরল ভেদে আছে। ব্যাসার্ধ 
4 ফুট 8 ইঞ্চি হইলে ক্ষেত্রফল 684 বর্গফুট হয়। তবে ব্যাসার্ধ 3 ফুট 6 ইঞ্চি হইলে 
ক্ষেত্রফল কত হইবে? 


em 


je 


ভেদে 11 


17. যদি স্থিরাবস্থা হইতে কোন বসন্ত ॥ সেকেণ্ডে d ফুট পড়ে তবে deett, 
যদি উহা 9 সে.-এ 64 ফুট পড়ে তবে 8 সেকেণ্ডে এবং ৪তম সেকেণ্ডে কত ফুট পড়িবে? 

18. তিনটি গোলকের ব্যাসার্ধ যথাক্রমে 3, 4 এবং 5 ইঞ্চি। তাহাদের গালাইয়া 
একটি নতুন গোলক তৈরী করা হইল। নতুন গোলকের ব্যাসার্ধ কত হইবে, যদি 
গোলকের আয়তন উহার ব্যাসার্ধের ব্রিধাতের সমানুপাতিক হয় 1 

19. যদি 10 জন লোক 18 দিনে 60 একর জমি চাষ করিতে পারে, তৰে 
15 জন লোক কতদিনে 80 একর জমি চাষ করিতে পারিবে, তাহা ভেদের নিয় 
প্রয়োগ করিয়া বাহির কর। 

20. একটি বোডিংয়ের ব্যয় আংশিক ধ্রুবক ও আংশিক বোর্ডারের সংখ্যার সহিত 
সরল ভেদে আছে | বোর্ডারের সংখ্যা 450 হইলে খরচ হয় 1485 টাকা এবং বোর্ডারের 
সংখ্যা 990 হইলে খরচ হয়, 2895 টাকা | 1000 জন বোর্ডারের খরচ কত হইবে? 


21. শঙ্কর ঘনফল উহার উচ্চতা ও বৃত্তাকার ভূমির ক্ষেত্রফলের সহিত যৌগিক 
ভেদে থাকে। উচ্চতা 15 ফুট ও ভূমির ক্ষেত্রফল 10 বর্গফুট হইলে ঘনফল 50 ঘনফুট 
হয়। ঘনফল 770 ঘনফুট ও উচ্চতা 15 ফুট হইলে ভূমির ব্যাসার্ধ কত হইবে? 7 

22. আলোকের Wem] উৎস হইতে বস্তুর দূরত্বের বর্গের সহিত ব্যস্ত ভেদে 
থাকে । একখানি বই একটি উৎস হইতে 20 সে.মি. দুরে আছে, উহাকে আর 
কতটা সরাইলে ওজ্জল্য অর্ধেক হইবে? 

23. একটি .মালগাড়ীর এঞ্জিনে বগী যুক্ত না থাকিলে উহা! ঘণ্টায় 24 মাইল বেগে 
যাইতে পারে। উহার গতিবেগ হ্রাসের পরিমাণ উহার সহিত যুক্ত বগী সংখ্যার 
বর্গমূলের সমান্থপাতিক 14 খানা বগী যুক্ত হইলে উহার গতি ঘণ্টায় 90 মাইল হয়। 
এপ্সিনটি সর্বাধিক কতখানি বগী লইয়া চলিতে পারিবে ? [H. S. 769] 

24. একটি খেলার মাঠের দৈর্ঘ্য ও প্রস্থের অনুপাত 8: 7 এবং উহার $ অংশ 

. বমিবার স্থান । ' যদি উহার প্রস্থ ঠ অংশ কম করা হয়, তবে উহার দৈর্ঘ্য কি অন্থপাতে 
বাঁড়াইলে বসিবার স্থান পূর্বের তিনগুণ হইতে পারে? (C. U. 789] 

25. কোন «wa ভর (m) উহার ঘনত্ব (৫)-এর সহিত সরল ভেদে থাকে যখন 
উহার আয়তন (v) ধ্রুবক হয়; এবং উহা ৮এর সহিত সরল ভেদে থাকে যখন d 
ধ্রুবক হয়। যদি এক একক আয়তন ও এক একক ঘনত্ব বিশিষ্ট বস্তুকে উহার একক 
ধর] হয়, তবে দেখাও যে m = vd | [C. U. 789] 

26. নির্দিষ্ট ভরের কিছু পরিমাণ গ্যাসের আয়তন চরম তাপমাত্রার সমানুপাতিক 
যখন চাপ স্থির থাকে এবং চাপের সহিত ব্স্তান্থপাতিক যখন তাপমাত্রা স্থির থাকে। 
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যখন চাপ পারদের 60 fe pex তাপমাত্রা 300° তখন আয়তন 50 ঘন ইঞ্চি । যখন 
চাপ পারদের 70 ইঞ্চি, এবং চরম তাপমাত্র। 280° তখন আয়তনের মান নির্ণয় কর | 

27. যদি কোন আয়করের হার কোন ব্যক্তির 9000 টাকা উর্ধ্বে আয়ের বর্গের 
সমানুপাতিক za এবং 6000 টাক! আয়ের কোন ব্যক্তির আয়করের পরিমাণ 100 
টাকা হয়, তবে দেখাও যে এই পদ্ধতিতে আয়কর ধার্য হইলে যে ব্যক্তির আয় 96000 
টাকা তিনি দেউলিয়। হইয়! ঘাইবেন। 

28. একটি দামী পাথরের মূল্য উহার ওজনের বর্গের সমান্গপাতিক । পাথরটি 
চারিখণ্ডে বিভক্ত হইয়া গেল এবং অংশগুলির ওজনের অগ্রপাত 1 £ 9 £ 3 24) যদি 
ইহাতে মোট 70000 টাকা ক্ষতি হইয়া থাকে, তবে মূল পাথরের মুল্য কত ছিল? 

29. একটি গোলকের "ওজন উহার ব্যাসার্ধের ত্রিঘাত এবং যাহা দ্বারা তৈরী 
তাহার ঘনত্বের সহিত যৌগিক ভেদে আছে। দুইটি গোলকের ব্যাসার্ধের অনুপাত 
16:7 এবং উপাদানের ঘনত্বের অনুপাত 2:3; যদি প্রথমটির ওজন 956 gm. হয় 
তবে দ্বিতীয়টির ওজন কত? 

30. একটি রৌপ্যমুদ্রার মূলা উহার ব্যাসের বর্গের সমান্থপাতিক যখন উহার caq 
ধ্রুবক এংং বেধের সমানুপাতিক যখন ব্যাস স্থির থাকে। দুইটি বৌপামুদ্রার বাসের 
অন্পাত 5:6, তাহাদের বেধের অঞপাত নির্ণয় কর q প্রথমটির মূল্য দ্বিতীয়টির 
3 গুণ হয়। à : 

31. এঞ্জিনের কয়ল! খরচ উহার গতিবেগের বর্গের সমান্পাতিক 1 যখন এঞ্চিনের 
বেগ ঘণ্টায় 50 কিমি. তখন ঘণ্টায় কয়লা খরচ 100 kg.; প্রতি kg. কয়লার wx 
95 প. এবং প্রতি ঘণ্টায় এঞ্জিন চালাইবাব অন্যান্য খরচ 4 টাকা হইলে, এ এঞ্জিনের 
800 কিমি. যাইতে কমপক্ষে কত বায় হইবে? 

32. খালি জাহাজের ওজন এবং তাহ'র টনেজ (Tonnage) যশাক্রমে উহার 
দৈর্ঘের বর্গ এবং ঘনর সমানুপাতিক । যদি 1, দৈর্ণে'র কোন জাহাজের কার্গে। 


( cargo ) সহ ওজন ৬; হয়, এবং 15 এবং 1, দৈর্দ্যের জন্য যথাক্রমে (r, এবং ars হয়, 
প্রমাণ কর | 
[A lr 0G - 5) 7$ (571) =0 

33. দেওয়া আছে W, Pa সহিত সরল ভেদে এবং ৫-র সহিত বিপরীত ভেদে 
থাকে, তবে এই সুত্র হইতে (ü) নিম্নের mah সম্পূর্ণ কর £ 0... এর সহিত সরলভেদে 
এবং--*এর সহিত বিপরীত ভেদে পরিবতিত হয়, এবং (8) Quas শতকরা হিসাবে 
পরিবর্তন নির্ণয় কর :—onem| আছে যে P শতকরা 90 ভাগ কমিয়া গিয়াছে, এবং 
W শতকরা 60 ভাগ বাড়িয়। গিয়াছে? [H. S. 1972] 


fers weptz 
Nass QÑ 


( Arithmetic Progression ) 


শ্রেণী £ (Series) যদি কোন বাশিমালার পরপর রাশি বা পদগুলি একটি নির্দিষ্ট 
নিয়ম অনুসারে পাওয়া যায়, তবে সেই রাশিমালাকে শ্রেণী বলে। যথা, 1, 4) 7; 10, 
Sr, _9, —5, —8, প্ৰভৃতি রাশি একটি শ্রেণী গঠন করিয়াছে 1 
সমান্তর শ্রেণী £ যদি কোন শ্রেণীর অন্তর্গত যে কোন পদের সহিত তাহার 
ঠিক পূর্ববর্তী পদের অন্তর সর্বদা সমান থাকে, তবে সেই শ্রেণীকে সমান্তর শ্রেণী 
বলে। আর এ সমান অন্তরটিকে সাধারণ অন্তর (Common difference) বলে। 
যে কোন পদ হইতে পূর্ববর্তী পদটি বিয়োগ করিলেই সাধারণ অস্তর পাওয়া যায়। যথা 
G) 3,8, 18, 18,----৮শ্রেণীর সাধারণ অস্তর = 13 -8=5 
(ii) —5, —8, -11,------শ্ৰেণীর সাধারণ অন্তর= —8—(—5)=8+5=-3 
(iii) a, a+b, af 9b, --- শ্রেণীর সাধারণ অন্তর =a-+& - a=. 
কোন সমাস্তর শ্রেণীর প্রারস্তে যে পদ থাকে তাহাকে প্রথম পদ (first term) 
বলে। প্রথম পদের সহিত সাধারণ অস্তর যোগ করিলে RAT পদ, দ্বিতীয় পদের সহিত 
সাধারণ অন্তর যোগ করিলে তৃতীয় পদ, ইত্যাদি, এইভাবে যে কোন পদ পাওয়া 
যায়। এই শ্রেণীর %-তম পদকে সাধারণ পদ (general term) বলে। শ্রেণীর শেষ 
পদকে 1 দ্বারা স্থচিত কর! হয়। 
সমান্তর শ্রেণীর ॥-তম প্র নির্ণয় i 
[To find the n-th term of a Arithmetic Progression] : - 
মনে করি কোন সমান্তর শ্রেণীর প্রথম পদ a এবং সাধারণ অন্তর D; 
প্রথম পদ / =a 5৫+(1-1)8 
দ্বিতীয় পদ /৪-৫+/ »৫+(2-1)% 
তৃতীয় পদ t3=+2  =a4(3—1)b 
চতুর্থ পদ ta -৫+-8% =a+(4-1)b 
ইহা হইতে দেখা যায়, যে কোন পদে Der সহগ ও পদসংখ্যা অপেক্ষা 1 কম । 
ইহার সহিত প্রথম পদ a যোগ করিলেই যে কোন পদ পাওয়া যায়। 
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স্থতরাং neq A= ৮*- atla i)b; যদি শ্ৰেণীটিতে m সংখ্যক পদ থাকে 
তবে শেষ পদ L0 ad (n —1)5. 
কোন সমাস্তর শ্রেণীর প্রথম পদ এবং সাধারণ অন্তর দেওয়া! খাকিপে শ্রেণীটি fada 
কর] ঘায়। অখবা যে কোন দুইটি পদ দে এয়া খাকিলেও সমান্তর শ্রেণী নির্ণয় করা যায়। 
Gui. 1. একটি সমান্তর শ্রেণীর প্রথম পদ 5 এ+ সাধারণ wu —2; ইহার 
15 wx পদটি নির্ণয় কর। 
এথানে a-5,b- —2,n715 tl 7 ad- (n — 1)5 
t =5+(5-1X-9) 3 tis=5-28= -23 
Swi 2. কোন সমাস্তর শ্রেণীর প্রথম পদ 3 এবং 20 তম পদ 60; ইহার 
সাধারণ অন্তর নির্ণর কর। 
মনে করি, সাধারণ অন্তর =; এখানে a= 3, tao = 60 
.. a-(20—1)-260 বা, 3+19b=60 
বা, 19b-60—3 বা, b=3  .. সাধারণ অন্তর =&. 
Qwi. 3. যে সমান্তর শ্রেণীর 6-তম পদ 95 এবং 19-তম পদ — 35, তাহার 
প্রথম পদ ও সাধারণ অন্তর নির্ণয্ন কর L 
মনে করি, প্রথম পদ =a, সাধারণ অন্তর =b 
S. 6583 পদ = a+ 5 = 25 55:7(1) 
18-93 পদ —a--17b- - 35 - (2) 
(1) ও (2) কে সমাধান করিয়া পাওয়া যায় b= —5,a- 50 


** প্রথম পদ =50, সাধারণ অন্তর = —5 


Sri. 4. 10,8, 6***শ্রেণীটির কত তম পদ - 16 হইবে? 
এখানে = 10, ১=8-10= —2 মনে করি n তম পদ tn = —16 

4. 0dT(n—1)- —16 al, 10--(»—1(-2)- —16 
বা, 10—2n4c2- —16 4, 2n=98 বা, n-14 


<. 14 93 পদ —16 হইবে। i | 
উদ্দা. 5. কোন সমান্তর শ্রেণীর 2-তম এবং এ-ঙম পদ যথাক্রমে ০ এবং d হইলে, 
হার প্রথম পদ ও সাধারণ অন্তর বাহির করু। [C. U. 234) 
মনে করি প্রথম A = a, সাধারণ অন্তর - b 
<e PO পদ-+(9-1)৮-০ 508 
৫-তম পদ - a (g— 1) - d .. (2) 
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(1) হইতে (9) বি-য়াগ করিয়া পাই, (p-q)b= — d 
০2 
774 
(1) হইতে পাই, a-c—(p—1) 
_০_৮-1)6-4)-৭৮-৭)-৫-1)০-৭) 
?-৫ Dr dio tue 
বা, ০-%-০৫-%+০+৪০-4৫৫-1)-৫-1) 
2-9 p-4 
সমান্তরীয় মধ্যক (Arithmetic Mean) : 
যদি তিনটি বাঁশি সমান্তর শ্রেণী গঠন করে, ভবে মধাপদটিকে সমাস্তরীয় মধ্যক 
) বলে। যদি a, b, ০ সমান্তর শ্রেণী গঠন করে তবে ৮-কে এ, ও c- aç সমান্তরীয় মধ্যক 
| বলে। দুইটি রাশির মধ্যবর্তী এক বা একাধিক সমান্তরীয় মধ্যক থাকিতে পারে । 
Sql. 1. 9 ও ৮-এর মধ্যবর্তী সমান্তরীয় মধ্যক নির্ণয় কর। 
মনেকরি a, ৮-এর সমান্তরীয় মধাক m; স্থতরাং a, m, b সমান্তর শ্রেণী 
গঠন করে। 
. m—a=b—m (উভয় পক্ষেই সাধারণ অন্তর সমান বলিয়া ) 
বা, 2m=a+b ja matt? 


Vae ঠা রনি i 

n সংখ্যক পদের সমান্তরীয় মধ্যক নির্ণয় করিতে হইলে পদগুলির সমষ্টিকে w হারা 
ভাগ করিতে wq r 

IÑ 24, 02, asas সংখ্যক পদ থাকে, ভবে তাহাদের সমান্তরীয় মধ্যক 


নী ১০ 
০02 +a, tutte An রিনি 2:58 ^ X 


isi v ILE Rr re aba m 
(বিড় হইলে ) অথবা সমদূরত্বের পদদ্বয়ের ( জোড় হইলে ) সমষ্টির অর্ধেক সমাস্ঘরীয় 
মধ্যক হইবে। 
উদ্রা. 2. a ও 6-এর মধ্যবর্তী n সংখ্যক সমাস্তরীক্ন মধ্যক নির্ণয় কর। 
মনে করি a ও ৮-এর মধ্যে n সংখ্যক সমাস্ভরীয় মধ্যক m4, 72, ma ma 
« ও ৮-এর মধো n সংখ্যক সমান্তত্নীয় মধ্যক লইলে পদ সংখ্যা pen 
| এই সমান্তর শ্রেণীর প্রথম পদ a এবং (n-F 2) তম পদ = b. 


| E. 


b- 
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মনে করি, সাধারণ অন্তর = d 
(৮49) তম পদ =a+(n+9-1)4=b 


বা, (n4-1d-b—a বা, d= — 


b-a 
facfa মধাকগুলি m Tet mg a4 STÍ 


NCC USD 

SA s SM 

wi. 8. 7 এবং 62-এর মধ্যে 10টি সমান্তরীয় মধ্যক বাহির কর। 

7 এবং 69-এর মধো 10টি মধ্যক লইলে মোট পদসংখ্য। হইবে 19টি পদযুক্ত একটি 
সমান্তর শ্রেণী যাহার প্রথম পদ a = 7, 12 তম পদ = 62 

মনে করি, সাধারণ অন্তর = 6 


19 তম পদ -+11/- 69 বা, ?+116-69 
বা, b-5 s. প্রথম মধাক - 45» 19, 
দ্বিতীয় মধ্যক =124-5= 17 ইত্যাদি 1 e 


এইরূপে নির্ণেয় মধ্যকগুপি 19, 17, 99, 97, 32, 37, 49, 47, 52, 57 
উদ্দা, 4. 1 এবং 28-94 মধ্যে n সংখ্যক সমান্তরীয় মধ্যক আছে। ইহার 
তৃতীয় মধ্যক £ শেষ মধ্যক 9 £ 5) % এর মান নির্ণয় কর। 
1 এবং 28-এর মধ্যে n সংখ্যক IF লইলে উৎপন্ন সমান্তর শ্রেণীর মোট পদ 
সংখ্যা হইবে (%+2)| উহার প্রথম পদ 1, (42) তম পদ = 28 
মনে করি, সাধারণ অন্তর =b 
(n+ 9) তম পদ = a +(n+ 2 — 1)» = 98 


বা, 1+0৮+1)-98 বা, (n415-97  - (1) 
VER Om met 
তৃতীয় মধ্যক = 14-35 শেষ মধ্যক = 98—b 
ti-a বা, 5+15b=56-2b 
বা, 155--9b-56—5 বা, 179-51 বা, 5-3 
(1) হইতে (n+1)3=27 - বা, %+1-59 বা, ॥=9-1=8 


3d N 
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সমান্তর শ্রেণীর cu কোন পদের সমষ্টি নির্ণয় 
কোন সমান্তর শ্রেণীর প্রথম পদ ও সাধারণ অন্তর দেওয়া আছে। উহার n সংখাক 


পদের সমষ্টি নির্ণয় করিতে হইবে। 
( To find the sum of n terms of an A. P. having given the first 
term and the common difference.) 


মনে করি কোন সমাস্তর শ্রেণীর প্রথম পদ ৫ এবং সাধারণ অন্তর b, উহার ॥ সংখ্যক 
পদের সমষ্টি নির্ণয় করিতে হইবে | 
মনে করি, %-সংখ্যক প'দর সমষ্টি 5, শেষতম পদ = 1. 
s=a+'a+b)+(a+2b)+- +(1—2)+(1—b)+1 
শ্রেণীটিকে উল্টাইয়া লিখিলে, 
৪-1+0৫-৮)+(৫-৮)+-+(৫+9)++৮)+৮ 
( যোগ করিয়া ) 25 (a+) + (a+) Hatt Hatata) 
7 (a-F D) 4- (a 4-0) - (a. )U- --n-nSSUS পদ পৰ্যন্ত = n(a +I) 
" ৪2৫43) 
এখন যেহেতু শেষ পদ 1-৫+(৮-1)8 
se gia (n - 28) 


স্থতরাং কোন সমাস্তর শ্রেণীর প্রথম পদ ও সাধারণ অন্তর জানা থাকিলে এই 
সত্রের সাহায্যে উহার যে কোন পদের সমষ্টি নির্ণয় করা ঘায়। 

সমান্তর শ্রেণীর দুইটি ধর্ম : 

(ü) যদি কোন সমাস্তর শ্রেণীর প্রত্যেকটি পদের সহিত একটি ধ্রুবক রাশি যোগ বা 
বিয়োগ করা হয়, তবে প্রাপ্ত পদগুলি উভয়ক্ষেত্রে সমান্তর শ্রেণী গঠন করিবে যাহাদের 
সাধারণ অন্তর মূল শ্রেণীর সাধারণ অন্তর হইবে। 

(i) যদি কোন সমান্তর শ্রেণীর প্রত্যেকটি পদকে একটি apum রাশিত্বারা গুণ বা 
ভাগ করা হয়, তবে প্রাপ্ত পদগুলি উভয়ক্ষেত্রে সমান্তর শ্রেণী গঠন করিবে যাহাদের 
মাধারণ অন্তর যথাক্রমে মূল শ্রেণীর সাধারণ অন্তর এবং ধ্রুবক রাশির গুণফল বা 
ভাগফলের সমান হইবে 1 

Syl 1. 4, 7, 10,72 শ্রেণীর 29টি পদের সমষ্টি নির্ণয় কর 

এখানে a=4, be 1—4-8 n=23. 

এখন s= glat- 1)b} = 38(2.4-- (23 — 1)3} 

=28(8+66)=23 x 37 = 851 
উঃ মাঃ q—2 
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Srl. 2. 27+24+97197+7এই সমাস্তর শ্রেণীর কয়টি পদের na? 
196 হইবে? 
এখানে ৫591, b=94-97= —3, ৯196 


মনে করি, n পদের সমষ্টি 196 হইবে। 


এখন ৪7719445720 


বা, 126=742.27 t(a—1X—8) বা, 252—n(54—3n-F3). 


বা, 252=-— 3n*-F57n বা, 8%১--57%4-958-0 
বা, nt — 19n+84=0 বা, mn: —Tn—12n4+84=0 
বা, n(n—7)—12(n—7)=0 বা». (n—7(n—-12)—0 

à z.. n=7 অথব!| 12. 


উদ্দা. 3. কোন zaa সাহাষ্য না লইয়া 1484-54 ---শ্রেণীর 40টি পদের 


সমষ্টি নির্ণয় কর। KES 21] 
এখানে a=1, b-3—1-2 
dycac(n- 1) S. £471 (40—1)2- 79 
মনে করি সমষ্টি = ৪ 
s= 1+ 3+ 5+ +75+177+79 


82794 T14- 154. B+ 3+ 1 
25—80 - 80 4-80 4- .........40f0 পদ পৰ্যন্ত = 80 x 40 
8—1600 


উদ্বা. 4. 3+4+৪+9+19+144+19+19+...শ্রেণীটির 90টি পদের 
me কর । [C.U. 1] 


৪+4+৪+9+13+14+18-+19+...শ্রেণীটিতে দুইটি সমান্তর শ্রেণী মিশিয়া 
আছে। wq, (9+৪+19+18+.*) এবং 4+9+14+19+..); স্থতরাংৎ 
প্রতোকটির পদসংখ্যা 10. 
^2 8=(8+8+13+18+ ...10-তম পদ)4+(44+94-144+194-...10-তম পদ) 
— X2 (2.3--(10— 1)5] + 59 (9.4 -- (10 — 1)5] 
= 5(6+45)+5(8+ 45) 5x 51 +5 X 03— 520 
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Bw. 5. প্রমাণ কর কোন সমান্তর শ্রেণীর প্রথম ও শেষ হইতে সমদূরবর্তী 
পদনুয়ের সমষ্টি প্রথম ও শেষ পদের সমষ্টির সমান | 


মনে করি, সমান্তর শ্রেণীর প্রথম cha, শেষ পদ=! এবং সাধারণ অন্তর =b 
এবং পদসংখ্যা = n SQ 1=a+(n-1) 
প্রথম হইতে ?-তম পদ-৫+(৮-1) 
শেষ হইতে 7-93 পদ = প্রথম হইতে (n — r+ 1)-93 পদ 
=a+(n—r+1—1)b=a+(n=)b 


Gua suf —a--(r— 1) at (n— r)b— atat (r —1-cn—7) 
=a+a+(n—1)b=a+l. 


BEI 6. দেখাও যে 4,19,90,98, -»প্রেণীটির nter সমষ্টি একটি qw 
রাশির বর্গ। : 
এখানে a= 4, ৮=19-4=8 


॥-পদ্বের সমষ্টি = 9.4 +(n—1)8] =n tán —4)= 4n? ৫) একটি 
যুগ্যরাশির বর্গ। 
Sui. 7. একটি শ্রেণীর ॥-পদের সমষ্টি nn); ইহার 1-তম পদ 
নির্ণয় করু। 
মনে করি, %-পদের সমষ্টি = Sn .. Sys n D 
n=1, 2, 8, 4 বসাইয়! পাই 
৪২-45-7371 707 eai- 
৪৪০44980750 ৮১ ২য় পদ=10-1=9=(2.9- 1) 


g r 
s,- es - = 5 .. অয় *«-35-10-95-(2.3 1)? 


2-6 
৪৬-৫০-3584, ০. sé পদ -$4-৮-49-৫:4-0)5 


`. 1-তম A= (2r — 1)* 
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Sm. 8. যদি 1, L 1 সমান্তর শ্রেণী গঠন করে, SIE 


a’ b c 
প্রমাণ কর, "+, ee, LED সমাস্তর শ্রেণী গঠন করে। 
ES tes 
vod» 5 সমাস্তর শ্রেণী গঠন করেঃ। 


০1875 stote, CELEC সমাস্তর os গঠন করে। 
atoto i otite j, doe সমাস্তর শ্রেণী গঠন করে। 


a 


P$ 2 এ? sata শ্রেণী গঠন করে। 


"us 
wi. 9. 72-কে এমপ!তিনটি অংশে বিভক্ত কর, যাহারা সমাস্তর শ্রেণী গঠন 
করে এবং প্রথম দুইটির গুণফল 480 হয়। 
[তিনটি সংখ্যা সমান্তর শ্রেণী গঠন করিলে তাহাদের a—b,a, a+b ধরিলে 
স্থবিধা হয়। ] 
মনে করি, অংশত্রয় a— b, a, a+b 
a—b--a-Fa—b-29 -. 8a-"2 ... a=94 
আবার, a(a—5)— 480 বাঁ, 24(24—5)—480 
বা, 576—94b—480 বা, 245—576—480—96, ~. b=4 


অংশত্রয় a-5-24—4-920, a=94, a+b=94+4=28. 
Swi. 10. যদি a, b, ০ যথাক্রমে কোন সমান্তর শ্রেণীর 7-তম, ৫-তম এবং 
+-তম পদ হয়, তবে প্রমাণ কর a(q —r)+b(r —p)+e(p —q)=0 
মনে করি, সমাস্তর শ্রেণীর প্রথম পদ z, সাধারণ অন্তর y 
».০৮৫-৪০+৫০-1)/,0), ৮-০+(৫-1)-) 
c=s+(r-1y.. (8) 
a —(2) করিয়া পাই a—b = (p -gy 
(2)- (8) করিয়া পাই b—c— না 
+ a-b.(p-99 q 
b-e (q—7y s, = 
(a—bXq-r)-(0— ep q)=0 
বা, a(q—r)—b(q—-r)-b(p-q)+e(p-q)= 0 
বা, ৫-7)-৫-7+-%+০৫-9)-0 
বা, a(q—r)+b(r—p)+ (p —q)=0 


=P” 7 
q-r 
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Sa. 11. যদি কোন অমান্তর শ্রেণীর p, এ ও? সংখ্যক পদের সমষ্টি যথাক্রমে 
a, b ও c হয়, তবে প্রমাণ কর sa- ৮৮৮ ga l 


মনে করি, সমান্তর শ্রেণীর প্রথম =a, সাধারণ অন্তর 
P(24-(p— 1d] 4...) 2195+(৫-1)8-৮-) 


এবং ge (r- 1)dj=c . (8) 

(1) নং এর.উভয়.পক্ষকে £ দ্বারা ভাগ করিয়া পাই, 22--(p— Da 4) 
(9) নং এর উভয় পক্ষকে T দ্বারা ভাগ করিয়া পাই, 2+(৫-1)৫- 2.6) 
(8) নং এর,উভয় পক্ষকে ত দারা ভাগ করিয়া পাই, 2০+(-1)4- EC 


(4)- (5) করিয়া পাই, (p- 94-2 "ey EU 


(8) - (6) করিয়া পাই,-(৫-7)৫- 9 Sow , AC. ida, n= 
her Na. 124. 


ab 

(7)+(8) করিয়া পাই £_9=2 ৫ 

qct 5-6 

q T 
বেকুব F, 
2৫-)-৫৫-)৯4- ৪)-৯- % [wasa করিয়া E 
dp cn Decir Nn EB ES Ly c: bs P 
বা, (Qn 2৫ 7) " 9+9৫-9)-0 ১ 
ৰা, ৫৫-+8(-4+7-7+9+8-9-0 / পন 
5 1 T ২১৫) fees 
৬১ 2 t^e 


s 0 b c Á 
বা, $৫-97866-9) 78079 


Sgi. 12. কোন স্থান হইতে রওনা হইয়া A ঘণ্টায় 5 মাইল বেগে যাইতে 
লাগিল এবং তাহার 41 ঘণ্ট| পরে B রওনা হইয়া একই দিকে প্রথম ঘণ্টায় 3 মাইল, 
দ্বিতীয় ঘণ্টায় 3i মাইল, তৃতীয় ঘণ্টায় 4 মাইল, এইভাবে যাইতে লাগিল। B কত 


ঘণ্টায় &কে ধরিবে? ৭2 [H. S.'65] 
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মনে করি, Bin ঘণ্টা পর Act ধরিবে। 

স্থৃতরাং A মোট (n +44) বা, (n +$) ঘণ্টা, ঘণ্টায় 5 মাইল বেগে চলিয়াছে। 
A মোট দুরত্ব অতিক্রম করে_ b(n-- 9) 2 5n-- AE মাইল, 

B-x গতিবেগ একটি সমান্তর শ্রেণী গঠন করে, যাহার প্রথম পদ o = 3, সাধারণ 

935-1. 

B, n ঘণ্টায় মোট দূরত্ব অতিক্রম করে 

50.30 18 মাইল= এ+ % মাইল 

যখন B, Aus ধরিবে তখন উভয়ে সমান দূরত্ব অতিক্রম করিবে | 
nr =5n+4. বা, lln+nt=390n+90 


বা, ॥*-9n-90=0 বা, n*—15n-4c6n—90-0 
বা, ॥(n-15)+6(0n-15)=0 বা; (n—15(»4-6)-0 
s. n—15=0 বা, ॥=15 

বা, n+6=0 বা, ॥= -6 ইহা হইতে পারে না। 
7. B, 15 ঘন্টা পর একে ধরিবে। 


Exercise 2 


1. কোন মমান্তর শ্রেণীর প্রথম পদ 5 এবং সাধারণ অন্তর 8; ইহার 15-তম 
এঘং ॥-তম পদ নির্ণয় কর i 

2. কোন সমাস্তর শ্রেণীর 5ম পদ 11 এবং 9ম পদ 7 হইলে 14-তম পদ কত 
হইবে? 

3. এমন একটি —9 নির্ণয় কর যাহার প্রথম পদ a এবং সাধারণ 
অন্তর ৮. 
4. যদি k*+9%+1, 8k3-FGk-F5, 4k? + 5k 3 সমান্তর শ্রেণী গঠন করে 
বে ॥-এর মান কত হইবে? 

- 5. 29, 7, 19, 17১..শ্রেণীর কত তম পদের মান 797 এবং 5p — 18 হইবে? 

6. 8, 5, 9,...এই শ্রেণীটির — 447 কোন পদ হইবে কিঃ? 

7. নিম্নলিখিত শ্রেণী দুইটির %-তম পদ নির্ণয় কর। 

O aal, atus 


ü Lo £u, 2441, E 
) Ms. 
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8. কোন সমান্তর শ্রেণীর প্রথম পদ 2/2 এবং 13 তম পদ ৪/9; সাধারণ 
অন্তর নির্ণয় কর 1 

9. কোন সমান্তর শ্রেণীর 2-তম এবং এ-তম পদ যথাক্রমে এ এবং p P ইহার প্রথম 
পদ ও সাধারণ অন্তর বাহির কর। 

10. কোন সমান্তর শ্রেণীর %-তম পদ % এবং ॥-তম "Dom; উহার ?-তম পদ 
নির্ণয় কর | 

11. কোন সমান্তর শ্রেণীর 7-তম পদ q এবং এ-তম পদ p ; দেখাও যে ॥-তম পদ 
ptq-m! 

12. কোন সমাস্তর শ্রেণীর ॥-তম পদ 3r—1; শ্রেণীটি নির্ণয় কর I 

13. কোন সমান্তর শ্রেণীর "তম পদ n এবং %-তম পদ m ; উহার (m+n) 
তম পদ নির্ণয় কর । 

14. প্রমাণ কর সমাস্তর শ্রেণীর দুই প্রান্ত হইতে সমদূরবর্তা পদদয়ের সমষ্টি ধ্রুবক । 

15. সমান্তরীয় মধ্যক নির্ণয় কর £ s 


G) 9 এবং 81 (i) -€ এবং 29 (i) —35 এবং —10 
2 2 2. 42 j 
(v) a-a Ra (0 a এবং TIS 


16. 9 এবং 23 এর মধ্যে 5টি সমান্তরীয় মধ্যক বাহির কর । 

17. 24 এবং 601 এর মধ্যে 7টি সমাস্তরীয় মধ্যক বাহির কর। 

18. 1 এবং 51 এর মধ্যে এরূপ n সংখ্যক সমাস্তরীয় মধ্যক আছে যাহাতে চতুর্থ 
মধ্যক £ সপ্তম মধ্যক= 8 £ 5; n-ag মান নির্ণয় কর ।' 

19. 5 এবং 35 এর মধ্যে এরূপ n সংখ্যক সমাস্তরীয় মধ্যক আছে যাহাতে দ্বিতীয় 
মধ্যক £ শেষ মধ্যক-] £ 4; ॥-এর মান নির্ণয় কর । 


নিম্নলিখিত শ্রেণীগুলির সমষ্টি নির্ণয় কর : : 


20. 8-4-7--11-15-......15-83 পদ 
21. 143-54 74......19-€3 পদ 
22. 5+174+929+41+......20-তম পদ 
23. 90-+-18+16+......19 তম পদ 
24. —14-11-8- «90-83 পদ 
25. $+$+$+......9 তম পদ 

26. ৮'৪+8-9+9:৮+-:*15 তম পদ 
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27. 145494 -:(n— 1)-তম পদ 
28. ২94 J2(1— /9)+ J2(1— 9 42) -- * 21-93 পদ 


29. n(n-1)t(n-2)4 ee n-%3 পদ 
30. 2+ 646% ec +152 [C. U. '48) 
31. (2a— 30)--(a — 2b) — b — 0 n54 পদ 


33. (৮+)+(০54+2)1(০-8)51 eeen SI পদ 
34. 9+6+838+......+(— 94) 
“কোন স্থত্রের সাহায্য না লইয়া নিয়লিখিত শ্রেণীগুলির সমষ্টি নির্ণয় কর £ 


35. 441-104 ......... 119-83 পদ 
36. 97-24-2914 eee 11-93 পদ 
37. 8+74+114+-.-----***॥-তম-পদ 
38. 5+8+ll+- e +41 


39. 92,5, 8,---শ্ৰেণীটির কতটি পদের সমষ্টি 301 হইবে? 

40. 93,90, 87,... শ্রেণীটির কতটি পদের সমষ্টি 975 হইবে? এক্ষেত্রে দুইটি 
মান পাইবার কাঁরণ উল্লেখ কর। 

41. 996 এবং 530-44 মধ্যে 11-43 গুণিতকগুপির সমষ্টি বাহির কর। 

42. কোন সমান্তর শ্রেণীর 19-তম পদ 28 এবং প্রথম 29 পদের সমষ্টি 484 ; 
প্রথম 80টি পদের সমষ্টি নির্ণয় কর | 

43. কোন সমান্তর শ্রেণীর প্রথম দুইটি পদ 14 এবং 21; উহার কতগুলি পদের 
সমষ্টি 171 হইবে? 

44. 1+5+7+11+13+17+194-- 91 পদের সমষ্টি নির্ণয় কর। 

45. 914+194174--সমান্তর শ্রেণীর কতিপয় পদের সমষ্টি 190 ; উহার শেষ 
পদ ও পদসংখ্যা নির্ণয় কর। ID. B. '27J 

46. কোন অমান্তর শ্রেণীর % পদের সমষ্টি 8442; ইহার 19-53 পদ 
নির্ণয় কর। 

47. দুইটি সমান্তর শ্রেণীর % পদের সমষ্টির অন্গপাত 2n--1:92n—1; ইহাদের 
10ম পদের অন্পাত নির্ণয় কর। 

48. প্রমাণ কর দুইটি রাশির অন্তবর্তা এ সমান্তরীয় মধ্যকের সমষ্টি এবং y 
সমাস্তরীয় মধ্যকের সমষ্টির IRNS zy! 


/ 
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49. প্রমাণ কর যে, 8, 16, 24,-.----শ্রেণীটির যে কোন সংখ্যক পদের সমাষ্টির 
সহিত 1 যোগ করিলে একটি pn সংখ্যার বর্গের সমান হইবে । 


50. যদি কোন সমান্তর শ্রেণীর pex পদ এবং এুতম পদ ) হয়, দেখাও যে pq 


সংখ্যক পদের সমষ্টি ঠ (pq + 1) হইবে | 

51. কোন সমাস্তর শ্রেণীর m সংখ্যক পদের সমষ্টি এবং n সংখ্যক পদের সমষ্টির 
অনুপাত m?:n*; দেখাও যে 7-তম পদ এবং %-তম পদের অনুপাত 
9m—1*9n—1 হইবে | 

52. সমান্তর শ্রেণীর তিনটি পদের সমষ্টি 36; এবং প্রথম ও শেষ পদের গুণফল 
198 ; সংখ্যা তিনটি নির্ণয় কর। 

53. কোন সমান্তর শ্রেণীর চারিটি পদের সমষ্টি 32 এবং প্রান্তীয় সংখ্যা দুইটির 
গুণফল 55 ; সংখ্য! চারিটি নির্ণয় কর। 

54. কোন সমান্তর শ্রেণীর %-পদের সমষ্টি m এবং m পদের সমষ্টি ৮; প্রমাণ কর 
উহার (m+ n) পদের সমষ্টি -(%/4%) t I ; 

55. প্রমাণ কর IA সংখ্যক পদবিশিষ্ট কোন সমান্তর শ্রেণীর মধ্যপদ প্রথম ও 
শেষ পদের সমষ্টির অধিক। : 

56. প্রমাণ কর x সংখ্যক পদবিশিষ্ট কোন সমান্তর শ্রেণীর মধ্যপদদ্বয়ের mË, 
প্রথম ও শেষ পদের সমষ্টির সমান। I 

57. যদি কোন সমান্তর শ্রেণীর ॥-তম পদ tn এবং (2 21,23 27 হয়, তবে 
ts £/5-এর মান নির্ণয় কর। 

58. সমান্তর শ্রেণীতে আছে এরূপ তিনটি পদের সমষ্টি 1 এবং তাহাদের বর্গের 
সমষ্টি 155; সংখাত্রয় নির্ণয় কর। 

59. যদি a,b,c সমান্তর শ্রেণী গঠন করে তবে দেখাও যে 


() bte, ০+৫১+ সমান্তর শ্রেণী গঠন করে। 
Gi)  a*(b4-c), pics c*(a-- b) সমান্তর শ্রেণী গঠন করে। 


3e 1 Dye 
(iii) JU EA 7 y সমাস্তর শ্রেণী গঠন করে। 
a 2 
60. যদি ৮4 Snr ৪4 সমান্তর শ্রেণী গঠন করে, তবে e প্রমাণ কর 


71, zio 25 সমাস্তর শ্রেণী গঠন করে (৫+৮+০৮০)। 
c a a+b 


| 
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61. চারিটি সমান্তরীয় সংখ্যার প্রান্তীয় সংখ্যাদ্বয়ের সমষ্টি 11 এবং মধ্যক দুইটির 


গুণফল 291 ; সংখ্যাগুলি নির্ণয় কর। (D. B. 35] 
62. কোন জমান্তর শ্রেণীর p, q ও” সংখ্যক পদের সমষ্টি যথাক্রমে 2, y ও z 
হইলে প্রমাণ কর ০৫” (q = r)+-yrp(r — p) zpa(p — 9) = 0. (C. U.) 


63. এক ব্যক্তি তাহার বন্ধুকে বিনা সুদে 1000 টাক! এই শর্তে ধার দিল যে. 
মাসিক কিস্তিতে এ ধার শোধ করিতে হইবে এবং পর পর কিস্তির পরিমাণ 2 Stel 
করিয়। কমিবে। যদি প্রথম কিন্তি 64 টাকা হয়, তবে কত মাসে এ ধার শোধ হুইবে? 

64. একটি শ্রেণীর ছাত্রদের বয়ন সমান্তর শ্রেণী গঠন করে যাহার সাধারণ অন্তর 
adimi যদি কনিষ্ঠ ছাত্রের বয়ন S বসর এবং ছাত্রদের মোট বয়ন 168 বৎসর হয়, 
তবে এ শ্রেণীর ছাত্রসংখ্য। নির্ণয় কর । 

65. ছুই ব্যক্তি একই পথে একসঙ্গে যাত্রা আরম্ভ করিল। একজন প্রত্যহ 10 
কি. মি. করিয়া সমভাবে যাইতে লাগিল। অপর ব্যক্তি প্রথম দিন 8 কি. মি. গিয়া 
পরে প্রতিদিন পূর্বদিন অপেক্ষা + কি.মি. বেশী যাইতে লাগিল । দ্বিতীয় ব্যক্তি কতদিনে 
প্রথম ব্যক্তিকে «Ru ? 

66. 500 ফুট গভীর একটি কূপ খনন করিতে খরচ নিম্নরূপ প্রথম ফুট খনন 
করার খরচ 25 পয়সা, এবং পরবর্তী প্রতি ফুটের জন্য অতিরিক্ত 4 পয়সা খরচ হয়। 
কৃপটির শেষতম ফুট খনন করার খরচ কত এবং কৃপটি খননের মোট খরচই বা কত? 

*.67. এক ব্যক্তি 9600 টাকা বিনা wor ধার লইয়া 48টি কিস্তিতে শোধ করিবে 
বলিয়া ঠিক হইল। কিন্তি্লি একটি সমাস্তর শ্রেণী গঠন করে। যখন 40টি কিন্তি 
দেওয়া হইল তখন এ ব্যক্তির পক্ষে আর টাকা দেওয়া সম্ভব হইল না এবং দেখা গেল 
তখনও 9400 টাকা বাকী আছে। তাহার প্রথম কিস্তির পরিমাণ কত ছিল? 

68. তিনটি সমাস্তর শ্রেণীর প্রথম পদ এবং সাধারণ অন্তর যথাক্রমে 1, এ ও 2 ; 
যদি ৪১, 9৪, ৪৪ যথাক্রমে উহাদের ॥-সংখক পদের সমষ্টি সুচিত করে, তবে দেখাও যে 
৪৫188 — 258 | $ এ 

69. যদি কোন সমান্তর শ্রেণীর ॥-পদের সমষ্টি s, হয়, তবে প্রমাণ কর 

qarla- r)som+ rpl — p)sam+ PIP — qsrm = 0. 
70. কোন সমান্তর শ্রেণীর ni, na, ng পদের সমষ্টি যথাক্রমে 5,5 ৪2, ৪৪ 


দেখাও যে, 


E (na nt ৮2৮ —ng)- 0 
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স্বাভাবিক সংখ্যার সমষ্টি নির্ণয় (Sum of natural numbers) 
1, 9, 8, 4১......প্রভৃতি সংখ্যাগুলিকে স্বাভাবিক সংখ্য! বল! হয়। 
Swi. 1. 7-ম্বাভাবিক সংখ্যার সমষ্টি নির্ণয় কর । 

মনে করি, 5—1-- 2-84 e Wn 

এখানে a=1 b=1 


s=5{2.1+0- 1) 0 1)- no+); 


উদ. 2. %-সংখ্যক qm স্বাভাবিক সংখ্যার সমষ্টি নির্ণয় কর। 
মনে করি, $=2+44+64+...... ?%-তম পদ 
এখানে , a-2, b=2 
8- g(2-2-- (n —-1)9]2»(2--n—1)- n(n4-1) 


Qvi. 3. npe অধুগ্া স্বাভাবিক সংখ্যার সমষ্টি নির্ণয় কর 1 
মনে করি, s=1+3+5q+ ----"॥-তম পদ 


s=p{21+0+1)}=ar(+n-1)=n? 


উদ্দা, 4. ॥-স্বাভাবিক সংখ্যার বর্গের সমষ্টি নির্ণয় =< | 
মনে করি, s-1?-49?-43?-- +n? 
এখানে %-এর মান যাহাই হউক না কেন 
n? —(n—1) =3n2—3n+1 [ যেহেতু ইহা অভেদ ] 
এই অভেদে %-এর পরিবর্তে পর পর 1, 2, 8, বসাইয়া পাই 
1*-0*-3.1?—3.141 
93—13—3.9?— 8.2+1 
33—93—3.3* —3.34-1 


n*—(n—1)9-8.9*—8.»41 
(যোগ করিয়া) x3=3024+92+32+.. ... +n) 
—3(1+9+3+- +n)+n 
(oo বামপক্ষের সবগুলি পদ কাটিয়া কেবল n? থাকে ] 
nut Dy 


বা, n?*-8s5— 
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বা, 3s= =+ PDA, 2n? + 3n(n+ 1) — 2n 


9 
709৮4187785 Goto 
2 
dris n(n-- 1Y(n-- 1) «tog Mn+ 1(2n 4 1) 
2 "s 6 


উদ. 5. n স্বাভাবিক সংখ্যার ত্রিঘাতের সমষ্টি-নির্ণয় কর। 
মনে করি, 8=184+234334 +n? 

%-এর মান যাহাই হউক না কেন 

n* — (n —1)! 2 4n? — 6n? --4n— 1 

এই অভেদে %-এর পরিবর্তে 1, 2, ৪১...-% বসাইয়া পাই 
1*—0*—41?—6.1? -4.1-1 
91—14—4.9* — 6.23 --4.2-1 
8*—91— iM ede un 1 


eos 24৫১ "OVER 
(যোগ করিয়া) n*—4(1* E23 E39 E n?) 
—6(1* --2* 3? 4 Tn?) 40-2434 77 +n)-n 
বা, nt mgs EREDO +I) tnt DL 
বা, 48=nt+nt+nn+1)2n+1)-2n+1) 
= n(n? +1)+n(n+ 1(2n 4-1) — 2n(n4- 1) 
=n(n + 1(n* —n-F1)4- »(n-4 1)(9n4- 1) — 2n(n-F 1) 
-—n(n-F- 1Y(n* 74147214179) 
=n(n+ 1Yn* --n)- n(n-- 1)n(n 1) 2 n*(n 4- 1)? 
1 2 
১০০০7) [er 


1342) 3! 4 e Ea (LR 4x) 
বা, Zn? =(Zn)? [Z= sigma] 
[ উপরের স্থত্রগুলি উত্তমরূপে আয়ত্ত করিবে ] 
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উদ্দা, 6. %-পদের সমষ্টি নির্ণয় কর £ 1l34354574794... 
এস্থলে প্রত্যেক পদের ন্যায় ॥-তম পদটিও দুইটি উৎপাদক লইয়া! গঠিত। 
ইহার %-তম পদ tn= (1, 3, 5, n- wx পদ).(3, 5, 7৮তম পদ) 
7 (L-- (n — 1)2)(3 + (n — 1)9] 
ty — (2n — 1).(9n 4-1) 2 45? — 1 
1— 1, 2, ৪,--.% বাইয়া পাই 
t, =4.1?—1 
ta —4.93—1 
ts —4.8?—1 
bind 
(যোগ) s—4(1*--2? 8? +. --52)— n 
— An(n-- 1 (2n 4-1) 4n(n-- 1(2n4-1)— 6n 
6 6 


— N= 


=H + 1)(0n + 1-3} = Mant 6n — 1) 


উদ্দা. 7. পদের সমষ্টি নির্ণয় কর £ 19+8+54+-.* 
IKA t =1, 8, 5,...শ্ৰেণীর %-তম পদের বর্গ 
7 (1--(n —1)9]? =(1+2n— 2)? =(2n— 1)? 2 4n? — 4n+1 
n-43 পরিবর্তে 1, 2, 8,...% বসাইয়া পাই 
1,741? 4141 
1474.93 —4.94-1 
ta 74354941 
ient 2494-1 
(যোগ ) 5—4(1? 4-2? 4-3? +. Hn) 4003-948 4... E) +n 
"ie D ann D. 


_ 4n(n+ 1(n-- 1)— 19n(n-4- 1)4- 6n 
6 
= 2nl(n + D(9n +1) — 6(n-F 1) +38} 
6 
=n" +8n+1- 6n — 6+3) 


2288 -8%- 2)= (n 2X2n--1) 
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Wwi 8. w পদ্দের সমষ্টি নির্ণয় কর £ 1-F3-F6 4 10-- 154 ... 
মনে করি, নির্ণেয় সমষ্টি ৪ এবং 7৮তম পদ ta 
s=1+3+6+10+15+- +h 
আবার a= 1484 6104. Ets ss [ এক পদ স্রাইয়া 
বিয়োগ করিলে 62778787551. ++ লিখিলে ] 
(7142-3454 .. n তম পৰ্যন্ত 


ED ten 


:&-এর পরিবর্তে 1, 2, 3,...n বসাইয়া পাই 
1,711544 
14741.2* 138 
iy—inttio 
( যোগ ) 5-402 284+... +n) ERO IT...) 
AM n(n- 1X8n 4-1) , 1, nin-F D) 
T 6 dier My 


=jn(nt+ 1 (2n r1 3) 
=n + 1(2n- 4)=1n(n+ 1+ 2) 


wi 9. "পদের সমষ্টি নির্ণয় কর £ 1.93242 43.5? +... 
এস্থলে t, (1, 2, 3, 9x 9180) (3, 4, 8, n SA পদের বগ) 
Mn+) =n tán? +4n 


॥-এর পরিবর্তে 1, 2, 3, «n বসাইয়| পাই 
(4513 -44* 4.1 
t, — 93 +4.22" - 4.9 
fg n3 E 4.n* tin 
(.cutst-) 3-13 4-93 +n +4(1 E21 Hn?) 
: +4(1+92+.. +) 
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fonta)? 4nn+ 1(9n-- 1) , 4n(n+1) 
a a pansi aspas ay =: 


ULIS. ae tunt 1) Lon(n--1) 
E n(n +1) 9(27৮4-1) 
=n ED SED a] 
qs 1n? + 19n 4-32) 
1 


উদ্দা. 10. % পদের সমষ্টি নির্ণয় কর : 15 tutt 


1 
এ DM S MEE a a 
লে fu (13. 5, 0-8 9E (3, 5, 7, দা 


n 1 
- (2n — 1(2n4-1) 
n1, 9,3, n ব্সাইয়! 
2l Lip 
“এন, মশা sf 3) 
ai 411] 
° 8.5 "s 5 
Ue 
s= E f E il 


n= (2n-1(9n41) A asi 


mn 
Com) voip 4 
উদ. 11. (9॥41)-পদের সমষ্টি নির্ণয় কর £ 
1?-9?.4-33—4?. r5? —6? L7? — 
8—1* —9* --3* — 4* -E 5* — 6? -- 7* — (2n + 1)-তম প্র 
—1* —(2* — 3* +4° —5* +63 — 7? + ::-2॥-তম পদ) 
-1-((2*—3*)--(4* —5*)--(6* — 7*)-k -,-॥-তম পদ) 
=1-(-5-9-13.-."-তম পদ) 
=1+5+9+13+ (n + 1)963 পদ 


tg. 14-(n--1—1)41 


= (1 +9) =(n + 1-9) 
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vi. 12. 1+9-8+4+৮-6+7+8-9++03৮41)-তম পদ পৰ্যন্ত 


1, 4, 7,42 শ্রেণীর n তম পদ-1+(-1)3-3%- এ 
৮ —9-F(n—1)8—3n—1 
8,06,9,"*. wn »» »," 84-(n— 1)3— 3n 


প্রদত্ত শ্রেণীর 9%-তম পদ ৪টির সমষ্টি — 35 —9+3n—1—3n=3n—3 
প্রদত্ত শ্রেণীর (34 + 1)-তম পদ — 35-1 
3n পদের সমষ্টি 3(1--2-F 4-2) — 3" 


S41). 8&2 $n(» — 1) 
2 


S. (8%+1)-পদের সমষ্টি = 2n(n — 1)4- 3n + 17 33? 324-2) 


Exercise—3 

নিম্নলিখিত শ্রেণীগুলির %-পদের সমষ্টি নির্ণয় কর £ 

1. 1.142.343.5441 — 2. 28+34+45+ 

3. 471--6.10--8.134- 4. 143? 45? 4 

5. 1.934-2.334-9.42 +e 6. 53 8*-q-11f4e 

7. 1.9.3+9.8.4+8.4.5+:৮ — 8. 1.7+3.9+5.11+--- 

9. 2.134-9.2* 4.3? +. 10. Att" 

n L+ trt" 12. (1)+(1+2)+0+9+9)+7 
13. 1-943-44 5-64 -- | 
. 14. (33—29?)4-(6*—4*)-(7* — 65) -- (H. S. '67) 
15. 1*—2*--3*—4* 6! — 6? -F - r Sq পদ 

16. n.l-4(n—1)2-(n—92)3-F- -F1.& 

17. 5-F6-9-F14--21- 

18. 92-F114-28--53--86- -- 

19. 1*—2!--3? —4? 5? — 6? + 22-93 পদ 

20. যদি কোন সমাস্তর শ্রেণীর ৮-পদের সমষ্টি sn হয়, 


দেখাও যে, 5543 — 95n42 + 356+1 — s| = 0 


তৃতীয় ente 


গুগোন্তর Gud 


(Geometrical Progression) 


. Wes শ্রেণী £ কোন শ্রেণীর অন্তর্গত পদগুলির যে কোন পদের সহিত যদি 
তাহার ঠিক পূর্বপদের অনুপাত সর্বদা সমান হয়, তাহা হইলে এ শ্রেণীকে গুণোত্তর 
শ্রেণী বলে। A অন্ধুপাতকে গুণোন্তর শ্রেণীর সাধারণ অনুপাত (Common 
ratio) বলে। : 

(i) 2, 4,8, 16,---এই গুণোত্তর শ্রেণীর সাধারণ অন্গপাত-৪ 
G) 1,—3,3, -he (tirat শ্রেণীর সাধারণ অন্থপাত- -3 8 
গুণোত্তর শ্রেণীর সাধারণ অন্থপাতকে সাধারণতঃ r দ্বারা স্ুচীত করা! হয় | যে 
কোন পদকে সাধারণ অনুপাত দ্বারা গুণ করিলে শ্রেণীটির পরবর্তাঁ পদ পাওয়া যায়। 
কোন গুণোত্তর শ্রেণীর যে কোন পদকে তাহার ঠিক পূর্ব পদ দ্বারা ভাগ করিলে 
শ্রেণীর সাধারণ অঙ্লপাত পাওয়া যাইবে । 
কোন গুণোত্তর শ্রেণীর n-ex পদ নির্ণয় 
মনে করি কোন গুণোত্তর শ্রেণীর প্রথম পদ a, এবং সাধারণ অনুপাত r; তাহা 
হইলে শ্রেণীটি হইবে a, ar, ar?, ara... 
`. প্রথম পদ (—a-ari^! 
দ্বিতীয় পদ ta =ar=a.r2-t 
তৃতীয় পদ ta =ar? _৫./৪-£ 


%-তম পদ (a marn7i 
অনুসিদ্ধান্ত ঃ কোন গুণোত্তর শ্রেণীর যে কোন দুইটি পদ জানা থাকিলে 
শ্রেণীটিকে সম্পূর্ণরূপে নির্ণয় করা যায়। ; 
উদ. 1. 1, 23, 4, -dr Aa 9-তম পদ নির্ণয় কর। 


পদসংখ্যা9 
l mar o oor stem - D*!-(- Du 
উঃ মাঃ বীজ--3 ' 
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Sml. 2. 1, —4,10, - 64,"--শ্ৰেণীটির %-তম পদ নির্ণয় কর। 


a=1, r==*=-4 n—p 
ta mart Sotj21(-4y-!2(-4)"! 
এখানে ₹৮-র মান ধনাত্মক হইবে কি খণাত্মক হইবে তাহা! বলা যায় না। যদি 
॥-এর মান যুগ হয় তবে ty ANAT এবং? এর মান অযুগ্ হয় তবে tp ধনাত্মক হইবে। 
Qui. 3. কোন গ্রণোত্তর শ্রেণীর 5-তম পদ 16 এবং 9-তম পদ 256 হইলে, 
শ্রেণীটি নির্ণয় কর। 
মনে করি প্রথম পদ o, সাধারণ অনুপাত — r. 
চ-তম পদ =art=16  9-তম পদ- ৪ 256 


V ললিত 4l r*216-2* ৮৮17 2৮ 


S ar*—-16 — s. 016-160 — .. a-1 
/", নির্ের গুণোত্তর শ্রেণীটি 
3/972 8,25. (যখন r—2) 

অথবা, 1, _9, 4, 8," (যখন r= —2) 

Sgi. 4. যদি কোন গুণোত্তর শ্রেণীর 7-তম পদ ০ এবং ৫-তম পদ d হয়, তবে 
প্রথম পদ ও সাধারণ অনুপাত বাহির কর। [C. U. 84] 

মনে করি প্রথম পদ ₹৫, সাধারণ অনুপাত =" 

~ pq =ar) =c * (1) এবং এ-তম *W=arq-l=Q4d..(9) 
(1)+ (9) করিয়া পাই 


এ 
»- 


p" 


(1) হইতে alg y*- 


p-l 
"0934 LL longn 
geex uit £-৫2৮- 2. ৫2779 
e 


গুণোত্বর শ্রেণীর ধৰ্ম 


(i) যদি কোন গুণোত্তর শ্রেণীর প্রত্যেকটি পদকে একটি নিদিষ্ট সংখ্যা দ্বারা গুণ বা 
ভাগ করা হয় তবে গুণফল বা ভাগফল বিশিষ্ট রাশিগুলিও গুণোততর শ্রেণী গঠন করিবে। 
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Gü) গুণোত্তর শ্রেণীর পদগুলির অন্যোন্যক লইয়া গঠিত শ্রেণীটিও গুণোত্বর হইবে। 

(1) যদি গুণোত্তর শ্রেণীর প্রত্যেকটি পদকে একই ঘাত দ্বারা উন্নীত করা! হয় ` 
তবে প্রাপ্ত মানগুলিও গুণোত্তর শ্রেণী গঠন করিবে। 

গুণোংত্তরীয় মধ্যক (Geometric Mean) 

যদি তিনটি বাশি গুণোত্তর শ্রেণী গঠন করে, তবে মধ্যের পদটিকে প্রথম ও তৃতীয় 
রাশির গুণোত্তরীয় মধ্য ক বলে। 

উদ্বা. 1. a ও ৮এর গুণোত্বরীয় মধ্যক নির্ণয় কর। 
LUE OE NNI স্থতয়াং a, m, b গুণোত্বর শ্রেণী গঠন 

বে। 


m_b š a i = 
ond Ao mt = ab ^ m= + Jab 


a, b এর গুণোত্তরীয় মধ্যক + Jab. 
n সংখ্যক পদের গুণোত্তরীয় মধ্যক এ পদগুলির গুণফলের %-তম মূল | 
যদি ৫২) ৫2, as, as ইত্যাদি n সংখ্যক পদ হয়, তবে তাহাদের গুণোত্তরীয় 
IUS = Va a, "Gn 
উদ]. 2. ৭ও৮ এর মধ্যে % সংখ্যক গুণোত্তরীয় মধ্যক বসাও। 
a ও b এর মধ্যে n সংখ্যক গুণৌত্তরীয় মধ্যক বসাইলে পদদংখ্য| হইবে n+ 2 
এবং উহার (৪4-2) তম পদ =. 
মনে করি সাধারণ অন্ুপাত-+ 
(৮12) তম *—ar'ti-b q, pub 


-Ü* 
` fafa মধ্যকগুলি a Uu 5515 


উদ্দা. 3. $1 এবং +% এর মধ্যে 9টি গুণোত্তরীয় মধ্যক বসাও। 
9টি মধ্যক বসাইলে পদসংখ্যা egi 7 94-2 — 1119 


a 


11 তম পদ Ay 
মনে করি সাধারণ অঙ্গুপাত = r প্রথম পদ a= 43 
11 তম পদ 119 বা, Hri*-44& 
বা, g19— 04-16 বা, rio —(3)19 DA r= 


729x84 


নির্ণের মধ্যকগুলি 2, 1, 1,$, + To ii T 
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উদ্দা. 4. প্রমাণ কর দুইটি ধনাত্মক রাশির সমান্তরীয় মধ্যক, উহাদের গুণোত্তরীয় 
মধ্যক হইতে বড়। 


মনে করি সংখ্যায় ৫ ও b 
c. উহাদের সমান্তরীয় মধ্যক e গুণোত্তরীয় মধ্যক + / 
মনে করি alb বা, a-b>0 বা, (৫-%)৯৯০ 
বা, (৫+৮)৪-4৯০ বা, 
3l, ৩৯০ বা, LEN TELS ১ 
সমাস্তরীয় মধ্যক>গুণোত্বরীয় মধ্যক 


Sal. 5. qf a ও ৮-এর সমান্তরীয় ও গুণোত্তরীয় মধ্যকের অনুপাত min 
হয়, তবে প্রমাণ কর যে, atb—m4- mš —nš è m— ২7578 


৮ LI 
a ও b এর সমাস্তরীয় মধ্যক= "2, গুণোত্তরীয় মধ্যক = Jab 


eH : Jadb—mtin বা, atb m 
n 


a+b+2 গা 
EU cid. LI [ comp. এবং divd. প্রক্রিয়া দ্বারা ] 


: (Jat Vb)? mn Nat Jb... ২7777 | 
MUERE O QS কি ইয়া] 


বা, Sat Jb+ Ja- Jb Am nt Jm—n 
NaF Jb— Vat Jb JmFn— Vm-n 


[ Comp. এবং divd, প্রক্রিয়া! দ্বারা ] 


বা, ৫7747 as [বর্গ করিয়া] 


$t = (m+ Jmn?) 
` b Am- Jm Z në) 


৫ £ b=m+ Vmš —nš t m= Ymi n? 


L 4 
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Exercise 4 


8, 9, 27,---.-..শ্ৰেণীটির 5-তম পদ নির্ণয় কর। 
1, —8, 9, — 97,----- শ্রেণীটির ৪-তম পদ নির্ণয় কর। 
$$$ শ্রেণীটির 6-তম পদ নির্ণয় কর। 
16, 8, 4,-*"*** শ্রেণীটির %-তম পদ নির্ণয় কর। 
+ যে গুণোত্তর শ্রেণীর প্রথম পদ 2 এবং দশম পদ 1, তাহার সাধারণ waste 
নির্ণয় কর (C. 0.:25] 

6. 9,3, 1,--«92 শ্রেণীটির কত তম পদ vlr? 

7. কোন গুণোত্তর শ্রেণীর 5-তম পদ 48, 19-তম পদ 6144; শ্রেণীটির প্রথম 
পদ ও সাধারণ অনুপাত নির্ণয় কর। [D. B. 28] 

8. কোন গুণোত্তর শ্রেণীর দ্বিতীয় ও তৃতীয় পদের সমষ্টি 924 এবং পরবর্তী দুইটি 
পদের সমষ্টি 916) প্রথম পদটি নির্ণয় কর। 

9. কোন গুণোত্তর শ্রেণীর (p--q)-9x পদ m এবং (p — q)-93 পদ % ; %-তম 
এবং ৫-তম পদ নির্ণয় কর। 

10. প্রমাণ কর যে গুণোত্তর শ্রেণীর প্রথম ও শেখ প্রান্ত হইতে সমদুরবর্তা ছুই পদের 
গুণফল EC | 

11. গুণোত্তর শ্রেণীতে sto এরূপ তিনটি পদের সমষ্টি ও গুণফল যথাক্রমে 
52 এবং 1728 ; সংখ্যা তিনটি নির্ণয় কর। 

12. যদি কোন গুণোত্তর শ্রেণীর ॥-তম এবং ৫-তম পদ যথাক্রমে ৫ এবং b হয়, 
তবে উহার %-তম * নির্ণয় কর। k 

13. 4 ও 64 এর গুশৌত্তরীয় মধ্যক বাহির কর | 

14. 4/5 এবং 3 /3 এর গুণোত্তরীয় মধ্যক বাহির কর। 

15. 4 এবং 394 এর মধ্যে তিনটি গুণোত্তরীয় মধ্যক বসাও। 

16. + এবং 9 এর মধ্যে তিনটি গুণৌত্তরীয় মধ্যক বসাও। 

17. প্রমাণ কর গুণোত্তর শ্রেণীর যে কোন একটি পদ হইতে সমদূরবর্তা 
পদদ্বয়ের গুণফল এ পদটির বর্গের সমান 1 , 

I8. এমন দুইটি সংখ্য। নির্ণয় কর যাহাদের সমান্তবীয় মধ্যক 13 এবং গুণৌত্বরীয় 
মধ্যক 12 | 

19. প্রমাণ কর যে এও এর মধ্যবর্তী n সংখ্যক গুণোত্তরীয় মধ্যকের গুণফল 
উহাদের মধ্যবর্তী একটি মাত্র গুণোত্তরীয় মধ্যকের %-তম ঘাতের সমান। 


^ (১ ই = 
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20. দুইটি অসমান ধনাত্মক বস্তুর সংখ্যা 2 ও এ এর সমান্তরীয় মধ্যক A এবং 
a 
গুণৌত্তরীয় মধ্যক G ; প্রমাণ ক্র যে A»G» e (G. U. '50] 
21. যদি দুই সংখ্যার সমান্তরীয় মধ্যক A এবং দুইটি গুণোত্তরীয় মধ্যক p ও q 
2 2 
হয়, তবে প্রমাণ কর যে, এ+ caa. 
22. যদি দুইটি রাশির সমান্তরীয় ও গুণোত্বরীয় মধ্যক যথাক্রমে A ও G হয়, 
তবে দেখাও যে রাশি দুইটি A+ JAY 3৪, 
23. যদি? ও ৫ দুইটি অসমান ধনাত্মক সংখ্যার সমান্তরীয় মধ্যক A, গুণোত্তরীয় 
= 204 
মধ্যক G এবং H "ET তবে দেখাও যে, ৯৯০১ ন, (C. B. S. B. 48] 
24. দুইটি সংখ্যার সমান্তরীয় মধ্যক ও গুণোত্তরীয় মধ্যকের 3 @4 | প্রমাণ কর 


যে ও সংখ্যাদ্বয়ের অনুপাত 3+2 V3: 3—2 21 
25. গুণৌত্তর শ্রেণীতে আছে এরূপ তিনটি সংখ্যার সমষ্টি 21 এবং গুণফল 64) 


সংখ্যা তিনটি বাহির কর। 
গুণোত্তর শ্রেণীর n পদের সমষ্টি নির্ণয় 
মনে করি কোন গুণোত্তর শ্রেণীর প্রথম পদ a এবং সাধারণ অন্থপাত r এবং পদ 
সংখ্যা ॥; .. n-o পদ _৫7%-2, 
শ্রেণীটি a, ar, ar2 ari, 
মনে করি ৪55৫4৫7424০ +ar”-1 ৫) 


((1)-কে r দ্বারা গুণ করিয়া "= r+ art ++ ar"-t Far (2) 
(1)- (2) করিয়া পাই, s— sr— a — ar^ 


বা, (1=1)=9(1-1") বা, (539) 2267-1) 


দ্রষ্টব্যঃ এখানে যোগফলের দুইটি মান পাওয়া গেল। /-এর মান 1 অপেক্ষা 
কম হইলে প্রথম স্থত্র এবং 1 অপেক্ষা বেশী হইলে দ্বিতীয় ap প্রয়োগ করিবে । যদি 
r=1 হয় তবে ৪= 8, যাহার অর্থ হয় না। সেক্ষেত্রে এই স্থত্রের প্রয়োগ করা যায় না। 
০7 ॥-তম্‌ পদ = na. 
Qui 1. সমষ্টি নির্ণয় কর ঃ 84949274 ..-.4-19 তম পদ 
এখানে a-3, r-$—8 n-12 
alr” — 233৬2 1) (312 - 


a=— — 


g. r-i 3 
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Sml. 2. কোন সৃত্রের সাহায্য ছাড়া 1434 ব্র্ন+"*"""'এর n পদের সমষ্টি 


নির্ণয় কর। 
এখানে %-তম পদ= a 
edat 1 
মনে করি s—ltgtgrtco o tg 
৯৮:৫4:48 EE 298, 
2 তন্ন tgatgs 
5 ED [sun d^ 
(Raw করিয়া )8৪=1- 5. =30- 
gh শ্রেণীটির % পদের সমষ্টি নির্ণয় কর। 


Spi. 3. 14347-4154 
মনে করি s=1+353+7+154+- Ti 
143-74 ms aie 


J= 
Hr (tn —1.-1) 7 fn 


0=1+9+4+8+- 
l —1--9-4 B n তম পদ 


[NES 16 m =9*—1 


(বিয়োগ করিয়া ) 


n এর পরিবর্তে 1) 9, 8,......% বসাইয়া পাই 
1,29!-1 
14—9* —1 
1,—2?—1 
te=9"—1 
(যোগ) ৪-(৫৪+9*+9৯+ 
,2(2"-1) 4,219». 9-a 
2-1 
Sri. 4. 5+55+555+5555 +- aa n পদের সমষ্টি নির্ণয় কর। 
মনে করি, s=5+55+555+5555+ ......n সংখ্যক পদ পর্যন্ত 
=5(1+11+111+1111+......n সংখ্যক পদ) 
=#(9+99+9994+9999+ =-= n সংখ্যক পদ ) 
74/010— 1)--(10* —1)--(10* —1)+ ROS পদ) 
- &((10-- 10? -- 103 + সংখ্যক পদ )-(% সংখ্যক 1 ) 
5(10(10'—1) ^1 50... 4 5n 
$E o-1s-*)-gi0 72-75 
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Gyi. 5. যদি কোন গুণোত্তর শ্রেণীর 7-তম, এ-তম এবং ॥-তম পদ যথাক্রমে 
a, b ও c' হয়, প্রমাণ কর ৫৫-77-৮০৮-৪০-], [H. S. '68] 
মনে করি গুণো্তর শ্রেণীর প্রথম পদ-%, সাধারণ অন্ুপাত-৫ 
০০৫৯527৮7২১ ৮-4৫৫-5১০৯৫৮- 
Hat ATT r7? co70 (2৫৮7 Yyt-7 (zqa-1yrop (¿qr-iyp-a 
= gar qpq-a-nr+r yr-p qar TT-PQD qD-dg p-rp-qar+a 
= qü-rr-»*p 74 qpq-q-Dnr+r+qr-r-nq+p+pr-5-qr +9, 
=%0.0°=1.1=1. 


সমান্তর শ্রেণী ও গুণোত্তর শ্রেণীর মিলিত কয়েকটি বিবিধ উদাহরণ 
উদ্বা. 6. যদি a, b, ০ গুণোত্তর শ্রেণী গঠন করে এবং z, % যথাক্রমে a, b এবং 
£, ৫ এর সমান্তরীয় মধ্যক হয়, প্রমাণ কর tgi saam Ee) 
h [P. U. 1892] 
যেহেতু a, b, c গুণোত্তর শ্রেণী গঠন করে, মনে করি ৪৯৫), c=ar2 
2, Y যথাক্রমে a, b এবং b, ৫-এর সমান্তরীয় মধ্যক। 


৫.0. Q c 2 
817৮7854155 a 57* tis AE + Z) 


artar? 

2 2 

_olar+ar? 

2014৭ 
ERI M Lc QU DRY: aa 
আবার ৪19 a+b Pt bes aka argo] = 

EP dn 
ar b 


Gy. 7. যদি ৪, ৪2, ৪ যথাক্রমে কোন গুপোত্র শ্রেণীর n, 2n এবং 3n পদের 
সমষ্টি হয়, তবে প্রমাণ কর 81(83—82)= (৪2 — 81)? 


মনে করি গুণোত্তর শ্রেণীর প্রথম পদ =a, সাধারণ অন্থপাত (১৯1) 


8 ০৫3) fum 1) 8 -r*—-1) 
Ki f-] ? r— 1 
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দি mre deri) 


1 r-—T rol 
. a*(r" — 1) pr a apanga) 
700-3)হ 0৮ -Unti }= (55) 
ni ar^ (r^ — 1) 2 
EE j 
sn N 2 
(a| =n sp 
— Ja(r*2"— 1—r"+1)]2  far"(rn—1)? 
{ রা = =f r—1 | 
*, বামপক্ষ-ডানপক্ষ 
উদা. 8. যদি a, ৮, c গুণোত্তর শ্রেণী গঠন করে এবং ধনাত্মক হয়, তবে প্রমাণ 
কর a4- c2 9b. [C. D. 47] 
যেহেতু a, b, ০ গুণোত্তর শ্রেণী গঠন করে, .'. 2-2 বা, ac=b 
যেহেতু a, b, c ধনাত্মক, (৫-০)* সর্বদাই ধনাত্মক 1 j 
(৫-০)১১৯৯০ «Xl, (a+c)? _ 4৫০৯০ 
ql (a+c)? ৯৫০ বা, (a+c)1>4b52 [৫০৪] 


বা, (a-Fo) (25)? — বা, a+c>2b 


Exercise— 5 

সমষ্টি নির্ণয় কর £ ; 
1. 1+9+9+97+...9টি পদের 2. 81-274+9-...7টিপদের 
3. 1928+64+39+-- 10 পদের 
4. 54343 V3-F--10f পদের 

1,1 
5, 145745574: পদের 
15. 8 


3,3 
6. 5+ ioo" 1000+ 10909 ^ ^^ পদ পর্যন্ত 

7 1-bkb- been পদ পৰ্যন্ত 

& 3-444 61 15d 9. 6+19+94-4/...-+768 


10. AGOIA"? +. +A 


42 


উচ্চতর মাধ্যমিক গণিত 


কোন স্থত্রের সাহায্য না লইয়া সমষ্টি নির্ণয় কর £ ` 


11. 
13. 


14. 
15. 
16. 


244484 + 19 পদের 12. 19+94+48+-- +768 
1 1 ... 
Ltytat n পদের 


64, 32, 16, ৪,***শরেণীটর কয়টি পদের সমষ্টি 1274 হইবে ? 
n এর ক্ষুদ্রতম মান কত হইলে 1--9-- 3? 4---- --3"71 — 1000 হইবে? 
কোন গুণোত্তর শ্রেণীর প্রথম ও দ্বিতীয় পদের সমষ্টি 19, এবং উহার চতুর্থ 


ও পঞ্চম পদের সমষ্টি 94 ) উহার প্রথম ছয়টি পদের সমষ্টি নির্ণয় কর। 


1T 


[E. B. 8. B. '49] 
তিনটি সংখ্যা গুণোত্তর শ্রেণী গঠন করে। তাহাদের সুমি 78 এবং 


গুণফগ 519 ; সংখ্য। তিনটি বাহির কর। 


18. 


এক ব্যক্তি বিন! wor 16,880 টাক! ধার করিয়া 12টি মাসিক কিস্তিতে 


পরিশোধ করিবেন বলিয়| স্থির হইল । যদি প্রতি কিস্তির পরিমাণ পূর্ববর্তী কিস্তির গুণ 
হয় তবে কত মাসে উহা পরিশোধ হইবে এবং 11 তম কিন্তিটি কত হইবে? 


19. 
G) 
(i) 
Gii) 


26. 


যদি a, b, ০, d গুণোত্তর শ্রেণী গঠন করে, তবে দেখাও যে, 


(৮-০)৯+০-)১+(৫-৮)-_ (a — d)? [C. U. '43] 
at +b? -Ec*, ab-Fbo-- cd, b* +c? --d* G. P গঠন করে। 
: L l G.P গঠন করে। 


654৮5 054০5 ০১4৫৪? 
যদি a, b, c G. P গঠন করে, দেখাও যে 
aie (e eT) =a +00 et 
T4 TT e eem তম পদের সমষ্টি নির্ণয় কর। 
44-44 4-444 T n তম পদের সমষ্টি নির্ণয় কর। 
1-4-3--7--16-- m পদের সমষ্টি নির্ণয় কর। '... (D. 9,188] 
1.94-92.8 - 4.4 --8.5-F «n তম পদের সমষ্টি নির্ণয় কর। 


LISTER d 
n পদের সমষ্টি নির্ণয় কর : bp at 


n পদ বিশেষ কোন গুণোত্তর শ্রেণীর প্রথম ও শেষ পদ যথাক্রমে ৫ ও b ; 


যদি P, n পদের গুণফল হয়, তবে প্রমাণ কর P? =(ab)" 


TF 


কোন গুণোত্তর শ্রেণীর ক্রমিক তিনটি পদের মধ্যপদটি 6 এবং প্রথম ও 


তৃতীয় পদের সমষ্টি 15; শ্রেণীটি নির্ণয় কর। (C. 0. '82] 
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28. সমান্তর শ্রেণীতে আছে এরূপ তিনটি পদের সংষ্টি 15; যদি ২য় টির সহিত 
1 এবং ওয় টির সহিত 5 যোগ করা হয়, তবে উহারা গুণোত্তর শ্রেণী গঠন করে। 
সংখ্যা তিনটি নির্ণয় কর। 

29. গুণোত্তর শ্রেণীর ॥ সংখ্যক পদের সমষ্টি S, গুণফল P এবং Q পদগুলির 


অন্তোন্যকের সমষ্টি R হইলে, প্রমাণ কর Pi— 5)" 


30. গুণোত্তর শ্রেণীতে আছে এরূপ তিনটি সংখ্যা হইতে অপর একটি গুণোত্তর 
শ্রেণীতে আছে এরূপ তিনটি সংখ্যা যথাক্রমে বিয়োগ করিলে, বিয়োগফলগুলিও গুণোত্তর 
শ্রেণী গঠন করিল। প্রমাণ কর ওঁ শ্রেণী তিনটির সাধারণ অন্থুপাত সমান। 

31. a, b, c হইতে কত বিয়োগ করিলে, বিয়োগফলগুলি গুণোত্তর শ্রেণী 
গঠন ৰুরিবে। 

32. গুণোত্তর শ্রেণীতে আছে এরূপ তিনটি সংখ্যার গুণফল 729; প্রথমটির 
সহিত 10 এবং দ্বিতীয়টির সহিত 11 যোগ করিলে যোগফল দুইটি এবং তৃতীয় সংখ্যাটি 
সমান্তর শ্রেণী গঠন করে। সংখ্য! তিনটি নির্ণয় কর । 

33. afi দুইটি সংখ্যার গুণোত্তরীয় মধ্য G এবং দুইটি সমাস্তরীয় মধ্যক p ও 
q হয়, প্রমাণ কর G? —(2p — 9)(29 — p). 

34. কোন cres শ্রেণীর ক্রমিক তিনটি পদের সমষ্টি 7 এবং তাহাদের বর্গের 
সমষ্টি 21, তাহাদের ত্রিঘান্ডের সমষ্টি নির্ণয় কর। [S. F. '59] 

35. কোন সমান্তর এবং গুণোত্তর উভয় শ্রেণীর %-তম, এ-তম এবং তম পদ 
যথাক্রমে a, b এবং c হইলে, প্রমাণ কর ৫৮-০৮০-,০-৮-] 

36. প্রমাণ কর একই সাধারণ অনুপাত বিশিষ্ট দুইটি গুণোত্তর শ্রেণীর n পদের 
সমষ্টির অনুপাত উহাদের %-তম পদের অন্ুপাতের সমান | 


৫40৮ b-Rex _ c+ dz 
37. xfi a-iz bo coq) তবে প্রমাণ কর ৭১8, o d, G.P 


গঠন করে। 
38. প্রমাণ কর কোন গুণোত্তর শ্রেণীর ?-তম, ?-তম এবং ?-তম পদগুলিও 
গুণোত্তর শ্রেণী গঠন করিবে যদি p, q, r সমান্তর শ্রেণী গঠন করে। [S. F. 5৫] 
39. যদি a, b, c, A.P এবং z, y, z G.P গঠন করে তবে প্রমাণ কর 
° gh yo-a 7b —1 (C. U. *60, G. U. '49] 
40. 86 কে এরূপ তিন অংশে বিভক্ত কর যাহারা গুণোত্তর শ্রেণী গঠন করে 
এবং প্রথম ও তৃতীয় অংশের গুণফল, দ্বিতীয় অংশের 61 গুণের সমান হইবে। 
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41, যদি s, কোন গুণোত্তর শ্রেণীর (প্রথম পদ= এ, সাধারণ অনুপাত =?) 
n পদের সমষ্টি সুচীত করে, তবে প্রমাণ কর, 
C t 


বিপরীত প্রগতি (Harmonic Progression) 
awie যদি কোন শ্রেণীর বাশিগুলির অন্যোন্যকগুলি সমান্তর শ্রেণী গঠন করে, 
তবে এ শ্রেণীটি বিপরীত প্রগতি গঠন করিয়াছে বলা হয়। যথা, a, D ০, dye 
H.P গঠন করিলে 1, ? ° Pr AP গঠন করিবে। 
বিরত? তিনটি রাশি বিপরীত প্রগতি গঠন করিবে, যদি প্রথম ও তৃতীয় 
রাশির অনুপাত, প্রথম ও দ্বিতীয় রাশির অন্তর এবং দ্বিতীয় ও তৃতীয় রাশির অস্তরের 
অন্ুপাতের সমান হয়। qd, 


যদি a, b, ০ H.P গঠন করে তবে, ৫ == 


অনুসিদ্ধান্ত £ যদি এ, ,০ বিপরীত গ্রগতিতে থাকে, তবে 1, 1 1 সমান্তর 
শ্রেণী গঠন করে। 

1 2 
ET বা, ঢাক, 


vs W 6-229. 0l. (y 
en 
(1) হইতে ৫, c এর বিপরীত প্রগতির মধ্যকের মান = 


' তিনটি মধ্যকের সম্পর্ক 


মনে করি a, b এই রাশি দুইটির সমাস্তরীয়, গুণোত্বরীয় এবং HE প্রগতির 
মধ্যক যথাক্রমে A, G এবং H 


un ০০76 


M ava 9) 
2) 
e * 9 
এখন As =b. 90b ৮৫১৩৪ 


2 a+b 
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স্থৃতরাং A এবং H এর গুণোত্তর মধ্যক G | 
অর্থাৎ A, ও, H গুণোত্তর শ্রেণী গঠন করে। 
আবার ae = এটি -8৫+১-949)-8046- Wit dem 
সর্বদাই ধনাত্মক এবং অসমান। À 
A-G»0 অর্থাৎ A>G, যখন a ৪ ধনাত্মক ও অসমান। 
আবার AH-G* এবং A2G  .. H<Q ! 
অর্থাৎ 3১৯ +. A>G>H. 
উদ্দা. 1. কোন nues চতুর্থ প্দ P এবং সপ্তম পদ i; ইহার %-তম পদ 
নির্ণয় কর i 
মনে করি নিন তি জাজ dors আপা a 
এবং সাধারণ অন্তর b 
সমান্তর হেণীর চতুর্থ পদ a+3b=2 — 2s (1) 
"ux ৭+6১=$ .. (2) Ç 
(1) ও (2) সমাধান করিলে a=1, b= 3 
সমাস্তর শ্রেণীর % তম dE. no 


বিপরীত প্রগতির n তম পদ = aui 


Vul. 2. যদি a,b, c H. P গঠন করে, তবে প্রমাণ কর, 


a b 


Ts ram — E P. গঠন করে। 


যেহেতু a, b, ০ H. P. গঠন করে। C Dp ç 4. P. গঠন করে। 


atbte 76876 abe 7v P গঠন করে, 
c 


৮2 


atote otto, vrbe i A. P. গঠন করে, 


a 


bo cta en A. P. গঠন করে। 

a b 

a b c š 
১০১৬ পচ নিক 
bcc! cca a+b abs ° 


উদ. 3. বদি ৫:, ০৪,......৫% H. P. গঠন করে প্রমাণ কর। 
0103 03035 T 77 + an-1 047 (n— 1) aras 
: 1 1 1 
l losen A, P, গঠন করে। 
f এখানে, a an 
xa করি ইহার সাধারণ অন্তর =& 
b ub বা, a,a| = 2—2 
Ge Gi 
1 1 =b বা LI s — 04 
TA, 81787 p 03047 —— —, ৫88 - 
৯১৯৬ বা, Gs-ids ০ M 
el 


J 


+ 


C ag 0305 0404 oiea a = ah (৫) 


যেহেতু, c A. PA ॥-তম পদ i te 


ün 


Nu y, dago nat 


(1) ও (g) হইতে ৫:৫৪ +asay + n +as-iaa=(n— aras 


x 


9 Exercise 5A 
1. $, 1, 1," শ্রেণীর 12 তম পদ নির্ণয় কর। 
2. কোন শ্রেণীর ৩য় পদ + এবং ৭ম পদ +; হইলে উহার 15 তম পদ নির্ণয় কর। 
3. নিয় শ্রেণীটির n তম পদ নির্ণয় কর, 4443443 Rees | 
4. যদি কোন H. P.-র p তম পদ g এবং q তম পদ p হয়, তবে উহার তম 


Ed 


5. LEE m ^ H. ৮, গঠন করে তবে প্রমাণ কর, T 


alk 


1 

2 zi; E. P. গঠন করে। 
6 ৬ E H. P. গঠন করে, তবে প্রমাণ কর, 
- bo, ca, ab, H, P, গঠন করে। 
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Y. যদি a,b, c, 29৯ তবে প্রমাণ কর, 


bc ca 
৪৮+9' ৯০49) রি H. P. গঠন করে। 


8. প্রমাণ কর b*> = <ac হইবে যদি a, b, c যথাক্রমে A. P., G. Pao ও 
H. P. গঠন করে। i 

9. যদি কোন H. P.-র p-93, এ-তম এবং ॥-তম পদ যথাক্রমে a, b, c হয়, 
তবে প্রমাণ Fa: 

ba(q-—r)+ca(r—p)+ab(p—q)= 0 
10. xfía, a, as, a, H. P. গঠন করে, তবে প্রমাণ কর, 


0465 +0203 4-030, = 30) aq [ Pat. 21] 
11. যদি a, b, c, H. P. গঠন করে তবে প্রমাণ কর, 
a : (a— b) —(a-Fo) : (a —o) [ Pat, 23 ] 


12. যদি a*— b" =c এবং ac - b* হয় তবে, 
প্রমাণ কর, z, y, z H, P. গঠন FA | 
13. যদি z, y, 2, A. P. এবং y, z, z, H. P, গঠন করে, তবে 
প্রমাণ কর্‌ z, z, y, G. P. গঠন করে। 
14. যদি ৫, b এর দুইটি A.M. a, aw দুইটি G. M. gi, ga এবং দুইটি H.M. 
ħi, hg হয় তবে প্রমাণ কর, 
a4h, _ ৫21 ₹050৪ —ab কি 
15. যদি a,b এর A. M., A এবং H. M., H হয়, তবে দেখাও যে 


e 


চতুৰ্থ’ exegtzi 


ys diei 


( Theory of Indices ). 

সংজ্ঞা £ ৫5, a" প্রভৃতিতে a-q ঘাত যাহা দ্বারা "fb pu. তাহাকে 
ঘাতের সুচক বলে। ; 

সূচকের প্রাথমিক নিয়মাবলী ( Fundamental laws of Indices ) 
যদি m ও n ধনাত্মক পূর্ণসংখ্যা হয়, 

(i) a? xa" z qnt" (i) a"--a"2a"-"(m-mn) 

(ii) (a"y'-4"".-(a*)" (iv) (mby'-am 

তোমরা দশম শ্রেণীতে ইহাদের প্রমাণ শিখিয়াছ। তাই এখানে আর প্রমাণ 
দেওয়া হইল না। 

ভগ্নাংশ, খণাত্মক এবং শুন্য সুচক ( Fractional, Negative and Zero 


Indices ) : 


, d^2axaXax...n RAF উৎপাদক dx যখন m ধনাত্মুক পূর্ণসংখ্যা। 
কিন্তু m এর মান ভগ্নাংশ, খণাত্মক বা শূন্য হইলে এ” এর মান কী হইবে আমর! 
জানি না। আমরা ধরিয়া am x a" m ৫+" সর্বদাই সত্যি যদি m, n ধনাত্মক, 
শুন্য বা খণাত্মক হয়। 


© aa অর্থ, যখন p, q UAF ANO যেহেতু a" x a" "+" ; 
E *fRm-n =? 


HATES 00. Sp 1 


: Sp 
a Xat=al =g ITA QX aq X=" ইত্যাদি 
" ^" p ap v|a 
* "$ - Cer o dca d Bad UN. (co 


eng এর ex oea মান এ”, Ver as, a-3 p তম ঘাতের এ-তম মূল। 


P 
A + < 
PS ak B VEL 
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(i) a° এর অর্থ, 
am x at= gm" মনে করি m=0 


a° xa" = a+" — a", 

উভয় পক্ষকে a" দ্বারা ভাগ করিলে a=% = 

** এর সকল মানে ৫০1 (aso) 

(ii) a” এর অর্থ (% ধনাত্মক পূর্ণসংখ্যা )। 

যেহেতু a" xa" ১৫০-% = q*^ x q7" = qmen-n — qm 

উভয় পক্ষকে a" দ্বারা ভাগ করিলে a^ xa "21 

a n= <. a”, a^ এর অন্তোন্যক। 

স্থতরাং স্চকের প্রাথমিক নিয়মাবলী m, %-এব ধনাত্মক, খণা ত্বক, ভগ্নাংশ এবং 
শূন্য সকল মানেই সত্য হইবে | 

উদ. 1. প্রমাণ কর ঃ E! labi c: 598 


০ ct teata? 
z^. 
(5) 1 
L.H.S.- (A Teen b3 + bec? 
x 52177 
2৮৮55 
Tr b a 3 8 
£^ 1 
wl. 2. যদি z% — 5 mco এবং ০/০- 1 হয়, তবে প্রমাণ কর ০+-৮+০-০ 
1 L 
মনে করি, ০১-/-০৯-%, o (ë) =e, 5 ¿QP 


(p) =p . ym G)'-e 5 =e 
8551৮০77827] CL petro po 
4 a+b+ce=0 

উঃ মাঃ বীজ--4 


50 উচ্চতর মাধ্যমিক গণিত 
Bui 3. যদি ৮= 14-8848 হয়, তবে 
প্রমাণ কর, z9—32z*—6z—4-0 ; 
m—— . বা, ৫-1-38-8 
2 3.3 
বা, (r—1-(359--35) বা, 25—9323-3:—1 
=(35)" +(35)" + 3.3.35.(38 +35) 
নর 848. 
4l, 2c?—32?-F38z—1-—9--3--3.3 (x — 1) 
বা, 2c3?—3z*?--3z:—1-19--9z—9 বা, z?—32*—6:—4-0 
সুচকীয় সমাধান : 
উদা|. 4. সমাধান কয়? 47—3.27*?--32—0 
4*—3.99*?.-39—0 বা, (22)*- 3.95.2:4+32=0 
বা, (92)2-3.95.44+32=0 বা, a?—19a--32—0, ( 2*—a ধরিয়া ) 
4l 4?—4a—8a4-32—0 বা, a(a—4)—8(a—4)-0 


বা, (a—4Y(a—8)-0 va 454,8 
যখন, 4=4 ৭) গ ক 25 4 z=9 
যখন, a-8 9-9! m z=3 
উদ. 5. সমাধান কর : =, zty? 


$a 3 9z 
Duy বাঃ p.d বা, ৮৪ 
; íz t বা 25823 27 9 
seg) (atas m$ 1৮০? 
উদ্দা. 6. প্রমাণ কর : 
n " 
3$ af 
(z  yXa? +y Net y) ee (22 ape" E 


[C. U. '45] 


WF প্রকরুণ 51 


বামপক্ষ= (z — (z+ yr Hy Xa + yt)... oa pga") 


0 


z—y 
sety Netty o yt) 
v—y 

ue শেষ পর্যন্ত গুণ করিয়া পাওয়া যাইবে, 

87s 1 $71 n=l 
atl এ p, Pun +y? ) 

wg 

3 G1 y gr y un yn 

z—y v—y. 
Exercise—6 


সরল কর (1 হইতে 5): 


1. (x «£y. i 


2 
NIE pta) n_ 
e p mem a eme gS: 
H 1 L 
s Ifa z+ 17571 2-০+2৮-541. 
5. (a)i (airs) x (ax) (S. F. 53] 


6. যদি a-zy"!, b—zyt-1, ০-০%৮-৪ তবে দেখাও যে, 


aTh" -PP-a — z 


1১৩ 


7. যদি a*—b"—c* এবং &- ac হয়, প্রমাণ কর 14l- 
8. যদি =", n—a", a? — (m*n*) হয়, দেখাও যে zyz=1 


9. যদি a-(/3— 1) হয়, দেখাও at, (aat) -3(a—a71)4-2—-0 


52 


10. যদি 2524-95 +98 হয়, প্ৰমাণ কর ০৪ — 6623 ++6z— 9=0 
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[C. U. '50) 


11. df (2) - 67) asua =a প্রমাণ কর। 


12. যদি «3/53 -Fb3/z--c— 0 হয়, তবে দেখাও যে, 


03০৪ 41:09০-4-03 = 3abez 


13. যদি ৯/(০-৯/হ-_চ8)+৮)+ Vlt a3 — p?) x y") = 2a 


g? y? 
হয়, তবে দেখাও যে, টি 


g zs 
14. যদিঃ2/-&* হয়, তবে দেখাও যে, [== t, এবং যদি z=9y হয়, 


তবে দেখাও যে, y-2 [C. 0.749] 
নিয়লিখিত সুকীয় সমীকরণগুলি সমাধান কর š 
15. 449-96 (D.B.'47) 16. 97**4.9**1— 890 
17512857158 18. tepat 
19. bo*-3 ৮৪৮ 20. 5*3. 51--1i 
21. az+bv=a+b, a?71 4-0" লগ 22. a*-a", a" = z" 
23. 8৮1৮৮৮38৮1৮ Jor 
24. ৫৮(+/+০) ah m (ry F2, atm Ey 


পঞ্চলম অন্থাস্ত 


ক্রণী 
( Surds ) 


তোমরা দশমশ্রেণীর পাঠ্যক্রমেই করণী সম্বন্ধে প্রাথমিক জ্ঞান লাভ করিয়াছ। 
বর্তমানে এই সম্বন্ধে আরও বিস্তারিত ভাবে জানিবে। 

অমেয় সংখ্যা ৪ যদি কোন রাশিকে কোন একটি নির্দিষ্ট এককের সরল গুণিতক 
বা অংশরূপে প্রকাশ করা৷ না যায়, তবে সেই রাশিকে অমেয় রাশি (Incommen- 
surable Number) বলে, অন্যথায় প্রমেয় রাশি (Commensurable Number) 
বলা হয়। মনে কর, 1 cm. বাহু বিশিষ্ট একটি বর্গক্ষেত্র আছে। স্থতরাং উহার কর্ণের 
rfj ৯/5 cm. এক্ষেত্রে ৯/ত এর মান যে কোন দশমিক পৰন্ত নির্ণর করা গেলেও, 
ইহাকে 1-এর গুণিতক রূপে প্রকাশ করা যায় না। তাই /ঠ কে অমেয় রাশি বলে। 


করণী (Surd): যদি কোন রাশির কোন মূল সম্পূর্ণরূপে নির্ণয় করা না যায়, 
তবে সেই মূলকে করণী (Surd) বা অমূলদ রাশি (Irrational Quantity) বলে। 
যেমন VI, 3/4, হ/%৪ ইহারা করণী। সকল করণীই অমেয়। 

মূলদ রাশি (Rational Number): যে সংখ্যাকে দুইটি পূর্ণ সংখ্যার অন্ুপাতে 
প্রকাশ করা যায়, তাহাকে মূলদ সংখ্য! (Rational Number) বলে। যেমন »/ট, 
১, VI ইত্যাদি মূলদ, কারণ vió-4, V= VELA. ইহাদের 
করণীর আকারে দেখ! গেলেও ইহারা মূলতঃ মূলদ | 

দ্রষ্টব্য ? যে রাশিকে দুইটি পূর্ণ সংখ্যার অনুপাতে প্রকাশ করা যায় না তাহাকে 
অমূলদ রাশি বলে। mew রাশি আর করণীর মধ্যে পার্থক্য নাই। স্মরণ রাখিবে, 
কোন বীজগণিতীয় রাশি ৯/৫ কে করণী বলা হইবে। যদিও ৫.4, বা, 9 হইলে 
ইহা করণী নহে। 

শুদ্ধ ও মিশ্র করণীঃ যে করণীতে কোন মূলদ উৎপাদক থাকে না, তাহাকে 
শুদ্ধ করণী (Pure Surd) বলে । যেমন V5, 3/7 ইত্যাদি। 

আর যে করণীতে কোন qe উৎপাদক থাকে, তাহাকে মিশ্র করণী (Mixed Surd) 
বলে। যথা 3V5, 52/7 ইত্যাদি i 

সরল ও (যৌগিক. করণী : একটি মাত্র পদবিশিষ্ট করণীকে সরল করণী 
(Simple Surd) «| যেমন J5, 3 J6 ইত্যাদি। আর একাধিক করণী যদি 
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‘4’ বা — চিহ দ্বারা যুক্ত থাকে, তবে সেই রাশিকে যৌগিক'.করণী (Compound 
Surd) বলে। যেমন ৯/৪+3 V5, J5— VT ইত্যাদি। 
দুইটি করণীর বা একটি করণী ও একটি মূলদ সংখ্যার বীজগণিতীয় সমষ্টিকে দ্বিপদ 
করণী (Binomial Surd) বলে। যদি ৪/54/17, 4 — 34/2 ইত্যাদি । অনুরূপে 
J6--N/3— ২/নু কে far করণী (Trinomial Surd) বলে | 
দুই ব| ততোধিক করণীর ক্রম একই হইলে তাহাদিগকে সমমূলীয় করণী বলে এবং 
ক্রম বিভিন্ন হইল, তাহাদের অসমমূলীয় করণী বলে। 


করণী-নিরসন (Rationalisation of Surds) : 


যদি দুইটি করণী এরূপ হয় যে, উহাদের গুণফল মূলদ, তবে একটি করণীকে অপরটির 
.করণী নিরসক বলে এবং প্রক্রিয়াকে করণী নিরসন বলে। যেমন (৯/৮-+৯/3)% 
(J6— /J9=5-3=3; TAR (/5+ V3) কে (V5 -৯/3) দ্বার! গুণ করিয়া 
xew রাশিতে পরিণত করা হুইয়াছে। স্থতরাং (/5— ১/8), (/ট+৯/3) এর একটি 
করণী নিরসক উৎপাদক I 


দ্বিপদ করণীর নিরসক উৎপাদক (Rationalising Factor of Bino- 
| mial Surd) 


Case I. মনে করি fm করণী £/2-46 3, ab 


মনে করি ০৯০ ৫= এবং p 9 এর ল. সা. গু. n | তাহা হইলে z" এবং 
y" উভয়ে xar! স্থতরাং z^ — y^ মূলদ d 

এখন 2^ —,", eyw বিভাজ্য (% এর মান ধনাত্মক q বা wu) 
এবং a" — y" — (r — yz" 71 Hayha" y? +... +n 

স্তরাং করণী নিরসক উৎপাদক-৮-:4+*-8/4"-8/*+-+৮+8” 
এবং করণী নিরসক গুণফল = z" y". 


Case 11. মনে করি ছিপদ করণী Gab q, arb 


মনে করি, উর, =y এবং p, ? এর ল. সা. গু. n 

(a) যদি % qm হয় তবে ৮*-, xy দ্বারা বিভাজ্য এবং e- y" 
=(g ya! 2৯-৯৮-৮178 y?) 
॥-স্বতরাং করণী নিরসক উৎপাদক ₹০*-॥ yA n Heyy 
এবং করণী নিরসক গুণফল = z" — y" 


n-i 
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(b) যদি m অযুগা হয়, তবে x"-y", z--y দ্বারা বিভাজ্য এবং %*+-%% 
-(০4+-8)0৮৮-2-2*-8/+ ৮৮728৮৯48৮2) 
wesh করণী নিরসক উৎপাদক -০*- _%-2%/4--৮--2%/%-548%-2 
এবং করণী নিরসক গুণফল = "+" 
উদ. 1. /5--2/3 এর করণী নিরসক উৎপাদক বাহির কর। 
এখন ৯/৮+২/5-68+38 এবং এ ও 3 এর ল. সা. গু.=6 
মনে করি = 5 এবং /-3। 
2৪ এবং ৫ এবং $$ মূলদ এবং তাহাদের মান যথাক্রমে 125, 9 
এবং 116 | 
এখন z5—y* =(s+y)wă-ety+ety? -ety --zy* — y") 
po 5+ 3/3 এর করণী নিরসক উৎপাদক 
2৪ —zty+ zty? —z*y* p ay* — y5 
POT eM 
=25 5 — 951/8--5 5.3/9 — 164- 33/3. /5— 33/9 


373-1 
উদ. 2. 257 এর হরের করণী নিরসন করিয়া প্রকাশ কর। 


1341-2341 এখন 3 এবং 1 এর ল. সা.-গু.= 8 
এখন 2৪+4৯-(০+8)(৫2-2৮+-82) 
হরের করণী নিরসক উৎপাদক--(23)' -951413-915 9541 
প্রদত্ত রাশিমালার লব ও হরকে 28—341 দ্বারা গুণ করিয়া পাই 
নি net 3n. 2-2. এই 35-1 -la-ati at) 
(95 4- 198 - 284 1) 
অনুবন্ধী বা পূরক করণী (Conjugate or Complementary Surd) 


দ্বিপদ বিশিষ্ট দুইটি করণীতে যদি পদ দুইটি একই হয় এবং উহাদের মধ্যবর্তা সংযোগ 
foo পরম্পর বিপরীত ( অর্থাৎ একটিতে ‘4’ ও অপরটিতে ‘_’ ) হয়। তবে একটি 
করণীকে অপর করণীটির অনুবন্ধী করণী (Conjugate Surd) বা! পূরক করণী (Comple- 
mentary Surd) বলে। যথা, /7+2 ২১ এবং /7-2 এট পরম্পর ssh 
Vat Jj, এবং Va— b পরম্পর অন্থ্বন্ধী l 
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দ্বিপদ করণীর ধর্ম (Properties of Binomial 98৫৫9) 

G) একটি দ্বিবাত করণী কখনও অপর একটি মূলদরাশি এবং দ্বিঘাত করণীর 
সমষ্টি বা অন্তর হইতে পারে না। 

যদি সম্ভব হয়, মনে করি, ২/৫-০ Jo 

বর্গ করিয়া, ০-১+০3:9)/০ C. Vc acis 

অর্থাৎ একটি করণী একটি মূলদ রাশির সমান হইল, যাহা অসম্ভব। স্থতরাং 
আমাদের কল্পনা ঠিক নহে। অতএব উপপাগটি সঠিক। 

(8) যদি &+ /b=e-+ Jd, হয় যখন d, ০ মূলদ এবং Vb এবং ৯/ ` 
অমূলদ, তবে a=e এবং b= d হইবে। 

যদি a, ৫ এর সমান না হয়, মনে করি, a=c+m 

"s ০+%4-%+ Jb=c+m+ Jb 
Vd- m4 Jb বা, ৫-% £+0+-2% / ( বর্গ করিয়া) 


|d—m*—b 
পাটি 2 


.... একটি করণী অপর একটি মূলদ রাশির সমান হইয়াছে, যাহা E 
`. a=c এবং b=4d 
অনুসিদ্ধান্ত ? অনুরূপে ৫- /৮=০- Jd হইলে aco এবং b=. 
ইহা হইতে আমর! বলিতে পারি a+ /b=c+ Jà MN দুইটি পৃথক 
সমীকরণ acc, = এর সমন্বয়ে গঠিত হইয়াছে। 
যদি a+ Vb=0 হয়, তবে a= 0, b=0 হইবে। 
Gi) যদি a+ 4) Jc M/d হয়, তবে J(a-w/b)- Vc- Jà 


হইবে। 
এখন ২(৫+৯/৪) Je+ 4৫ 
বর্গ করিয়া, ৫+৯/৮-০+৫+9 454. s. a=c+d, /b=2 ২/০৫ 


+ a~ Jbp-ctd- 9 /od-(Vc- Jä) 
+ N(a-w/b)- Je- Jd 


অন্থরূপে দেখান যায়, N/(a— vb) Jo- Jd হইলে 
Jat 4))-৯/০+৯/৫ 


* (v) যদি i(a- 4)০+-২/৫ হয়, wu Ya- J)-c- d হুইবে। 
প্রমাণ পূর্বের ut ! 
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দ্বিঘাত করণীর বর্গমূল (Square root of a Quadratic Surd) 

দুইটি faato করণীর সমষ্টির বর্গ--একটি sew রাশি-- একটি করণী 

যেমন (২/৯+৯/৪)১-৮+8+-9৯/৮. ৪-৪+-9 VIS 

IRRA, ( Ja-4- Vb)? =a+b+2 ২/৫৮-৫+-৮+ ১ 

স্তরাং (৯/৫+-৯/৪)* এর বর্গের রূপ z+ Jy; অতএব একটি দ্বিপদ দ্বিঘাত 
করণীর (z+ Vy) বগমূল ২/৫+৯/৮ আকার বিশিষ্ট। 


G) পর্যবেক্ষণের সাহায্যে বর্গমূল নির্ণয় (Square root by 
Inspection) : 

fa দ্বিঘাত করণীর বগমূল নির্ণয়ের জন্য প্রথমে করণীকে ৫+-9২/) আকারে s 
পরিণত করিতে হয়। তারপর এমন দুইটি রাশি নির্ণয় করিতে হইবে যাহাদের সমষ্টি 
=a এবং গুণফল- হয় | 

উদ. 1.. বরগমূল নির্ণয় কর: 84-2 JI5 

এখানে এমন দুইটি রাশি নির্ণয় করিতে হইবে যাহাদের সমষ্টি ৪ এবং গুণফল 15) 
সংখ্যায় অবশ্যই 5 ও 3 হইবে | 

C. প্রদত্ত রাশি-৪+ J15—5--3--2 VIB 

=(/5)*+( J3)* +2. J5. J3=(V5+ J3)? 
no নির্ণ় বর্গমূল এ (4/5+-৯/3) 

{ যেহেতু প্রত্যেক রাশির দুইটি করিয়া বর্গমূল হয়, সেহেতু প্রাপ্ত বর্গমূলে ‘=? 
চিহ্ন বসাইবে। ] 

(ii) বর্গমূল নির্ণয়ের সাধারণ প্রণালী (General Method of Finding 
Square Root.) 


a+ Jb এর বর্গমূল নির্ণয় : 
মনে করি, (৫+ Jb) Vat Jy 
বর্গ করিয়া a+ 4/১-৮+৮+৪ Vry রে asa ee oen 
এবং 2 Jzy= Jb বা, 4zy-b = *-(2) 
(-$)১-0+৪)*-4-০৯-৮ 5০৯ 4৫579.) 
(1) ও (3) যোগ এবং (1) হইতে (3) বিয়োগ করিয়া পাই, 
০৮$+ Jai), এবং y-ila- Jaro] 


C fef বগমূল= E dati (at —5)-- Vija- %৫-০)] 
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অনুসিদ্ধান্ত : ৭-5 এর ক্ষেত্রে ৯/৫-৯/))- J-V} sem বর্গমূল 
নিণয় করা যাইবে । 

ag: যদি atb ধনাত্মক পূর্ণবর্গ, এবং a ধনাত্মক হয়, তবে z, y এর মান 
মূলদ হইবে। fam atb এর মান খণাত্মুক হইলে বা ূর্ণবর্গ ন! হইলে এই পদ্ধ ততে 
age নির্ণয় সহজ হয় না। সেক্ষেত্রে অন্ত পদ্ধতি was করিতে হয়। 


উদ্দা. 2. বর্গমূল নির্ণয় কর 14- 0/5 
মনে করি ৯/(14-6৯/১)-৯/০-৯/% 
বর্গ করিয়া, 14-6 %5-০+--9২/2/ © ০+/-141764) 
এবং 2 Jzy = 6 J5 বা, 4zy—180 (9) 
এখন (z—y)! =(@+y)? —4zy—- (14)? — 180 = 16 
x^ ০--%- 4 (3) 
(1) এবং (3) যোগ করিয়। পাই, 2:—18 বা, ৪9 
(1) হইনে (8) বিয়োগ করিয়া পাই, 2y—10 বা, y-5 
নির্ণয় বর্গমূল +(৯/9-_ J5)- +(3- v5) 
কয়েকটি উদ্দাহরণ 
উদ. A যদি r= Mat 2b w/a— 90 হয় 
Ma--9b— Ja— 9b 
দেখাও যে, bz? -ax+৮=0 

Comp. divd. প্রক্রিয়| করিয়া পাই, 

zl Natt Ja—3b- Ja+9b- Ja-9b 

2-1 "Jaxk3bt Va—3b—N/a-d Ja— 2b 

zl. Jad-2b z*4-9z4-1 t 
31, gH RM rm. বা, DIL HR [বর্গ করিয়া ] 
পুনরায় comp. divd. প্রক্রিয়া করিয়া পাই, 

Az? +1) _ 2a 


z'-l.a 
4 4b ^ z b 
br? —azs+b=0 
èn. 2. পরল কর: ts p 27 J3 


Ja Ja* J3  J3—3- J3 


করণী 
উভয় পদের লব ও হুরকে Ju দ্বারা গুণ করিয়| পাই 
2 ১/7+৯/ট p 2v2- V6 
4৯/12/82৯2 
2৯/54৯/6 2J2— J6 
2+ J(M/3--1* 2—w/(J8—1)t 
ju | 2+6, 2 /2— J6 
2+ J3+1 2- J3+1 
= 2V 2+6 2/2- 6 
3+ J3 3— J8 
(8 -V 32V 2 +V 6)+(3+ 3X22 — 6) 
(3+৯/8)0-৯/3) 
_6৯/4৯/6- এ /৪-৯/০-৯/৪ 


উদা. 3. ofa নির্ণয় কর £ 3(8%-2)+ Jz 
1(8z—9)+ Vaz -r 5=41(35— 2) +2 (G7 SJE +I 
(2 — 3) (r+ 1) + 2V (92 —3)z+1)) 
=1( V9z —3+W/z+ 1) 


". RO বগুল + 90/34/2413) 


Wwi 4. «fum নিৰ্ণয় কর ঃ 1146 ১/৪+4৯/৪+2 V5 

মনে করি, VIIF6V2F4J3F2 J6— Jz Jy /; 

বর্গ করিয়া, 11-60-4396 —— 
=z+ry+z+2 Vey +N uz 2 Ja 


ইহা সঠিক হইবে যদি 
æ+y+z=11, 2 Vzy—6 J2, 2 Jyz=4 V3, 9 42» 9 Jő 
`. cy-—18, y2—12, zz = 6, S 292—986 


S. 2=38,9=6,2=2; ইহারা z+y+z=11 কে সিদ্ধ করে। 
s. নিৰ্ণেয় বগমূল = +( /3+ J6+ /9) 
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উদ্বা. 5. ঘনমূল নির্ণয় কর: 100643 
মনে করি, &/104+6/3=%+ Jy) 
1/10—6 J372— 4৪--) 
(1) ও (2) e করিয়া, v? —y—3/(100— 108) (— 8)— — 9... ...(8) 
(1) এর ঘন করিয়া 343% /y-F 3 - y y 7 104-643 
`, «929 —10......(4) 
(3) হইতে y এর মান (4) নং-এ বসাই, : 
28+ 32(z* +9)=10 বা, 4c? —4--6z — 6—0 
a, 45*-1-6(-1-0 
বা,  4(z — 1o? bz 4 1)4-6(z — 1)—0 
`. (r—1Y42*--4z-F10)-0 ^ 2. z—1-0  .'. এ] 
4a -- Az -- 10-0 হইতে & এর কাল্পনিক মান পাওয়া যাইবে। 
z=1 ধরিয়া (3) হইতে পাই, y=3, .. নিৰ্ণেয় ঘনমূল-1+ J3 


Exercise—7 
l. q নিরসক উৎপাদক বাহির কর। 
à) J8- V3 Gü) 3/4— 3/9-F1 
2. হরগুলির করণী নিরসন কর £ 


4 M5-1 " adapa a7 8 
(i) TES (ii) VEI GE (iii) MFF 
3 সরল কর : CHATH z Nat: No —1 [B.U] 


$ 10 v3 y10+ J18 
4. কর £ ——— as - 
সরল ক্র ন 4.5) JiB- JG- J5 
5. যদি z—1-- V2+ J8 হয়, তবে 9z3 — 8r? — bz 3 + 96z — 28 এর মান 
নিৰ্ণয় কর। 
_ V3+1 _ 4৪] 
6. যদি 2 Aci t Vig: 
Q zt 


a! -ayty! 


হয়, দেখাও যে, 


(i) ০*+০১/১+/% 5195 


করণী 61. 
৯/৫৪4-47৯/৫2-_ p? 
1. বদি ০টি 
0828 — 9027 +b: =0 
8. নিম্নলিখিত রাশিমালাগুলির বর্গমূল নির্ণয় কর : 
(i) 7-92 /10 Gi) £7+৯/7 (ii) 16-5 J? 
(iv) vV- J15 (v) 10+2VI5+2 /6+2//10 
(vi) 3$(8z—4)-3 J253—3:—5 (vii) a+b+ Ja! +9ab 
vid J(y—z(z—2)* 4(5-2)2-8)+৯/-8)-) 
(ix) z-2J5z—1—6z* (3) 11৮81175575 
9. নিয়লিখিত রাশিমালাগুলির ঘনমূল নির্ণয় কর : 
G) 745J2 (ii) 92—10J47 (iii) 9J3-4-11J2 
10. মান নিৰ্ণয় কর Vedea অসীম পর্যন্ত 


হয়, দেখাও যে, 


11. যদি শু yt 23 =0 হয়, তবে প্রমাণ কর (+ +z) = 27zyz 
12. যদ্বিV৮-০+০=_০+ /=5=0 হয়, তবে প্রমাণ কর, a=b=c 
13. প্রমাণ করঃ Ja! puru — uit Vat 2০৭8 হই = 9z 
14. মান নির্ণর কর £ aè tatta? +i যখন ৫1741 - 

15. যদি z=1+ 24-3 হয়, তবে 9০% 82? —52? 262 — 28-49 
মান নির্ণয় 1 

16. যদি %=2/(1-9*)+/(1-2*2) হয়, তবে প্রমাণ কর, 

(০++2)0০-%+৯(0০1-2)12-2)-480/828 


= asia 


জটিল রাশি 


( Complex Numbers ) 


কাল্পনিক রাশি (Imaginary Quantity) : 

জটিল রাশি সম্বন্ধে বলার পূর্বে কাল্পনিক রাশির সম্বন্ধে কিছু জান! প্রয়োজন, যেহেতু 
ধনাত্মক ap খণাত্মক রাশির বর্গ সর্বদাই ধনাত্মক, সুতরাং খণাত্মক রাশির বর্গমূল 
২/57৪-এর মান ধনাত্মক বা খণাত্মক হইতে পারে না, অর্থাৎ ২/--&-এর মান +a 
বা, —a কোনটিই হইতে পারে না। এরূপ রাশিকেই কাল্পনিক রাশি বলে, যাহা 
বাস্তব রাশি (real number) অপেক্ষা সম্পূর্ণই পৃথক। ইহার মান কাল্পনিক হইলেও 
ইহা আক্ষরিক অর্থে কাল্পনিক নয়, ইহার বাস্তব ভিত্তি রহিয়াছে। যথা, Ja এমন 
একটি রাশি যাহাতে (Ja)! =a, সেরূপ ,/_ এমন একটি রাশি যাহার (/-॥)? 
৪১৭5৪ a; অনুরূপভাবে /=1 এরূপ একটি রাশি যাহার (/(-1)* 
-J-1X4-1--1. 

[ বীজগণিতের প্রাথমিক নিয়মাবলী কাল্পনিক রাশির ক্ষেত্রেও সিদ্ধ হইয়া থাকে ] 


প্রতীক fous i এবং ইহার অর্থ (Meaning of the Symbol i ) : 

যেহেতু J-ix4/-i--1, em আমরা বলিতে পারি /-1 এমন 
একটি গাণিতিক প্রক্রিয়া, যাহা পর পর দুইবার প্রয়োগ করিলে feces পরিবর্তন ঘটে । 
qoa ২7 প্রক্রিয়াটি কোন সরলরেখার নির্দিষ্ট দিকে যদি পর পর দুইবার প্রয়োগ 
কর! হয় ( অর্থাৎ — 1 ছারা গুণ করা হয়), তবে সরল রেখাটি প্রাথমিক অবস্থানের 
ঠিক বিপরীত দিকে ঘুরিয়া! যায়, অর্থাৎ উহা ছুই সমকোণে আবতিত হয় । স্থৃতরাং 
JIia এরূপ একটি প্রক্রিয়া হিসাবে কল্পনা করা যায়, যাহা একটি নির্দিষ্ট সরল- 
রেখাকে এক সমকোণে আবতিত করে, wes +/1-এর একটি নির্দিষ্ট অর্থ রহিয়াছে 
এবং ইহাকে š প্রতীক fom বার! সুচিত করা হয়। i প্রক্রিয়াটি ঘড়ির কাটার বিপরীত 
দিকে এক সমকোণে আবর্তন স্থচীত করে এবং — প্রক্রিয়া ঘড়ির কাটার দিকে এক- 
সমকোণে আবর্তন সুচিত করে । S. ৯/-1-$ s. t= -1. 

যেহেতু (৫$) ১৫ (ai) = aaii—a*i* = a*(—1)7 —a* 


J-—at=ai=ax /—1. 
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স্থতরাং একটি কাল্পনিক রাশি, সর্বদাই একটি বাস্তব রাশি এবং /— 1-2 গুণফল। 
() 4i-3i-T7i (ii) 8i—5i—3i (iii) 4ix83i-19i?- —12 


(iv) 5;-2i—$ 
$-এর ঘাত ( Powers of i ) 
i3-—1; i-ji--i; j*— (i$)? 2(—1) — 1, 
স্থতরাং যদি % ধনাত্মক পূর্ণসংখ্যা হয়, 
$4%-(2)-]) ANIL i=, janta — jan (2 — E 
jant — j4n i8 — —4 
স্থতরাং $ এর ধনাত্মক পূর্ণ সংখ্যার ঘাতের মান £1 এবং i 
„ior =i š ics | 
আবার & তি i গাব Ot 


i*-ií4'--lq(-4-i$ £-4৯($-2)-(-1)8-1 5 

স্থতরাং ¿aq খণাত্মক পূর্ণসংখ্যার ঘাঁতের মান 1, এবং + 

জটিল রাশি (Complex Quantity) : 

যদি এক জোড়া বাস্তব রাশি a eb কে atib এই প্রতীক হিসাবে লেখা হয় 
তবে তাহাকে জটিল রাশি ( Complex quantity) বলে। স্থতরাং একটি জটিল 
রাশির একটি বাস্তব অংশ a এবং অপরটি কাল্পনিক অংশ b থাকে । ইহা! সম্পূর্ণরূপে 
বাস্তব হইবে ufi b= 0 হয়, এবং সম্পূর্ণ রূপে কাল্পনিক হইবে যদি a= 0 হয়। 

অনুবন্ধী জটিল রাশি (Conjugate Complex Quantity) : 
যদি দুইটি জটিল রাশির মধ্যে কেবলমাত্র কাল্পনিক অংশ বিপরীত চিহ্ন যুক্ত হয়, তবে 
একটিকে অপরটির অনুবন্ধী জটিল রাশি বলে। স্থতরাং atib এবং a—ib 
পরম্পরের অন্ুুবন্ধী। 

জটিল রাশির ধর্ম ( Properties of Complex Quantity ) : 

(i) যদি a+ib=0, তবে ৫০, b—0 

যেহেতু a+ib=0. J. a= -ib বা” a= itb = -b2 বা» a*452-0 

যেহেতু a*, b* উভয়ে ধনাত্মক, সুতরাং তাহাদের সমষ্টি শূন্য হইতে পারে না, 
যদি, a, b প্রত্যেকে পৃথকভাবে শূন্য হয়। s. a=b=0 

(i) যদি a+ib=c+id হয় তবে, a—c, b—d. 

47-8৮-০45৫ <m a= o= —i(b—d) 
বর্গ করিয়া (৫-০)--(৮-) বা, (৫-০)+(৯-৭)-০ 
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যেহেতু (a—c)*, (b—d)* উভয়ে ধনাত্মক, তাহাদের সমষ্টি কখনও শূন্য হইবে 


না, যদি না উহার! প্রত্যেকে পৃথকভাবে শূন্য হয়। 


`. a—c=0 9% b—d—0 অর্থাৎ a=c, b=d 
(ii) দুইটি eral জটিল রাশির সমষ্টিও গুণফল উভয়ে বাস্তব। 
atib, a—ib পরস্পরের অঙ্গবন্ধী জটিল রাশি। 
ইহাদের সমষ্টি = (a +ib) + (a — ib)=9a=484 রাশি 
ইহাদের গুণফল- (a+ ib)(a — ib) a? — i? =a? +b? = ate রাশি 
(iv) দুইটি জটিল রাশির সমষ্টি ও অন্তর জটিল রাশি হইবে। 
মনে করি ৫+-8, ০414 দুইটি জটিল রাশি। 
(a-- ib) -- (c-- id) - (a x 0) & (b +d)=A+iB (ধরি ) 
(v) ছুই বা ততোধিক্ত জটিল রাশির গুণফল জটিল রাশি হইবে 1 
মনে করি atib, ০474 দুইটি জটিল রাশি 
^s (a+ ible id) —ac- iad 4- ibc-- i*bd 9 (ac — bd) + i(ad 4- bc) 
—A-J iB (ধরি) 
যদি ৫78 অপর একটি জটিল রাশি হয়, তবে 
(oed kei) (Ar iBYe if) = (Ae —8f)--i(Af - Be) 
=c+ip (ধরি ) 
অনুরূপে আরও জটিল রাশি লইয়াও ইহ! প্রমাণ করা যাইবে | 
(vi) দুইটি জটিল রাশির ভাগফল একটি জটিল রাশি হইবে | 
মনে করি, atib, c4- id দুইটি জটিল রাশি 
atib _(a+ib)(e—id)_ac—iad+ibc— ibd 
` edid (c+id)e— id) c? — itd? 
ac bd) + (bc — —ad).. ac+bd , ; ; be — ad 
০৪+৫ Tar "apa 
ইহা অবশ্যই A+i৪ আকুতির। 
(vii) একটি জটিল রাশির ধনাত্মক পূর্ণসংখ্যার ঘাতও একটি জটিল রাশি হইবে। 
(a ib)* =a? -- i*5* 4-i24b —(a* —5?)-- i.2ab ; ইহা! A+ iB আকৃতির 
(a+ ib)* = a* + 3a*ib + 3ai*b* + i953 = (a? — 3ab*)+i(3a2b — b?) 
ইহাও A-FiB আকৃতির I 
অঙ্থরূপভাবে দেখা যাইবে ৭4-16 এর ঘে কোন ধনাত্মক পূর্ণপংখ্যার ঘাত একটি 


জটিল রাশি হইবে। 
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(viii) . একটি জটিল রাশির যে কোন মূলই একটি জটিল রাশি হইবে। 
মনে করি atib এর %-তম মূল=% 

"ar ib—z S Gdib-z" 

স্থৃতরাং যদি c বাস্তব হয়, z" বাস্তব হইবে; কিন্তু ইহা অসম্ভব, কারণ সেক্ষেত্রে 
b—0 হইবে। অতএব c একটি জটিল রাশি। 
জটিল রাশির বর্গমূল (Square Root of a Complex Quantity) 
যেহেতু জটিল রাশির যে কোন মূলই জটিল রাশি, মনে করি 
a+ b= z+ iy, যখন z, y বাস্তব 

বর্গ করিয়া, a+ib=r?+ity? T 2izy —2? — y* + 2izsy 


"no g*—y*!z-aee(1) 9a y =b- (2) 
এখন (22 +y2)? —(z* _)4+4222 = a2 + bt 
76) 
(3)+(1) করিয়া 9০৪- ৯/৫৪7৮হ46 — s. 2৪৮৫৪75857০) 
(8)_(1) করয়। 2y'— Ja*-b*-a ~. y*-4( Ja oia) 


^ s= el aUa), y= ta Ta) 

(2) হইতে ইহ! সহজে বুঝা যায় যে zy এর চিহ্ন ৮-এর adeb হইবে। স্থতরাং, 
যদি b ধনাত্মক হয়, 2 ও y একই চিহুযুক্ত হইবে অর্থাৎ উভয়ে ধনাত্মক অথবা 
ANAF হইবে। আবার যদি b খণাত্মুক হয়, z ও y RAINS চিহ্ন যুক্ত হইবে। 
সুতরাং b ধনাত্মক হইলে নির্ণেয় বগমূল 

= + [HaT EDS Ha) +f Ja? 93 — aj] 
b খণাত্মক হইলে নির্ণেয বগমূল 
= + UJ EOS +0)}5— ifs aru — ay) 
স্থতরাং জটিল রাশির দুইটি বর্গমূল থাকিণে। 
উদ. 1. «qa নির্ণয় করঃ 9—40i 
মনে করি, %9--40+-৮+1% 
+ 9—40i =z? —y* + 2izy ( বর্গ করিয়া ) 
z —y? - 9,০০৫) 92. —40---... (9) 
"s (@ +y?) =e- y?) -(2zy)* 
=81+1600=1681=(41)? 


` 
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(1) ও (3) হইতে r? —95 এবং yt —16 ; S. Z= 38৯4 £4 
যেহেতু zy খণাত্মক, স্থতরাং %, y বিপরীত চিহ্যুক্ত হইবে। 
উদ. 2. iam _? এর বর্গমূল fafa কর। 
G) ¿=4(1+9i—1)=41(0+9i+í2)=1(+9 
Ft 1 i 
Ji7 £t) 
G) —i-30-2i-1)-10 -3ii2) -30 - 
J-i ক i) 


জটিল রাশির মডিউলাস (Modulus of a Complex Quantity) 
কোন জটিল রাশির বাস্তব এবং কাল্পনিক অংশের বর্গের সমষ্টির ধনাত্মক বর্গমূলকে 
এ জটিল রাশির মডিউলাস (Modulus) ca | 
atib এর মডিউলাস + VaT ba, 3--4i এর মডিউলাস= / নব =6 
_ মডিউলাসের ধর্ম (Properties of the Modulus) 
G) একটি wfs রাশি এবং অনুবন্ধী জটিল রাশির মডিউলাস একই হয়। 
atib এর মডিউলাস-_./৫৪4৮হ$ স্ন্তবন্ধী জটিল রাশি ৫-15 এর মডভিউলাদ 
= Vas 4+(-5):= Var FIT যেহেতু (৫+7৮)(4-7)- ৪495 rests 
"aeta waq) দুইটি জটিল রাশির ' গুণফল, উহাদের যে কোন একটির মডিউলাসের 
সমান। 
Gi) ছইটি জটিল রাশির গুণফলের মডিউলাস, উহাদের মডিউলাসদ্বয়ের 
গুণফলের সথান। 
মনে করি, atib এবং c+ id দুইটি জটিল রাশি। 
. উহাদের গুণফল = (a+ ib)(c+id)= (ac — bd) + (be Tad) 
'. Gama গুপফলের মডিউলাস 
=. 7 V (ac — bd) + (bc Fad)? = Vafot tbid + bc NW ET 
7 (at Fo* cr d*)- Va EA pd 
= (a-- ib) «3 মডিউলাস x (c+ id) ez মডিউলাস 
(i) gB জটিল রাশির তাগফলের যডিউলাস, রাশিহয়ের ম'ডউলাসের 
ভাগফলের সমান। 
মনে করি, atib এবং ০4-14 দুইটি জটিল রাশি। 
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উহাদের ভাগফল-+%/- (a+ ib(c— -id). —(ac+bd)+ i(bc— ad). 


c+id (c+id\c—id) c? +d? 
_ac+bd , be—ad 
= সঃ তক ৰ 
এ বিল 
E 1৮15 bc— = a2c2 + b2d? -- 5*6? L 530? 
V d Kee. «(s rp j1- vÍ GETIH } 
- e ra tah- Ja? +b? 
v (c* 4-42)? Mo q- dà 
_(৫+%) এর মডিউলাস 
(c+ id) এর মডিউলাস 
1 এর ঘনমূল (Cube Roots of Unity) 
মনে করি = I RD LI E বা, :2*-1-70; 
t. (@—1Xe?+s+1)=0 J. হয় ০-1-0 বা, z-1 


অথবা, 2+০+1-0 বা, se idite X- ৫ 


1-এর তিনটি ঘনমূলের মান 1, ide &(-71- J-3).. 
ইহাদের মধ্যে প্রথমটি বাস্তব, অপর দুইটি কাল্পনিক | : 
1 এর ঘনমূলের ধর্ম (Properties of Cube Roots of Unity) 
() 1 এর কাল্পনিক ঘনমূলের প্রত্যেকটি অপরটির «f | 
(17 458)-80-8-94-8)-80717 J-3) 
{K-1- J-3)* -40-342v-3)-K(- 1 458) 
(i) 1 এর কাল্পনিক ঘনমূলদ্বয়ের গুণফল 1, অর্থাৎ যে কোন একটি কাল্পনিক 
ঘনমূল অপরটির অন্যোন্যক | 
: f(-1-473HC71- /73)I-4(70* -QI73))-3043)21 
(ii) 1 এর তিনটি ঘনমূলের সমষ্টি শূন্য | 
1+H-1+J-3]+3[—-1-J/—3]=1-1=0 
Way: যেহেতু 1 এর প্রত্যেকটি কাল্পনিক ঘনমূল অপরটির বগ। সুতরাং 
একটি কাল্পনিক ঘনমূলকে o (ওমেগা) ধরিলে অপরটির মান o^ হইবে । সেইজন্য 
1 এর তিনটি ঘনমূলকে 1, o, w? দ্বারা সুচিত করা হয়। 
*, (ii) হইতে ০.৪] অথাৎ ০১৪] 
(iii) হইতে 1-Fo-Fo* = 0 


68: উচ্চতর মাধ্যমিক গণিত 
cq ঘাত (Powers bf ০০) 
০-র যে কোন ধনাত্মক পূর্ণসংখ্যার ঘাতের মান 1, o অথবা w? হইবে। 
wt=ww=w; ৫১5 ৫১3,০১৪» ৫১৪১ ০১০ -5(৫১৪)৪ 1) ইত্যাদি 
সাধারণভাবে, যদি % যে কোন ধনাত্মক পূর্ণসংখ্যা হয়, 
এবং যদি n= 8p (p যে কোন FARAI), e" — o3? = (wP = 
যদি %- 37471, w” ৫১32৭ — yD w= ৫) 


যদি n—3p-4 2, Ww = o) 39*2 — 39 wt = 2 


TOS ০” = 1, o অথবা 2 যখন নর এর মান যথাক্রমে 0, 1, 2 হইবে 
অনুরূপভাবে প্রমাণ করা যায় -র যে কোন খণাত্মক পূর্ণমংখ্যার ঘাতের মান 
1,o অথবা 9১ হইবে | 
Qvi. 8. —1 এর ঘনমূল নির্ণয় কর। 
মনে করি, ৪- বা, 2৪ -1 s. z9«41-0 
(c1 (z*—24-1)2-0 .. t3, z+1=0 বা, z-—1 
অথবা, z!—az-1-0 3l, z-4i0r4—-3g) 


নিৰ্ণেয় ঘনমূল *—1, HIF V3), 31- /—9) 


vl. 4. যদি axe z+iy, ভবে দেখাও যে, 4(0২- yn) 8 b 
voy 
Matib—zciy . বা, (০+%)-০+%/ 
উভয় দিকের ঘন করিয়া, 
৫+2/-454828.8/43242/24-8505 
বা, acib—2*— 3ay*-Ei(32*y — y?) 


Ç =g? — 

+. a=x? — 3yy? বা, =~ gy3 Sit (i) 
b-3z*y— y? b 
বা, KET THs (i 
Gi) ও (ii) যোগ করিয়া 


422 — 4y* A X 
vy 


i 
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উদ্দা, 5. প্রমাণ কর (1—oX1— Xt —o*y(1-—w«^)-9 
বামপক্ষ=(1-0)(1- 2) 9) ০১৪) 
(1-০)0(1-5210- w? x1 — 9.9.0?) 
-d yi -e*y1- yi e) [^ w*-1] 
-ü-oyü eh -(1- 2 - esj 
(«ot uf) - 1L (o o?) 1)* 


-(2-(-1)*-—(3)5—9 [US l+oto’ #0 
Gr MAS I! 
উদ্দা, s. উৎপাদকে বিশ্লেষণ কর £. ot bt +o? cab _ been 
(C. 0.80] 


a? +b? +c? — ab — bc — ca 
=a? b*o* poto? + ablw + 2) + belot +o?) + calo +w?) 
= a(a kb ac) bla ot b3- ac) + of a! bran) 


(৫+০১৪+০০০)(৫+০১+ wfc) ; 
Exercise—8 

1. নিয্নণিথিতগুলির fam নির্ণয় কর £ 

ü) 846i (ü) —33+56; Gii) 5- 12i 
(v) -2i (v) a?—1-—2ia (i) —2+2J—-3 
(vii) p (viii) a+ t| +1) -2 
2. উৎপাদকে বিশ্লেষণ কর £ 

() a+b (i) ০2705 (iii) a? —ab-4-b* 
(iv) aa +b? 4- c9 — 3abc f 
3. দেখাও যে, 

a CT bd ol a LHB? 4; 

0 app-a ET EE TN 
Gü) vit 423৭5 Gv) @+4) 149-4) - 


(v) 2+ H2- =r 
Ci) aiti JDP Hia 
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4. নিয্ললিখিতগুলির মূলদ হরবিশিষ্ট কর £ 


3+ v5: 


O 2.0 — (7) 275: 235i 


4--8i 4—8i 
^ tiy c—iy 
v) z—4y +i 
5. নিয়লিখিতগুলিকে A-FiB আকারে প্রকাশ কর : 
aai 1 8474 ux - (2—14)? , 
(i) PER (ii) im (iii) 88) [0. U. 481 
ay iE 0) CT (vi) (24-iX8-F9i)4- 97) 
6. নিম্নলিখিতগুলির মডিউলাস বাহির কর : 
s Y i A aa 84-46 
1) —4+3 
) T3i (ü) 194-5i (iii) Ir 
ivy) (3472)(14-97) জো 
(iv) ET CEST, (v) (4-3i(54-12) 
7. 1-9 চতুর্থ মূলগুলি বাহির কর। 
8. যদি z=3-+9; হয়, দেখাও যে, 
" z*— 423 +452 --8z -39—0 
"9. যদি a=4+3i, b=4— 3; হয়, তবে দেখাও যে, 
a? -- ab 4- 5* — 39 
10. দেখাও যে z-aq একটি বাস্তব মান 17 =a — ib কে সিদ্ধ করিবে, যদি 
a? --b* —1 37 | [C. U. '88] 
b À E 
11. যদি uut হয়, তবে দেখাও CA, tir iy 


12. যদি Yapib=r+iy হয়, তবে Ya—ib=r—iy হইবে প্রমাণ কর | 
J 13. যদি 4=4(- 14+: V3) এবং B=4(-1-: /8) হয়, তবে দেখাও যে, 
৭44৭5195404 =0 
14. প্রমাণ কর £ 
(9 Q—-o-of(to-o*)-4 
Gi) (1-wo+w?)t+(1+w-w?)t= -16 
(ü) (1—«)1—o*Y1—o*Y1—99)-9 (P. U. 46] 
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(iv) (oa + o5 esa -- b) — n" — ab+-b* [C. U. 729] 
(v) (1+০-০৯)৯-(01-০+০)*-০ 


/ 15. যদি ০-%+, y= abo, 2৮-৫4-0৫১2, দেখাও যে, 
25+9+25- 3(a9 4-09) [P. U. ^43] 
16. দেখাও যে, (z +o +202)? + cw + yor 42)! 
(zo? +y 4-20)* = 0 হয় 
17. যদি o=}(-1- %-8) হয়, তবে 
(1-+০১)৫-৭+০৫-4+25)0-+%-০)এর মান নির্ণয় কর। 
18. প্রমাণ কর, (+৮০+০০১৯)+(৫+৮০৯+০০)* 
-(৪৫-৮-০/-০-৭)৪০-৫-০) 
এবং _97৫)6 যদি :৫+৮+০-0 হয়। 
19. (1-422)0142)0.4722) কে দুইটি বর্গের সমষ্টিরপে প্রকাশ কর। 


20. প্রমাণ কর [zie ar (1-278 =a, fm 3-এর 


কোন গুণিতক হয় এবং = — 1, যদি n, অপর যে কোন পূর্ণসংখ্যা হয়। 1৮0] 
z Uf8-5 J3 naie Scr 

21. যদি += SITE হয’ যখন = 47, তবে % ও % এর মান 

নির্ণয় কর। [C. U. '68] 


কাল্পনিক mifa i= /= এর জ্যামিতিক চিত্রের ব্যাখ্যা | 

মনে করি, XOX’ এবং YOY’ পরম্পর 
| aw দুইটি সরলরেখা ০ বিন্দুতে ছেদ 
| sant. o বিন্দুকে মূলবিন্দু XOX কে 
£-অক্ষ এবং %০ কে %-অক্ষ বলে। 

০কে cem করিয়া 1 একক ব্যাসার্ধ 
লইয়া একটি বৃত্ত অঙ্কন করি যাহা %- 
অক্ষকে A ও A বিন্দুতে এবং $-অক্ষকে 
B 391 বিন্দু ত ছেদ করিল 1 

এখন যদি বাস্তব সখখ্যাগুলিকে এ অক্ষের (বাস্তব অক্ষ) উপর বিভিন্ন বিন্দু ছারা 


72 উচ্চতর মাধ্যমিক গণিত 


প্রকাশ করা হয়, তবে A বিন্দু+1 কে এবং A! বিন্দু -1 কে সৃচীত করিবে (কারণ 
A বিন্দু ধনাত্মক দিকে &' বিন্দু খণাত্মক দিকে আছে ) | 
এখন যেহেতু 1% (-1)= -1 এবং ZAOA'—9 সমকোণ স্থতৱাং —1 এমন 
একটি প্রক্রিয়া যাহ! OA দৈর্ঘ্যকে 2 সমকোণে ঘড়ির কাটার বিপরীত দিকে (ধনাত্মক ) 
আবতিত করিয়াছে farm মানের কোন পরিবর্তন ঘটে নাই। 
আবার J—1x v—1-21; «es JIi এমন একটি প্রক্রিয়া যাহা 
OA twee ঘড়ির কাটার বিপরীত দিকে ( ধনাত্মক দিকে) এক সমকোণে আবর্তন 
করিয়াছে, এবং A বিন্দুকে ৪ অবস্থানে আনিয়াছে। স্থতরাং B বিন্দু + VIT 
সংখ্যাকে প্রকাশ করে। 
আবার যেহেতু (/=1)*= _ V—1. wer oag উপর — J—1 প্রক্রিয়া 
প্রয়োগ করিয়া A fepe ০% এর উপর B’ বিন্দুতে তিন সমকোণে আবর্তন করিয়া 
আনা যায় এবং B' বিন্দু — */_7 সংখ্যাকে প্রকাশ করে। 
স্থতরাং আমরা বলিতে পারি vov' এর উপর বিন্দুগুলি কাল্পনিক সংখ্যা স্থচীত 
করিবে এবং. সেইজন্য /-অক্ষকে কাল্পনিক অক্ষ বলা হয়। 
জটিল রাশির জ্যামিতিক উপস্থাপন ( Geometrical Representation 
| of Complex Quantity ). 
যে কোন বাস্তব রাশিকে জ্যামিতিক আকারে প্রকাশ করিতে একটি স্থির বিন্দু o 
(HRA ) সহ একটি বাস্তব অক্ষ ১০৮ mex হয়। O বিন্দু 0 (শূন্য ) সংখ্যাকে 
সুচিত করে ox ধনাত্মক এবং ০১৫ ANAF সংখ্যা স্থচিত করে। 
যদি A এবং N, X'OX এর 
উপর এরূপ দুইটি সংখ্যা হয়, 
যাহাতে 0A=1, (ON/OA) 
=< হয়, তাহা হইলে N বিন্দু 
বাস্তব সংখ্যা c কে স্থচিত 
করিবে। ufo খণাত্মক হয়, 
তবে N বিন্দু ox এর উপর 
অবস্থান করিবে। 
একটি বিশ্তদ্ধ কাল্পনিক সংখ্যা y JIT ( বাস্তব) কে প্রকাশ করিবার জন্য ০ বিন্দু 
দিয়া xox এর সহিত cw" YoY’ সরলরেখা টানি (YoY কে %-অক্ষ বা কাল্পনিক 
অক্ষ বলা হয়)। ইহার উপর B ও M এরূপ দুইটি বিন্দু লওয়া হইল, যাহাতে OB— 
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OA —1 এবং (OM/OB)- y. তাহা হইলে M বিন্দু বিশুদ্ধ কাল্পনিক রাশি y J —1 কে 
স্থচিত করিবে l অঙ্ুরূপে oY’ এর উপর M বিন্দু (oM - 0M), -y J— 1 কে স্থচিত 
করিবে | 


sti আকুতির কোন জটিল রাশিকে জ্যামিতিক প্রকাশের জন্য একটি সমতলের 
প্রয়োজন যাহাতে ৯০৮: এবং YOY’ পরম্পূর mw দুইটি অক্ষ। (এখানে 2 y বাস্তব, 
এবং $- 4/53)। স্থতরাং একটি জটিল রাশি z=z+iy দেওয়া আছে, যদি এ 
সমতলে এরূপ একটি বিন্দু P দেওয়া থাকে যাহার cartesian স্থানাঙ্ক (c, y) এবং 
Polar স্থানাঙ্ক (,9)। তাহা হইলে P বিন্দু z সংখ্যাকে সঠিক ভাবে zS 
করিবে এবং উহাকে এ বিন্দু বলা হইবে, উহা যাহাকে জ্যামিতিক প্রকাশ করিবে। 

আর্গাণ্ড চিত্র এবং «তল (Argand Diagram and z-plane). 

বাস্তব ও কাল্পনিক অক্ষ-সহ যে তলে জটিল রাশি 2-কে জ্যামিতিক চিত্র ছারা 
প্রকাশ করা হয়, সেই চিত্রকে আগণণ্ড চিত্র বলে এবং এ তলকে তল বলে। . 

অনুবন্ধী জটিল রাশি (Conjugate Complex Number) 

z—iy কে z+ iy এর অন্থুবন্ধী জটিল রাশি বলে। উপরের চিত্রে PN কে P' 
পর্যন্ত এরূপ ভাবে বর্ধিত করা হইল যে NP'=NP ; তাহা হইলে P বিন্দু যে জটিল 
রাশি « কে প্রকাশ করিবে তাহাই z+ iy এর অন্ুবন্ধী, অর্থাৎ z—2—iy| সুতরাং 
কোন জটিল রাশির suwaq বাস্তব অক্ষের সাপেক্ষে উহার প্রতিবিদ্ব (image) হইবে। 

z=x+iy এর মডিউলাস এবং এম প্রিচুড, 

উপরের চিত্রে যদি r=oP এবং 0— ZXOP (ধনাত্মক দিকে মাপা) হয়, 
তবে r= + ২৪7, z এর মডিউলাস বলে এবং উহাকে mod z বা | z | আকারে 
লেখা হয় এবং o কোণকে z এর এম্‌প্রিচুড (Amplitude) aj আগু মেপ্ট (Argument) 
বলে এবং উহাকে amp. z আকারে লেখা হয়। 

দ্রষ্টব্য 3 উপরের চিত্র হইতে z=r 0080, y=r sin 9, সুতরাং z=z+ iy 
— (cos ð+ i sin 0) : 

জটিল রাশির সমষ্টি, অন্তর, গুণ এবং ভাগকেও বিভিন্ন জ্যামিতিক চিত্র দ্বারা প্রকাশ 
করা যায়। 


সপ্তম অন্যান 


fato মধীকণের তৰ 


( Theory of Quadratic Equation ) 


তোমরা দশম শ্রেণীর পাঠক্রমেই দ্বিঘাত সমীকরণ এবং সমীকরণ ও অভেদের মধ্যে 
পার্থক্য সম্বন্ধে জানিয়াছ। বর্তমানে দ্বিঘাত সমীকরণের বিভিন্ন x সম্বন্ধে আলোচনা 
কর] হুইবে। 

দ্বিঘাত সমীকরণ ও Sata বীজ (Quadratic Equation and its Roots) 

৫০%+৮০+-০-0 কে সাধারণ দ্বিঘাত সমীকরণ বলে, যখন ৫, ৮, ০ ধ্ৰুবক এবং 
৫৯০১ ইহাকে সমাধান করিয়া z এর যে দুইটি মান পাওয়া যায়, তাহারা হইল 
Lb Votan Vor ame এবং —b— ৪ _426। 


a; — v-44 মানকে সমীকরণের বীজ 
(৫০০) বলে।  ৫-এর মান প্রদত্ত সমীকরণে বসাইলে সমীকরণটি সিদ্ধ হয় অর্থাৎ 
সমীকরণের উভয় পক্ষের মান সমান হয়। 
উপপাদ্য ঃ কোন দ্বিঘাত সমীকরণের দুইটি এবং কেবলমাত্র দুইটি 
ৰীজ থাকিবে (A quadratic equation has two and only two Roots. ) 
মনে করি, ৫০+৪০+০-০ সমীকরণের একটি বীজ 3 xc এর পরিবর্তে 
মমীকরণে < বসাইলে সমীকরণটি সিদ্ধ হইবে। 
ax? +b4+c=0 4062 — (ax? +b) 
az? bz -c—az? 4- bz — a« —b« —a(z* —«2)4-b z — «) 
7 (c — {ale +) +b]... (i) 
Werh ০5 +১৮+০=0 সমীকরণের একটি বীজ «-র সাপেক্ষে, সমীকরণের 
%- < একটি উৎপাদক হইবে | 
(ü) ইহা হইতে সহজে বুঝা যায় যে ar? Hoste এর দুইটি এবং কেবলমাত্র দুইটি 
%_ ৭ আকৃতির উৎপাদক থাকিবে (বাস্তব অথবা কাল্পনিক, পৃথক অথবা সমাপতিত)। 
স্থতরাং ৫০+৪+-০-0 সমীকরণের দুইটি এবং কেবলমাত্র দুইটি উৎপাদক থাকিবে। 
উপপাগ্ভঃ কোন দ্বিঘাত সমীকরণের দুইটির বেশী ভিন্ন বীজ 
থাকিতে পারে না (A quadratic equation cannot have more than two 
different roots). : 


দ্বিঘাত সমীকরণের তত্ব 15 


মনে করি, যদি সম্ভব হয়, ৫০০4-৮০-০0 (৫৯40) সমীকরণের <, B, y তিনটি 
ভিন্ন বীজ রহিয়াছে অর্থাৎ « 87 । স্থুতরাং <, B, y সমীকরণকে সিদ্ধ করিবে। 
" axt bxc 0--- (1), 
aß? --bB--c—0-----:(2) 
ay? 4-by 4-0: (3) 
(1) হইতে (2) বিয়োগ করিয়া পাট, a(x? — p3) +o- p)=0 
a, («—Bfa(«--B)-- 09-0 যেহেতু «P. ** «— fs£0 
"s a(&4 B) H-b 0 (4) 
(9) হইতে (3) বিয়োগ করিয়া পাই, a(b? — y*)-- (8— y) - 0 
<. (৪--71909+)+৮-0, যেহেতু Bt, B—y#0 
. a(8+y)+b=0--(8) 
(4) হইতে (5) বিয়োগ করিয়া পাই, a(<— y)=0- (6) 
কিন্তু ইহা হইতে পারে না ; কারণ ৭70, 4— y0 ; স্থতরাং পূর্বে যাহা কল্পনা 
করা হইয়াছে তাহা ঠিক নহে । অতএব দ্বিঘাত সমীকরণের দুইটির বেশী ভিন্ন বীজ 
থাকিতে পারে না। 
wüa;: যদি আমরা কল্পনা করি ০৪+ %+০=0, "এয তিনটি ভিন্ন মান 
<, B, y দ্বারা! fim হয়, তবে (6) হইতে a=0 কারণ y ; স্থৃতরাং (5) হইতে 
b—0 এবং (3) হইতে ০=0. স্থৃতরাং সমীকরণটি 0.z2 +0.z+0=0 হইবে অর্থাৎ 
£-এর যে কোন মানে 0 হইবে | অতএব উহা! অভেদে পরিণত হইবে I j 
অন্বুবন্ধী বীজ (Conjugate Roots) 
G) মূলদ সহগ বিশিষ্ট কোন fare সমীকরণের <+ JB একটি অমূলদ বীজ 
হইলে, <— vp উহার অন্বন্ধী বীজ হইবে। 
মনে করি, art tbr +e=0 সমীকরণের <+ Vp একটি বীজ। 
s a(« JB? ++ JB)+c=0 
বা, (ax? +aB+bx+c)+ v E(2a« +b)=0 
no a4? af b+ c— 0---(1) এবং 2a« +b=0---(92) 
এখন ৪১+-০+০-০ এর বামপক্ষে z-aq পরিবর্তে «— JB বসাইয়া পাই» 
a(«— JB +o- JB (ax* -aB-Eb«-o)- VB(2a +0) 
=0— Jg.0—0 [ ৫) ও (2) হইতে 1 
o <— JB, ৫০+-৮০+০-০ এর অপর বীজ। 
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(8) বাস্তব সহগ বিশিষ্ট কোন fare সমীকরণের «4-58 একটি কাল্পনিক বীজ 
হইলে, <— B উহার অঙ্থবন্ধী বীজ হইবে। 
মনে করি «i, ৫০+৮০+-০-০ সমীকরণের একটি কাল্পনিক বীজ I 
(০4-88)৯+৮+29)+০-0 
বা, (ax? -9/994-8৭০+০)489৮০০94-88)-0 
৫৭০৪ —aB?+bt+c=0--(1), 2a<8+bB=0:::(9) 
এখন ৫০-+-০+০-0 এর বামপক্ষে ৪-এর পরিবর্তে <— $8 বসাইয়া পাই, 
a(<—iB)2 + —iB)+c=(ax? — aß? bate 780807৭9409) 
-0-i0-20 . [ (1) ও (2) হইতে ] 
X—iB, az*-bz--c— 0 এর অপর বীজ। 
সমীকরণের ৰীজ ও সহগ-এর মধ্যে সম্পর্ক ( Relation between the 
Roots and Co-efficients ) 
মনে করি aci +ba + e= 0 সমীকরণের বীজদ্বয় <, P; 


আবার ধরি, Pl EUN —4ac. But T 4ac 


বীজদ্বয়ের সমষ্টি, EEE Thae , —5— V/b3 —4ac 
2a 2a 
mi JP ri, 


2a a 


বীজঘ্য়ের গুণফল «B= Z? 3 hac —b— Jb: hae 
2a 0 কি 
AES Du b)? — V (b — hac)? 4ac)2 


mnm x 


ub bao o 
4a* a 
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বীজ হইতে সমীকরণ নির্ণয় ( Formation. of Equation from its 


roots ) : 
az*-bz--o- 0 এর বীজদ্বয় « B o. <+8= °, “B= 
সমীকরণের উভয়পক্ষকে a (240) দ্বারা ভাগ করিয়া পাই, 
su 0 ৰ a-[-Da+8=0 
a a a a 
বা, 2?-(4+B)r+<B=0 
Cox —( বীজছয়ের সমষ্টি ) z + বীজদ্বয়ের গুণফল = 0 
. এই KAI সাহায্য সমীকরণের বীজদ্বয় হইতে সমীকরণ নির্ণয় করা যায়। 
Qwi. 1. যদি 4, B, az? +১+০=0 সমীকরণের Qw হয় তবে < +B 
এর মান নির্ণয় কর | 
যেহেতু <, B, az* + bz +c=0 সমীকরণের বীজ, 
no«RB- -&, “B= 
এখন «+e? = (eB -348(<+8)= (-8)-821-9 


= — b? p 3bc _ Sabo — bs 
a? a? a? 


উদ. 2. যদি «, B, z? +pz+q=0 সমীকরণের বীজ হয় তবে, 
«3971 — Brite — «ep মান নির্ণয় কর। (0 ঢ. 41] 
এখানে e+= —p B= 
৮ 

44০০৮৩7০7৪7) 

(PTE S EE PEA HR CARI) 

«B «B 
Lc Bc B+): — 49 
«B 
লতি AAAA 
০০ 


57072470727) 


v —_ 2. 
দি q? 4q)(a — 2?) 
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Bal. 3. <, B, z +-pe-+q=0 সমীকরণের বীজ হইলে যে সমীকরণের বীজ 
(«.— B) এবং (<+ B)? তাহা বাহির কর | [ C. U. ’38 ]) 
এখানে <+ÜB= —p, “B= 
` Qus সমীকরণের বীজদ্য়ের সমষ্টি = (<— p)? +(<+ 8)? =9(<° +B) 
— 2{( +B)? — 2<B) = 2(p? — 24) 


বীজদ্বয়ের গুণফল = (&— B,*(4 B)? = (49 ? — 4B] ic )* 
— (p? — 4q)p? —(p* — 4p*q) 
n নির্ণেয় সমীকরণ, Ro eem eramus -0 
t a3 - (p? — go p* — 4p!q 70 B 
: উদদা, 4. যে সমীকরণের একটি বীজ 7—4/—5, তাহা বাহির কর। . 
সমীকরণেত অপর বীজ 7+ V —5 
*, নির্ণেয় সমীকরণের বীজঙয়ের সমষ্টিল_-5/-_৮+7+/-৮৯14 
বীজদয়ের গুণফল-(দ_-+/-_5)0+/--5)৯49+6» 64 
". নির্ণয় সমীকরণ ৪-142454-0 
Syl. 5. 23 4-pz--q—0 সমীকরণের একটি বীজ অপরটির বর্গ হইলে প্রমাণ 
কর, p(p?—39)--«(.-4)— 0- 
মনে করি একটি বীজ <, স্থৃতরাং অপর বীজ «* 
`, <+ 709 <.<*=q বা, <3=q 
এখন (4০০2) — <3 (4?)3 +3.<.<3(< + <Š) 
imp (ty eget?) 
বা, (=p) gtg 34-77) বা, p'—3pq+q+q'=0 
বা, r(p*—-34)Fq1-9)-0 
উদ. 6. :৫৮০-৮০+০-০ পমীকরণের বী্গদ্য়ের wants 3 : 4 হইলে, 
গ্রমাণ কর 195? —49ac 
যেহেতু বী্দ্ধয়ের অন্থুপাত 3 : 4, মনে করি বীজগ্রয় 3« ও 4< 


18 


Y. ৪4+4-.& 3j, দ-& এবং 9444=4 বাঁ, 1949 = 
a Gy a a 

CO EnD -T 5 [š ?oc 195 6 

০ ‘Ahn FET er zd a বাগ 49a? a 


বা, 19৮2 49৫০ 
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wi. 7. az*-Fbz-Fc- 0 সমীকরণের বীজঘয়ের অনুপাত? হইলে, দেখাও 
1 2 pS 
এ AXE h [ C. U.'34 ] 


r 8০ 


মনে করি একটি বীজ <, স্থতরাং অপর বীজ r< 


b b —b 
৪ a ten LORE SL 
+r = Tr) S < aln (1) 
এবং Xr m বা, «*r-À বা Gl 
& a ar 
০০, Uu RES 
৮৮ 
০০১৮৭ j 
£ ac 


Vw]. 8. ?৫+০৮+০-0 সমীকরণের বীজদ্বয়ের SIAS piq হইলে 
প্রমাণ কর,. 1/2+/41+1/5- 
24778 
মনে করি বীজদ্বয় [Pi s <+8=-2 4৪৪ 


বাম m vis ES Vir J 


29242 
ESTERS à a 
Ez SARS 


উদ. 9. z'-pz-4—0 সমীকরণের বীজদ্বয়ের অনুপাত, s? +12+5=0 

সমীকরণের বীজদ্য়ের অন্ুপাতের সমান হইলে প্রমাণ কর p*s—r?g 
মনে করি z% + pej-q=0 সমীকরণের বীজদ্বয় <, B, `. < +B= — p, «B= 
এবং ৮৪+-7+8-0 সমীকরণের বীজদ্বয় %, 6, 7. y+8= r, yŠ=s 


«oy L Spy | 
7: B 5 £X EN PE [ Comp. 01৮৫. করিয়া ] 


+8 yt ; m 2 —r 
VECES 4B ৮০+৪২-4%১ ` Vg 44 
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p. 2,9 A535 — p? r3 4r? 
বর্গ করিয়া aa Mes pé ern ql p*r!—4p*s—p'r* —4r^q 
বা, p*s-r'q 
Gui 10. যদি ০০+274+-0 এবং ৫*+2৫2+-0 সমীকরণের 
Gems মধ্যে কেবলমাত্র একটি ক্রুবকের পার্থক্য থাকে, তবে প্রমাণ কর p+q T 1— =0 
[ €. U.’44] 
মনে করি, z3 9pz--q = 0 সমীকরণের বীজদ্বয় <, P ; 
+, <+B= —9p--() <B=q--(2) 
এবং z? -E9qz--p— 0 সমীকরণের বীজছয় <-+k, B+ k (k= ধ্ৰুবক ) 
+ a+k+B+E=—2q Xl <+B+9k= 78৫78) 
e (EB E) pl) 
(1) ও (8) হইতে _-97+9৮- —9q — বা, k=p-g (5) 
(4) হইতে <B+k(<+B)+k* =? 
(1), (2) ও (5) হইতে 9+(2-9)(- 9p)-(p- 4 =p 
বা, q-9p*--2pqtp*—-92pqtq!—»-0 বা, q*—p*44-p70 
বা, (৫+7)৫-?)+106-?)-0 বা, (৫-৪)++)-9 
. p+q+1=0 
Qvi. 11. যদি ৫০%-+2/০+০-০। সমীকরণের বীজ <, 9 এবং Aar? E297 
০=0, সমীকরণের বীজ <+Š ও B+Š হয়, তবে প্রমাণ কর যে bl. ০০ 8 
iy 'gi—aACc W 
az? --9bz --c— 0 সমীকরণের বীজ <, P, 
«48- °, =t 0) 
a aG 
Az? + 9Br-- C =0 সমীকরণের বীজ «45, B+, 
«ipie 2 q, ett- 


(<+8)8+8)= 2-09) 


এখন *-9-(৪+8)-(8+8) -. («—B? = («4-3) -(8--5))* 
বা, (+9)-4+- (15)78+5)- 4৩7০5) 
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(-3' -4()- (-3) -4C) [Qe (2) হইতে] 


4b? 4c 4B* 4C b? -ac | B*—AC 
ৰা, jd 181 Veg LU AE 
*-—ac = 2) 
ভি A 


wi 19. যদি asb কিন্তু a'-5a-3 ও b"=5b-39 হয়, তবে এরূপ 
একটি সমীকরণ নির্ণয় কর যাহার বীজ হইবে ? ও ? [C. U. 50] 
যেহেতু ৫৫, কিন্তু a*—5a—8 এবং bt=5b—3, স্থতরাং ইহা! হইতে বুঝা 


যায় যে, 22—5:—3 বা, %৪-$%4+8৯0 সমীকরণের বীজদ্বয় ৫ ও b. 
a--b—5, ab=3 


fcf সমীকরণের qiu % ও , 


ba te _(a+b)2 —9ab 95-6 19 
ইহাদের সমষ্টি =; +, x SUUS 


ইহাদের ete X » 1 


নির্ণের সমীকরণ 2-_3941-0 বা, 32*—-19743—0 


Exercise—9 
1. প্রমাণ কর নিম্নলিখিতগুলি অভেদ, সমীকরণ নহে ঃ 
(i) -০)-)+(০-)৫-)-(৫-6)* 
(ü) (০-০)+৫৮-) »০(০-৫)+০৫০-)+৫(৫-৮)+(9-) 
2. azi-pbz-po-0 সমীকরণের বীজদ্বয় «, 9 হইলে নিম্নের রাঁশিগুলির মান 
a, b, c দ্বারা প্রকাশ কর £ 


0 LA ® SE G) 2:42, 
N « p? L 1 
4). (5-2 0) tas 
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8. az3-Fpz--q—0 সমীকরণের বীজদ্বয় <, 8 হইলে নিম্নের রাশিগুলির মান 
p, ৫ দ্বার! প্রকাশ কর š 

(i «-9--p-? (i) «38-!--B3«-1! (ii) «tpa? +p 
(v) «*(«*8-!— B)-- B*(B* «-1 — a) [C. U. ^41] 
() («+p)"*+(B+p)"* 

4. যে সমীকরণের বীজদয় নিম্নরূপ, সেই সমীকরণ নির্ণয় কর £ 

G) 5,—7 (i) 2+ J3,2—4/3 (ii) (a+1)?, (a— 1)? 
5. ৭%:+৬৮+০=0 সমীকরণের AAA <, B হইলে, যে সমীকরণের বীজদ্বয় 

নিম্নরূপ তাহা নির্ণয় কর : 

G) *হ agg? [C.U. 33) (ü) «8-1 এবং px! [C.U. 36] 

(iii) Md এবং En [C. U. ^39] 


v) cA TT SUR) 


6. z*-FT7z-F19—0 সমীকরণের বীজদ্য় p এবং 9; যে সমীকর'ণর বীজদয় 
(p+q)° এবং (p — 4)? তাহা নির্ণয় কর। [C. U. 45] 

7. এরূপ একটি সমীকরণ নির্ণয় কর যাহার <, B বীজদ্য় নিম্নের সম্পর্কদ্বয়কে 
সিদ্ধ করিবে। «8—384, «?— 82 = 390 

8. যে সমীকরণের একটি বীজ (i) 5— ys অথবা (i) —3--24/—5; 
সেই সমীকরণছয় বাহির কর। 


9. ax*-bz-rc— 0 সমীকরণের একটি বীজ অপরটির চারগুণ হইলে প্রমাণ 
কর 4b? = 950০. 


10. q?z*—(p*—39gz--1— 0 সমীকরণের বীজদয়, z° + pa +-q=0 সমী- 
করণের বীজদ্বয়ের আকারে প্রকাশ কর। 

11. যদি 1৮২ +%%+%=0 সমীকরণের বীজদ্বয়ের অনুপাত p :q হয়, তবে 
প্রমাণ কর  /? 44 / 1,44 / o, C. U. 48] 

12. X az*-Fbz--c-0 সমীকরণের QTA <, ৪ হয়, তবে প্রমাণ কর 
নি (i+ 1) aerea সমীকরণটি হইবে bez? + (53 + ac) + ab = 0. 


[H. S. '65] 
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13. যদি 22? —5r+2=0 সমীকরণের বীজদয় p, q হয়, তবে p+q এবং 
lpg বীজবিশিষ্ট সমীকরণটি নির্ণয় কর। [C. U. '19] 

14. যদি az*-Fbz--c-0 সমীকরণের বীজছয়ের সমষ্টি উহাদের afaa 
সমষ্টির সমান হয়, তবে প্রমাণ কর 2ac— ab +b? 

18. az*-Fbz--c—0 সমীকরণের বীজছয়ের অনুপাত mo» হইলে প্রমাণ 

2 

mata? =y”. [U. P. '68) 

16. এমন একটি সমীকরণ নির্ণয় কর, যাহার বীজগুলি pz? +qe+r=0 
সমীকরণের বীজগ্জলির অন্যোন্যক। 

17. যদি «ও, ০৪--(14+72)2+-$(14+754+-7২4)-0 সমীকরণের বীজ 
হয়, তবে প্রমাণ কর <? + 8? = Rš. (C. U. 09] 

18. প্রমাণ কর z!—2az--b?—0 এর বীজদ্বয়ের সমাস্তরীয় মধ্যক, 

—9bz-Fa* = 0.44 বীজদ্বয়ের গুণোত্তরীয় মধ্যকের সমান এবং বিপরীতক্রমেও 
ইহা সত্য | [C. U. ১52] 

19. z?-Fpz--q—0 আকারের কোন fare সমীকরণের z বজিত পদটি 
48 এর স্থানে 45 ভুল ছাপা হওয়ায় উহার বীজদয় 5 ও 9 হইয়াছে। শুদ্ধ সমীকরণের 
বীজদ্য় নির্ণয় কর | 

20. z?—pz--q—0 সমীকরণের বীজদ্বয়ের অন্তর 1 হইলে প্রমাণ কর 
p3 4-49? — (14- 29)*. [A. U. 17] 

21. z?—pz-q-0 এর বীজদয়ের অন্তর ও z*—qz-Fp-0 এর বীজদ্বয়ের 
অন্তর একই হইলে এবং pAg হইলে প্রমাণ কর p+q+4=0. 

23. যদি ৫০০+০০+-০-0 সমীকরণের একটি বীজ অপরটির বর্গ হয়, তবে 
প্রমাণ কর 944০০ + a*c-— 8৫9০. [U. P. 58] 

23. যদি <, B এবং y, 8 যথাক্রমে z?-Fpr—r—0 এবং z*-cpr-4cr-0 
সমীকরণের বীজ হয়, তবে প্রমাণ কর (<— y< — 8) (8— yXB — 8). 

24. যদি ৭9 ও y, Š যথাক্রমে 2? — 2az 4-5? —0 এবং w? —2ez 4-20 
সমীকরণের বীজ হয় এবং <ó= হয়, তবে প্রমাণ কর a*d* = b*c* 

25. যদি ৫০+-/০+-০-0 এবং ০2৪4-৮4-০0 Eus. Aae 


পার্থক্য কোন PIF হয়, তবে প্রমাণ কর, m SUE 
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26. ৫০০+৮+০-০0 ও ৫১০১4০47০২0 সমীকরণের বীজদ্বয়ের একই 
অনুপাত হইলে প্রমাণ কর b3 :bg ২ 8:6০ 22865. 
27. যদি ০০+7+%-0. সমীকরণের <, B বীজ হয়, তবে প্রমাণ কর 
৫০২ -(9-20)%4+9=0 সমীকরণের 487 একটি বাজ হইবে ।  [0. U. 31) 
28. যদি 4%+2--1-0 সমীকরণের < একটি বীজ হয়, তবে প্রমাণ কঃ 
= 3 ইহার অপর বীজ। 


দ্বিঘাত সমীকরণের বীজদ্ধয়ের প্ৰকৃতি (Nature of the Roots of the 
Quadratic Equation) 

/৫২+৮৮+০-0 এই দ্বিৰাত সমীকরণকে সমাধান না করিয়াই সমীকরণের 
বীজদয়ের প্ররুতি সম্বন্ধে জানা যায়। এখানে a,b, ০ কে বাস্তব ধরা হয় এবং রাশির 
নিম্নরূপ শ্রেণী বিভাগ সম্বন্ধে তোমাদের ধারণা আছে। 


রাশি 
| k | 
ak Doe 
| | 
Xa অমুলদ 
Texto সমীকরণকে সমাধান করিয়। পাওয়া যায় 
ze —b Vb —dac — 4ac 


g= —— 
2a 


যেহেতু a, b, ০ বাস্তব, সুতরাং — D বাস্তব । a, b, c-3 ভিন্ন মানে b? — 400-এর 


মান ভিন্ন হইবে। zu ধনাত্মক, খণাত্মক, পূর্ণবর্গ ইত্যাদি হইতে পারে। ইহার 
গ্রকৃতির উপরই বীজদয়ের প্রকৃতি নির্ভর করে বলিয়া ৮: 40০-কে দ্বিখাত সমীকরণের, 

নিরূপক বা Discriminant বল! 3 | 
G) যদি ৮২-4৭০ ধনাত্মক অর্থাৎ 5*—4ac20 হয়, তখন »/১2_4০-এর 


মান বাস্তব স্থত্রাং eus বাস্তব ও অসমান হইবে । এক্ষেত্রে ছুইপ্রকার ঘটনা 


ঘটিতে পারে। 


i (a) যদি b*—4ac set রাশি হয়, অর্থাৎ 53 gacet করণী মুক্ত করা 
যায়, তবে উহা! মূলদ রাশি হইবে । সেক্ষেত্রে বীজদয় বাস্তব, অসমান ও মূলদ | 


হইবে। 
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(b) যদি b*—4ac পূর্ণবর্গ রাশি না হয়, অর্থাৎ +/৮৪ _4৫০কে করণীঘুক্ত কর! 
না যায়, তবে উহা অমূলদ.রাশি হইবে “সেক্ষেত্রে বীজদ্য় বাস্তব, অসমান ও অমূলদ 
হইবে। 

(i) যদি ৮২-49০ খণাত্মক.অর্থাৎ b*—4ac«cO হয়, তখন VD? 4ac- p 
মান কাল্পনিক । সেক্ষেত্রে বীজথয় কাল্পনিক ও অসমান হইবে। 

(üi) যদি b? —4ac-—0 হয়, তবে aa? Horte এই রাশিটি একটি পূর্ণবর্গ রাশি 
হইবে। সেক্ষেত্রে TA বাস্তব, সমান.ও মূলদ.হইবে। 

দুইটি দ্বিঘাত সমীকরণের একটি সাধারণ বীজ থাকিবার শর্ত 

(Condition for a Common root of two Quadratic Equations) 

মনে করি az? + bz + c= 0 এবং a'z3 zc —0 সমীকরণের একটি সাধারণ 
বীজ « রহিয়াছে । s. < দ্বারা উভয় সমীকরণই সিদ্ধ হইবে । 

ax? +b<-+c=0 ... e ... (1) 
a't? lb <+e=0 *** ... e (2) 
Ue N s P 
০ i 
bc —b'c ca —ca Cab —ab 
«? bc —b'c i 4০৫ 
< caca ca —ca 


আবার, «= 
bc —b'c. ca —c'a 
ca —ca ab —ab 
বা, (ca'—c'a)* — (bc — t'c (ab — a'b) 
ইহাই নির্ণেয় শর্ত এবং aan বীজের মান 


ode LE —ca 
= অথবা 2৪ 


অপেক্ষক ii eui 

মনে করি 32 - 5৪46 একটি রাশিমালা ৷ এই রাশির মান অজ্ঞাত রাশি ৫-এর 
মানের উপর নির্ভরশীল । এ-এর বিভিন্ন মানে ইহার মান বিভিন্ন হইবে। এইরূপ 
রাখিমীলাকে ০-এর অপেক্ষক (Function) বলে এবং ৫-কে চল রাশি (Variable) 
বলা হয় 1 অপেক্ষককে বিভিন্ন প্রতীক চিহ্ন ছারা স্থচিত করা হইয়া থাকে । যেমন 0), 
Fl), ole) ইত্যাদি। 
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মনে ‘কর f(z)j-3z*—5z--6; যদি বল! হয় f(0) বা f(— 2) এর মান কত? 
তবে /(৮)-এর £-এর স্থলে 0 বা (— 2) বসাইয়া এ মান পাওয়া যাইবে। 
১,/0)-8.০-5.০+০-6,/(-9)- 8(-9)-5(-৪)+6- 28 
উদ, 1. az*-Rbr-c—O0 সমীকরণের বীজদ্য় কখন (i) সমান কিন্তু বিপরীত 
fage (ii) পরস্পরের অন্যোন্যক হইবে? 
G) যদি বীজদ্বয় সমান কিন্তু বিপরীত চিহযুক্ত হয় তবে বীজছয়ের সমষ্টি শূন্য হইবে 


ৰীজহয়ের-সমষ্টি  _? P zb বা, b-0 


* b=0 হইলে বীজদ্বয় সমান কিন্তু বিপরীত চিহ্যুক্ত হইবে। 


(ii) যেহেতু বীজদ্বয় পরম্পরের;.অন্টোন্যক, মনে করি বীজদ্বয় <, i বীজদ্বয়ের 
" ce 

০61 " Lh. 

vd aq. 0X Fd 


c c 
= -=1 বা, ০৯৫ 
a a 


y ০-& হইলে বীজদ্বয় পরস্পরের অন্যোন্তক হইবে। 


— Wii. ০০+৮০+০-০ সমীকরণের Qaa কখন (i) উভয়ে ধনাত্মক (i) 
খণাত্মক (iiaei ধনাত্মক একটি qataqa হইবে? 


মনে করি বীজদ্বয়.এ, B sS <+B= -, = 
G) যেহেতু বীজদ্বয় উত্তয়ে ধনাত্মক .'. *+-ধনাত্মক 
_& ধনাত্মক Bas b বণাত্মক.। 
a a 
^ G & বিপরীত চিহ্যুক্ত হইবে। 


আবার, *৪= ধনাত্মক .'. = = ধনাত্মক «cl a, c একই চিহ্যুক্ত হইবে। 


". G, ০ একই চিহ্ুযুক্ত এবং b বিপরীত চিহযুক্ত হইলে বীজদ্বয় উভয়ে ধনাত্মক 
হইবে। 


Gi) যেহেতু বীজদ্বয় উভয়ে খণাত্মক s. *+1-খণাত্মুক s. -2= ধণাত্মক 


» $= ধনাত্মক । -. ও b একই fore হইবে | 
'_ আবার, «= ধনাত্মক। .'. = ধনাত্মক । +". a, c একই চিহ্যযুক্ত | 
pH à, b, c একই fomes হইলে বীজদ্য় উভয়ে খণাত্মক হইবে | 
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(ii) যেহেতু একটি বীজ ধনাত্মক এবং অপরটি খণাত্মক, স্থতরাং «f খণাত্মক 


h i-e | ^. a, 6 বিপরীত চিহ্যুক্ত হইবে | 
উদ্দা. 8. নিয্নলিখিত সমীকরণগুলির বীজহয়ের প্রকৃতি কিরূপ হইবে ? 
(i) 3z22—7e+3=0 (ii) 4z?2+5e+3=0 
(iii) 32*—8z-c-4-0 (iv) 9z?--19:--4—0 


(i) এখানে নিরূপক=(- 7)? —4.3.3—49— 36— 13 
নিরূপক ধনাত্মক কিন্তু পূর্ণবর্গ নহে। সুতরাং বীজদয় বাস্তব, অসমান ও অমূলদ d 
(i) এখানে নিরূপক —(5)! —4.4.3—925—48— —23 
নিরূপক খণাত্মক | স্থৃতরাং বীজদ্বয় কাল্পনিক ও অসমান । 
(0) এখানে নিরপক- (-৪)_4.8.4- 64-48-5106. (4)? 
নিরূপক ধনাত্মক, পূর্ণবর্গ। সুতরাং বীজদয় বাস্তব, অসমান ও মূলদ | 
(iv) এখানে নিরূপক- (12)-_-4.9.4- 144 144 - 0 
নিরপক শূন্য । স্থৃতরাং বীজছয় বাস্তব, সমান ও মূলদ | 
উদ্বা. 4. প্রমাণ কর ৫, b, ০ বাস্তব ও মূল হইলে 
(৮+০০-৫+৮+০)০+-৫-০ সমীকরণের বীজগুলি মূলদ হইবে 1 
[U. U. 47] 

এখানে নিরপক-1-(৫+৮+০))2 — 4a(b +e) 

= (a (b4- c))$ — 4a(b +c) 

— (a - (b-F c))* — (a — b — 0) =Ñ পূৰ্ণবৰ্গ রাশি 1 
n বীজদয় মূলদ । 
Spl. 5. %-এর মান কত হইলে 3r? +4mz+-92=0 এবং 22? +3z —9—0 

সমীকরণদ্বয়ের একটি সাধারণ বীজ থাকিবে? 
মনে করি, উভয় সমীকরণের একটি সাধারণ বীজ “০ সুতরাং < দ্বারা সমীকরণদ্বয় 
সিদ্ধ হইবে। 
+ 8<2+4m<+92=0 


9x3+3<—9=0 
ইহা হইতে বজ্গুণন করিয়া পাই, 
৪86 SNO M — (8m -4- 6) cina 
—8m-6 4+6 9—8m 2101, — 8m 


` —(8m-6(9—8m)-(10)? x, (8m-6)8m—9)—100 
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বা, 64m? —94m-—154—0 বা, 32m? — 19m — TT = 0 

বা, 39m? —56m-r44m-— 71—0 বা, 8m(Am—'7)4-11(4m — 7)— 0 
বাঁ, (4m — T(8m-- 11)-0* Some-tow SP 8; ik 

+, সমীকরণছুয়ের একটি সাধারণ বীজ থাকিবে যখন m=+ বা, 28 হইবে। 
Sql. 6. . যদি ৫০৪+৪০+-০-0 এবং &০৯+-০০+-0 সমীকরণদ্য়ের একটি 


সাধারণ বীজ থাকে, তবে হয় ৫4+4+০=0 অথবা a=b=c RA | 


মনে করি, « উভয় সমীকরণের সাধারণ বীজ 
ax3 --b« +c=0 
bx? Tocka-0 
q? x 18 


i aio cai. sab 
^. (৪০--৫৯)০-(৫৮--০৪)(০%-02) 
বা, 530? — 9a? bc a* — a*b6— ac? — ab? 4p b? c? 
©, a*-abi-ac?—3afbe-Q বা, ala? +b? +03 — Sabe) - O 
E: axo A a jc — Sabe 0 
AMO (a+b+ Xa? 3c b3 ae c? — ab — bc ca) - 0 


বা, (a4-b4-c(2a? +20? +20? — 2ab — 95e + 2ca) — 0 
[ 2 দিয়া উভয় পক্ষকে গুণ করিয়া ] 


বা, (৫+৮+6)19% — 2bc-F c? +e? — 9ca-- a? +a? — 2ab--5*] — 0 
বা, (৫+০+০09-০৮+(০-)+(৫-%)51-0 
0088, ৫+৮+০-0 
অথবা, (-০)০+(০-4)%+(৫-7)8-0 
যেহেতু তিনটি অংশই ধনাত্মক, কিন্তু ধনাত্মক রাশির সমষ্টি কখনই শূন্য হইতে 


MOON aput er vr n 
(b— ০)2-0 বা, b—c=0 . bc 
(c—a)—-0 বা, c—a-20 c=a 
(a—b)*—-0 বা, a—b=0 a=b 
a=b=c 


iu: 7 E z'-pr--q—0 সমীকরণের বীজন্বয় বাস্তব ও অসমান হয়, তবে C 
প্রমাণ কর যে 2৮৪ _4(14?)৮+ (p? -- 94? -- 2) 0 সমীকরণের peas কাল্পনিক 
হইবে। 

যেহেতু af +pz+q=0 সমীকরণের বীজছয় বাস্তব, স্থৃতরাং নিরূপক p? — 407.0 
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দ্বিঘাত সমীকরণের ws 
এখন অপর সমীকরণের নিক্বপক-1--4(14%9 — 4.209429 +2) 
=16(1+9g+q%)— 8(p? +9q° +2) R^ 
eor he 72972) 
=8(4q—p°)<0 [. p*— 4q>0] 
যেহেতু নিরূপক খণাত্মক, সুতরাং বীজদ্বয় কাল্পনিক | 
উদ্দা, ৪. মনে কর /(%)=৭%£ +১০4০, যেখানে a, b, ০ বাস্তব রাশি I 

(a) নিম্নলিখিত ক্ষেত্রগুলিতে/৫)-0 সমীকরণের বীজগুলির প্রকৃতি সম্বন্ধে কি 

c=0, 0x0 (iii) b=c=0,a#0; 


বলিতে পার ? 
So (ii) 
দেখাও যে /)-0 এর উভয় বীজই বাস্তব অথবা! 


(): 570, ৫০১, 


( 


(iv) a=0,be=0 
(b যদি ৫৯0 হয়, 
উভয়ই কাল্পনিক হইবে। 
(c) যদি বাস্তব হয়, তবে ঘখন 0=2, b= —4:6 ০-10, তখন) এর 
লঘিষ্ঠ মান নির্ণয় কর। * ‘[C. U. ^52] 
(a) fiz)-0, অর্থাৎ ৫০+৮০+০-০ 1৮ 
44112148152 
(i) যেহেতৃ-০- ০, az? 4-c—0 z +V 5 
যখন ac<0 a c বিপরীত fesye হইবে। *'* -sajas 
s. ৰীজদ্বয় বাস্তব, সমান কিন্তু বিপরীত চিহ্ন হইবে। 
যখন ৫০৯৯০, a, একই চিহ্ন যুক্ত হইবে। S. -+= tas 
sS বীজদ্বয় কাল্পনিক হইবে। 
(i) c=0 হইলে ৭%*+১%=0 so æ(ax+b)=0 
az+b=0 .. z=- ab 0) 
b 
£ হইবে । অর্থাৎ 


"B= 0, বাত 
০=0, ০৮৮৫০ হইলে একটি বীজ শূন্য ও অপর বীজ — 


বীজদ্বয় বাস্তব ও অসমান হইবে। 
Gii) ৮-০-০, a#0 হইলে az*-0 বা, 2*—0 
অর্থাৎ ৫-এর মান্য শূন্য) স্থতরাং উভয় বীজই ME | 


উচ্চতর মাধ।মিক গণিত 


(if) a=0 হইলে, &০+০-0 -'. 2৮ ০৮ (১১ ৪০৯০) 


স্থুতরাং এক্ষেত্রে একটি মাত্র বীজ EL হইবে। 


(b) মনে করি, বীজদ্বয় <, 9 <+8= —2, লা 
মনে করি, যদি সম্ভব হয় < বাস্তব এবং কাল্পনিক । 
একটি বাস্তব রাশি+একটি কাল্পনিক রাশি — = একটি বাস্তব রাশি 


a 


['." a b বাস্তব ] 
আবার, একটি বাস্তব রাশি x একটি কাল্পনিক রাশি = == একটি বাস্তব রাশি 


[°° a, c বাস্তব ] 
কিন্তু ইহা হইতে পারে না। 
স্কৃতরাং উভয় বীজ বাস্তব অথবা কাল্পনিক হইবে 1 
(c) f(z)&az? -Fbx--c 


b c b b? [d b? 
ear) erroe (b) 
[ s RP afe T "n 92a. a a 
4a 


l rjal) + 


ez সর্বদাই ধনাত্মক | ইহার লঘিষ্ঠ মান 0। 


Lips 
^ f(a) এর লথিষ্ঠ মান £4 8" 
4a 
4-9,b— —4,c—10 হইলে f(x) এর লঘিষ্ঠ মান 
=4:2.10-(-4)* 80—16 64 g 
4.9 8 Sm 
Exercise 9A 


1. নিয্ললিখিত সমীকরণগুলির বীজগুলির প্রকৃতি নিরূপণ কর : 
(i) 2০১-6০+৪-০ (ü) ০৪-%৮+19-0 

(ii) 832? +55 +4=0 (iv) 16z2=25 

2. দেখাও 992? +100%= 101 সমীকরণের বীজদ্বয় বাস্তব 1 


b 


দ্বিঘাত সমীকরণের wq 


8. দেখাও যে 22? --3z--5-— 0 সমীকরণের বীজদ্বয় কাল্পনিক 1 

4. দেখাও যে 9z2—5z--9= 0 সমীকরণের বীজদয় TA | 

5. যদি a?—(3a—1)c--2a*--2a —11- 0 সমীকরণের বীজদ্বয় সমান হয়, 
তবে ৫-র মান কত হইবে? 

6. z?--pz--8—0 সমীকরণের একটি বীজ 4 এবং z°+pe+q 
সমীকরণের বীজদ্বয় সমান । ৫-র মান কত? [C. U 

7. %-এর মান কত হইলে z2— 9054 9ma+3(7+10m)=0 সমীৰ 
বীজদ্বয় (i) সমান ও (ii) পরম্পর অন্যোন্যক হইবে? [0.0 

8. প্রমাণ কর 3০৪--৪৮+%-0 সমীকরণের কোন বাস্তব বীজ 
পারে না। 

9. প্রমাণ কর যদি a=5 না হয়, তবে x? + 9(8a + 5)z + 9(9a? + 9 
এর বীজদ্বয় কাল্পনিক হইবে। [BN 

10. প্রমাণ কর a,b বাস্তব হইলে (+০)0০+/)-৫/০৪-এর বীজঘয়| 
বাস্তব হইবে। 

11. ০০৪4-82-51 এবং az--by= 0 সমীকরণদ্বয় হইতে %-এর যে 
পাওয়া যাইবে, তাহারা সমান হইবে যদি ৫+-] হয়। 

12. (a*—bc)z?-F9(b* —ca)z--(c* —ab)— 0 এর বীজদ্বয় সমান 
প্রমাণ কর, হয় b=0 অথবা» a? +b? + c? = 3abc হইবে। 

13. কি-শর্তে ₹ঃ4+%%-49=0 সমীকরণের (i) একটি বীজ শূন্ত (ü) উভয় 
শূন্য হইবে? 

14. কি শর্তে ০৮৭4-৮4-০০ "i 
(ii) %-তম মূল হইবে? 

15. প্রমাণ কর (z — a)(z — b) 
Jaa বাস্তব কিন্ত সমান হইবে না, যদি 

16. (9-০)৮৪+(০-%)০+(৮-৮)-০ সমীকরণে 
প্রমাণ কর, a, b, c সমান্তর শ্রেণী গঠন করে। 

17. যদি s?+pr+q=0 ও %৪+-12+%-0 সম 
সাধারণ বীজ থাকে, তবে সেই বীজ (pq —pq)(q—q) অথব 
হইবে। 

18. z*-bz-Fca-0 ও z*-Fez-Fab- 0 সমীকরণদ্বয়ের একটি স 


A uw 


জর (i) 


6৮ 
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আছে। প্রমাণ কর উহাদের অপর বীজগুলি ছারা %4-+0০-0 সমীকরণটি সিদ্ধ 
হুইবে। 100. U. '58] 
19. প্রমাণ কর (q—r)z?+(r—p)e+(0—q)=0 এবং 
(r— pix? +(p—qa+(q—r)=0 সমীকরণদ্বয়ের একটি সাধারণ বীজ আছে। 
20. fü ৫+৮+০-0 হয়, তবে প্রমাণ কর z? -+ae+be=0,2%+be+ ca 
—0 এবং ৪৪+০০+৫)-0 সমীকরণ তিনটির মধ্যে যে কোন দুইটির একটি সাধারণ 
বীজ আছে। 
21. প্রমাণ কর (at -+b4)z2 +40০2 4(2447-৫4)50 সমীকরণের বীজদ্বয় 


বাস্তব হইলে উহার! বিভিন্ন হইতে পারে না। [Pat. 46) 
22. যদি ০০+-+-0 এবং ০+৫৮+%0 সমীকরণদ্বয়ের একটি সাধারণ 
বীজ থাকে, তবে প্রমাণ কর p=q অথবা 77741 -0 হইবে। [H. S. '68) 


28. ঠ৮+-৮৮+০৯০ সমীকরণটির বীজগুলি < এবং 8 হইলে দেখাও যে, 
&৪+-৮৮+-০- 8(৮--৭)(-:8) 7 এবং ইহা হইতে দেখাও যে, ৮-এর মান বাস্তব 
হইলে নিয়লিখিত maa রাশিমালা ঠ:৪-+-/০+০-এর মান কখনও খণাত্মক 
হইবে না। (D) < এবং 19 বাস্তব ও সমান হইলে এবং (1) < এবং B কাল্পনিক হইলে d 

852) 

24. a, b, c বাস্তব হইলে az? +be+e=0 সমীকরণের বীজগুলির প্ররুতি 
নিম্নলিখিত ক্ষেত্রে কিরূপ হইবে তাহা নির্ণয় কর £ 

(i) ৬২4৫০, ৫১4৫০, ০৯০ (ii) L*24ac, ab>0, ৫০৯৯০, 

[H. S. '69] 

25. মনে কর /(z)—az*-Rbz--c-(z— «)a--R, যেখানে fe) একটি 
faato রাশি এবং (m) কে z — = দ্বার] ভাগ করিলে ভাগফল 0 ও ভাগশেষ R su, 
যেখানে < একটি সংখ্যা । দেখাও যে, 

(a) Q=a(z+<)+)b এবং R= (<) 

(b) < যদি f(z)e0 দ্বিঘাত সমীকরণের একটি বীজ হয়, তবে Q ও R এর মান 
[ (a) হইতে ] হইতে দেখাও যে, 

(ü) @- a) দ্বার Sa) সম্পূর্ণরূপে বিভাজ্য ; 
(ü) f()=0 এর দুইটি ভিন্ন বা সমান বীজ থাকিবে ; এবং 


(i বীজদ্বয়ের সমষ্টি -& হইবে। 


2 ye e — 


দ্বিঘাত সমীকরণের তত্ব 93 . 


দ্বিঘাত রাশির উৎপাদক (Factors of the Quadratic Expression) 
মনে করি, দ্বিঘাত রাশি az? +ba + 
মনে করি, az? +bz + e= 0 সমীকরণের বীজদ্বয় <, B 


E pute. এবং <8=° 
a a 


এখন ৫০৪+8০+০-4(55+4545) 
= aja? — («+ B)e + <B}= als — (x — B) 

Laga: fate সমীকরণ এবং fano রাশিমালার মধ্যে পার্থক্য তোমরা 
অবশ্যই লক্ষ্য করিবে। দ্বিঘাত সমীকরণে এ-এর দুইটি নিদিষ্ট মান থাকিতে পারে। 
কিন্ত fate রাশিমালায় ৮-এর যে কোন মান হইতে পারে। ] 

দুইটি দ্বিঘাত রাঁশিমালার একটি সাধারণ উৎপাদক থাকিবার শর্ত 
(Condition for a common factor of two Quadratic Expressions) 

আমরা পূর্বেই দেখিয়াছি ৫০৯+৮০+০ এর একটি উৎপাদক ৫+৮+০-0 
সমীকরণের একটি বীজ হইতে পাওয়া যায়। স্থতরাং ০০৯+%৮7+০ এবং 
4০২4৮০4০ বাশিমালাদ্য়ের একটি সাধারণ বীজ থাকিবে যদি ৫*+৮০+০-০ 
এবং ৪২+৮০+০৯০ এসমীকরণদ্বয়ের একটি সাধারণ বীজ থাকে । এবং ইহার 
শর্ত (bc — b'c(ab' — a'b) = (ca — c'a)? £u পূর্বেই নির্ণয় কর! হুইয়াছে। 

৮ ও y দুইটি অজ্ঞাত রাশিবিশিষ্ট দ্বিঘাত রাঁশিমালার উৎপাদক 
(Factors of the General Quadratic Expression in + and y) 

z, y বিশিষ্ট সাধারণ fato রাশিমালার আকার নিম্নরূপ £ i 

az? + 9hay + by + 99x + 2fy +c 
এখানে ৪, b, ০, f, 9, h rmm | ইহাকে নির্দিষ্ট শর্তে দুইটি একঘাত উৎপাদকে 


বিশ্লেষণ কর] যায় 1 
এখন ৫৪4272+-৮5+-2/৮+2/4+-০-0 সমীকরণটিকে %-এর দ্বিঘাত 
সমীকরণরূপে সাজাইয়! পাই, 


az? + Ahy + 9)e + (by* +9fu+c)= 0 


„= cuo) Jy ayi 2fu-F c) 
Q 


[ লৰ ও হরের 2 কাটিয়া যায় ] 
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পূর্ব নিয়মে, ৫৮১+-27284+088479191/46 
= [| tat Vut) aby tafu +0) 
U 


x fapte to Jy zay" +3/y+ o) 
a 


স্থতরাং প্রদত্ত রাশিমালার লব্ধ উৎপাদ্রক্বয় একঘাত উৎপাদক হইবে যদি 
(hy +g)? — alby? +2fy +c) একটি পূর্ণবর্গ হয় অর্থাৎ (2 -_b)y* + 2(gh— af)y 
+(/-%) একটি পুর্ণবর্গ রাশি হয়। এবং ইহার পূর্ণবর্গ হইবার শর্ত হইল 

190/-%/))৯-4(/2-4)09১-৫০)- 0 

al, (gh —af)* — (h* — aby? — ac) 

বা, g?h*-ra?*f? — 9afgh —g* h* — ach? — abg? + a*bc 

বা, a?*bc-F92afgh — a*f* — abg? _ ach? = 0 

বা, abc 4- 3fgh — af* —bg? —ch? = 0 

ইহাই নিৰ্ণেয় শর্ত। 


রাশিমালার foz (Sign of the Expression) 
az*--bz--c রাশিমালার fom ar?-Rbr--c—0 সমকরণের বীজের প্রকৃতির 
উপর নির্ভর করে | 
যদি <, B এই সমীকরণের বীজ হয়, তবে 
ax? +bz + c= a(z — <)(z — P) 
(a) মনে করি, * ও বাস্তব ও সমান অথাৎ «= 
`, ax* --bz 4- c a(z — «Y — B) - a(z — «Ys — x) a(z — «)* 
` saxo ধনাত্মক রাশি 
স্থতরাং ৫-র যে fen az? + bz + e-aqe সেই চিহ্ন UZTA | 
: (9. মনে করি, « ও 8 কাল্পনিক। 
মনে করি, <=p+ig, B-p-ig 
` azi-q bz om ajz — (p-Fig)iz — (p — iq) 
7 al(z — p) iq — p)-- iq] = afz- p)* — i*o*! 
= a((z — p)! -Fq?] =a x একটি ধনাত্মক রাশি 
স্থতরাং এর যে চিহ্ন ৫০*+৮০+০এরও সেই চিহ্ন হইবে। 
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(c) মনে করি, < ও B বাস্তব ও অসমান। 
(i) z যদি < ও B-x মধ্যে থাকে,এবং যদি <<< হয়, তবে z— < ধনাত্মক 

এবং ৮-8 খণাত্মক। কিন্তু যদি << হয়, তবে c—« ঝণাত্মক এবং 29 
ধনাত্মক । যে কোন ক্ষেত্রে (z— <)(a— B) খণাত্মক হইবে। সুতরাং a(z — «)(z — B) 
ধনাত্মক অথবা ANAF হইবে যদি a যথাক্রমে ANAF অথবা ধনাত্মক হয়। 

wq ৫০৪+4-৮০+4-০-এর চিহ্ন ৫-র বিপরীত PEE হইবে | 

Gi) = যদি ও B-A মধ্যে অবস্থান না FTA | 

যদি c, < ও B উভয় অপেক্ষা বড় হয়, অর্থাৎ > এবং 278 

তাহা হইলে z — < এবং z— B উভয়ে ধনাত্মক । 

যদি c, < ও B উভয় অপেক্ষা ছোট হয়, অর্থাৎ z<<, z<B 

তাহা হইলে e—a এবং z — B উভয়ে ঝণাত্মক | 

যে কোন ক্ষেত্রে (z— X)z—B) ধনাত্মক gal স্থতরাং a(z— )(%- B) 
ধনাত্মক epa] ANAF হইবে যদি ৫ যথাক্রমে ধনাত্মক অথবা খণাত্মক হয়। 

সুতরাং az? bz + caq চিহ্ন, এ-র মত হইবে। : 

দ্রষ্টব্য ? ইছা হইতে আমরা বুঝিতে পারি যে, z এর সমস্ত বাস্তব মানেই 
az যে চিহ্ন হইবে ৭৫২4৬৮4০ রাশিটিরও সেই চিহ্ন হইবে। কেবলমাত্র যখন 
ax*--bz--c—0 সমীকরণটির বীজদ্বয় বাস্তব ও অসমান হইবে এবং গু এর মান 
বীজদয়ের মানের মধ্যবর্তী কোন মান হইবে তখনই রাশিটির চিহ্ন এর যে রি তাহার 
বিপরীত চিহ্ন হইবে। 

দ্বিঘাত রাশির মান (Magnitude of the Quadratic Expression) 


as? paseo [t n7) mafe? +a. at i. +£- (2)) 


ss. a) +; Q) 
+2)" +t- b? হিল? 
(i) “=Q a ধনাত্মক | 
(2) পর্ণবর্গ বলিয়া raa যে কোন বাস্তব মানে উহা ধনাত্মক অথবা 
শূন্য হইবে। 


(rem) 20 
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(1) হইতে পাই, ৫০০+৮+০ এর মান — — ser _&: অপেক্ষা কখনও কম 


হইতে পারে না৷ হয়, Lo * অপেক্ষা বেশী অথবা সমান (যখন z+ 5 =0) 


se tac এবং তখন == — ০ 


c. ৫০০+৮০+০ এর জঘিষ্ঠ (বা অবম ) মান £21- m 


এক্ষেত্রে গরিষ্ঠ (চরম ) মান নির্ণয় করা যায় না। 
Gü) মনে করি, a খণাত্মক | 


(42) ধনাত্মক বলিয়া এ(*+4)* ধনাত্মক হইবে (.'. ৫ খণাত্মক ) । 


— b2 Ü: 
অতএব (1) হইতে পাই ৫৮৯+-৮৮+০-এর 'মান কখনও চি D" অপেক্ষা বড় হইতে 


—h2 
পারে না। হয় £450: অপেক্ষা কম অথবা সমান ( যখন ০7280) হইবে। 


০:০২+৮০+০-এর গরিষ্ঠ (চরম) মান হুইবে k এবং তখন 
উদ্দা. 1. % বাস্তব হইলে 22? _ 3z -- 2 এর চিহ্ন কিরূপ হইবে? 
92 324+ 2= At — Fe +2) = 202 — 2.0.8 + (B+ 1-H} 
=Å- + 35792(7—3* i 
x বাস্তব (c—$)* ধনাত্মক | ১১0৮-$)১+5 ধনাত্মক ! 
৮ এর যে কোন বাস্তব মানে প্রদত্ত রাশিমালা ধনাত্মক হইবে। 
Spl. 2. প্রমাণ কর ৪-এর যে কোন বাস্তব মানে 85 _62+8 কখনও 9 
অপেক্ষা ENS হইতে পারে না। [C. U. 135] 
—62--8— 3(7* — 32-1) 67 3(c — 1? +5 
z«44 যে. কোন বাস্তব মানে (০-1)২ ধনাত্মক | স্থতরাং প্রদত্ত রা শর মান 
5 অপেক্ষা কম হইতে পারে না। 
z?--84r - 


Bal. 3. = বাস্তব হইল প্রমাণ কর 5872৮ 1 এর 5 ও 9-এর মধ্যবতী 
কোন মান থাকিতে পারে না। (C. U. '54) 
2 
যনে করি, y= 3940770 
Ry z*-F9r—' 
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বা, w(z*--2r—7)—2?-F84z— 71 
বা, (y—1)*-F9(y—17)s t (71— Ty) - 0 
ইহা ৫-এর একটি দ্বিধাত সমীকরণ | c বাস্তব বলিয়া ইহার নিরূপক ধনাত্মক 
অথবা শূন্য হইবে। 
4(y —17)* — 4(y- 1)(71— 7y)20 
al, y*—34y--989— 78y4- 7y? 1৭1৯0 
বা, 8y*—112y-4-36020 বা, y*—14y-4520 
বা, (y—5Xy—9)20 
9-43 মান 5 অপেক্ষা ছোট হইলে উভয় উৎপাদক ঝণাত্মক হয়, we গুণফল 
ধনাত্মক। আবার %-এর মান 9 অপেক্ষা বড় হইলে উভয় উৎপাদক ধনাত্মক হয়, 
"rests গুণফল ধনাত্মক অর্থাৎ নিরূপকটি ধনাত্মক হয় i 
যখন &-এর মান 5 অথবা 9-এর সমান তখন নিরূপকের মান শূন্য হয়। 
আবার যখন y এর মান 5 অপেক্ষা বড় কিন্তু 9 অপেক্ষা ছোট হয় তখন (y— 5) 
ধনাত্মক এবং (y—9) attari স্থৃতরাং উহাদের গুণফল খণাত্মক অর্থাৎ নিরূপক 
ANAF | 
স্থতরাং % বাস্তব হইলে y এর অর্থাৎ প্রদত্ত রাশিমালার মান 5 এবং 9-এর মধ্যে 
থাকিবে না। 


Gel. 4. যদি z বাস্তব হয়, তবে দেখাও যে 28274 রাশিটির মান? এবং 


7-এর মধ্যে থাকিবে। [C. U. 149] 


wr EH 


yle? 4- 8x 4-4)— 2? — 8244 
বা, (y— 1)? --3(y-1)z-4(y— 1) 7 0 ; 
ইহা v-a একটি দ্বিবাত সমীকরণ | z বাস্তব বলিয়া ইহার নিরূপক ধনাত্মক 


অথবা শূন্য হইবে | 
9/+1)-16(8-1)১৮০ বা, -—7y*4-50y-720 
বা, — (Ty? —50y--7)20 বা, -(6/-1)/-7)৯০ 
বা, -7-+-7)>0 বা, 7-+)-%)০ 


এখন %-এর মান + অপেক্ষা ছোট হইলে উভয় উৎপাদকই ANAF হয়। exis 
উহাদের গুণফল ধনাত্মক | আবার &-এর মান 7 অপেক্ষা বড় হইলে উভয় উৎপাদকই 
ধনাত্মক হয়। xh উহাদের গুণফল ধনাত্মক | 

উঃ মাঃ গণিত (qe) —7 
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যখন &-এর মান + অথবা T, তখন নিরূপকের মান শূন্য । আবার যখন &-এর মান 
$ অপেক্ষা বড় কিন্তু 7 অপেক্ষা ছোট হয়, তখন (/-+)ধনাত্মক few (y— 7) খণাত্মক। 


অতএব গুণফল SITIS | 

অতএব z বাস্তব হইলে %-এর অর্থাৎ প্রদত্ত রাশিমালার মান ক এবং 7-এর মধ্যে 
থাকিবে। 

22 + 55+2 

wi. 5. দেখাও যে % বাস্তব হইলে DID রাশিটির যে কোন বাস্তব 

মান থাকিতে পারে। 
_ 9z*+5z+2 
মনে করি, /-3257545452 


y (82? + 42+ 1)= 22* + 5z+ 92 
বা, (8y—2):*--(4y— 5)c (y -2)-0 
ইহ| % এর একটি fe pe সমীকরণ | যেহেতু % বাস্তব। স্থতরাং ইহার নিরূপক 
৯০ হইবে। > 
| (4y— 5)? — 4(8y — 2 — ৪)৯০ 
বা, 16y?—40y--25—12y* -32y — 1670 
বা, 4y?—8y+9>0 বা, y*-2y4-$20 
বা, (8-1)++৯০ 
যেহেতু (y-1)* পূৰ্ণবৰ্গ রাশি, সুতরাং y এর যে কোন বাস্তব মানেই ইহা 
ধনাত্মক | অতএব y এর যে কোন বাস্তব মানেই (y — 1): +$ রাশিটি সতত ধনাত্মক 
হইবে। 
অতএব z বাস্তব হইলে, %-এর অর্থাৎ প্রদত্ত রাশিমালার যে কোন বাস্তব মান 
হইতে পারে। 


2 
Sal. 6. ০ এর বাস্তব মানে 7,5137 9. চরম ও অবম মান নির্ণয় কর। 


z*-F9r4-3 
[H. S. 65] 
_571427+9 
ahi TE: 
বা, wz*-2z--3)— 2? 4144-9 
বা, (y-1)z* -9(y— T) -(3y —9)- 0 Sar ca) 


যেহেতু z বাস্তব, g salt এই faro সমীকরণের নিরূপক৯০ হুইবে। 


মং. 
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(y-7)-(y-1(8y-9)20 বা, —2y°-2y+40>0 
বা, y'!^-y—20«0 বা, (y--5(y—-4)«0 
y এর মান —5 অপেক্ষা ছোট হইলে উভয় উৎপাদক খণাত্মক হয়; স্থতরাং 
উহাদের গুণফল ধনাত্মক হয়। আবার %-এর মান 4 অপেক্ষা বড় হইলে উভয় 
উৎপাদক ধনাত্মক হয়। সুতরাং উহাদের গুণফল ধনাত্মক হয়। 
যখন y এর মান — অথবা 4 হয় তখন নিরূপকের মান Mg হয়। স্থৃতরাং দেখা 
যাইতেছে c বাস্তব হইলে yes মান — 5 হইতে 4 পর্যন্ত যে কোন মান হইতে পারে | 
স্বত্রাং এ-এর বাস্তব মানের জন্য y এর অর্থাৎ প্রদত্ত রাশিমালার চরম মান 4 এবং 
অবম মান — 5 হইবে। 
[ARIS y এর চরম ও অবম মানের জন্ত ৫ এর অনুরূপ মান পাওয়া যায়। 
যখন y-4, (1) হইতে পাই, 
322 —6z--3-0 বা, z!—92z4-1—0 
বা, (2-1): =0 3.2251 
যখন = —5, (৫) হইতে পাই, 
—6:*—94z—94-0 বা, zt+4z+4=0 
বা, (z4-2)!—0 বা, == -2 
স্থতরাং c—1 হইলে রাশিটির চরম মান 4 পাওয়া যায় এবং z = —2 হইলে 
রাশিটির অবম মান — 5 পাওয়া যায়। ] 
Exercise—10 
z বাস্তব হইলে নিম্নলিখিত রাশিগুলি কিরূপ চিহ্নবিশিষ্ট হইবে? : 
1. 9z2—5z+6 2. 19:—382:*—165 
3. দেখাও যে z বাস্তব হইলে 4%4+7- 3z* এর মান কখনও 38 অপেক্ষা 
বড় হইবে না। 
4. ৩ এর মান.কত হইলে 2০*+৮০-৪ খণাত্মক হইবে? ইহার sf 
মান কত? P [C. U. '50] 
5. দেখাও যে z এর বাস্তব মানের জন্য 1072 - 172-3 সর্বদাই ধনাত্মক, 
যদি না, + এবং & এর মধ্যবর্তাঁ হয়। 
6. দেখাও যে z এর বাস্তব মানের জন্য (z — 1(z — 2s — 3(x— 4)--5 
সদাই ধনাত্মক | 
7. a বাস্তব হইলে 3—90z—967* রাশিটির সর্বাধিক মান এবং z এর 
অমুরূপ মান কত হইবে? (H. S. ^10] 
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8০7-882-86 
z2 + 9z— T 


মধ্যবর্তী কোন মান হইতে পারে না। [9. U. ^49] 
2 এ 
9. এ বাস্তব হইলে,প্রমাণ কর 2° T 32 H 


8. xf % বাস্তব'হয়, তবে প্রমাণ কর এর 7 ও 11 এর 


Zil ag মান 2 এবং 6 এর মধ্যে 
9(z —3) 


থাকিতে পারে না। [H. S. "67) 


z*—29z-4 1 
— PE ৪ এ এর মধ্যে 
10. প্রমাণ কর Ëz এর বাস্তব মানে 79544 এর মান বং a 


থাকিবে। [C. U. '85) 


— anata 1 এবং — y এর মধ্যে 
11. z বাস্তব হইলে প্রমাণ কর ., 7, এর মান 1 এবং — dr 


থাকিবে। [H. S. (Comp.) '61] 
12. ç বাস্তব হইলে প্রমাণ কর (০-1)+-81 এর মান $ এবং 1-এর মধ্যে 

ৰ (z — 2Y(c + 4) T l 
থাকিবে ন|। ; 


18. c বাস্তব হইলে m রাশিটটির গরিষ্ মান নির্ণয় কর। 


[H. S. '65] 
: 9x? --4x--1 
14. c বাস্তব*হইলে প্রমাণ কর ITE এর যে কোন বাস্তব মান 
হইতে পারে। [B. U. 62] 
15. যদি ç বাস্তব এবং 1<a<3 হয় দেখাও যে usa d t M যে কোন 
৫+-৮--9% 
বাস্তব মান হইতে পারে। 
9 
16. প্রমাণ কর z এর বাস্তব মানে L^ — b বাঁশিটির যে কোন বাস্তব মান 
l-z 142 
হইতে পারে, যখন a ও b বাস্তব। 
s ; 
17. এ বাস্তব হইলে 2,551 রাশিটির গরি ও লঘিষ্ঠ মান নির্ণর কর । 
[H. S. '61] 


62? — 22r +21 
718. ——— 
দেখাও যে z এর বাস্তব মানের জন্য DT 4+ 17 এর গরিষ্ট ও af 


O মান যথাক্রমে $ এবং 1 এবং z এর NER মানগুলি যথাক্রমে 1 এবং 2 | 
er . [C. U. '44) 


রিল... 
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19. প্রমাণ কর রাশিমালা ০৪+2১০+০৯- অথবা -(০+6) হইবে, যদি 
৪+-2৮৮+০৯০ সমীকরণের বীজদ্বয় যথাক্রমে কাল্পনিক, সমান অথবা বাস্তব হয় 1 

20. দেখাও যে, যদি ২ +9(a+b+c)z+3(ab+be+ ea) একটি পূর্ণবর্গ রাশি 
হয়, তবে a=b=c 


g? -wtp 


21, যদি p>1 হয়, তবে দেখাও যে % এর বাস্তব মানে TII SS DE 


মান ও zti এর মধ্যে থাকিবে। 


22. কোন, শর্তে az?-F2hzy-Fby? রাশিমালার y— mc এবং myte 
আকারের দুইটি উৎপাদক থাকিবে? 

23. ৫-র মান কত হইলে 4০৪ _ 19zy-- 4y? -F4z — 9(3—a)y —4 কে দুইটি 
একঘাত উৎপাদকে বিশ্লেষণ করা যাইবে? 

24. কি শর্তে ax*-F9hzy--6y* এবং &৮২1912/10/5 রাশিদয়ের 
যথাক্রমে y — ma ও 77/4-% আকারের উৎপাদক হইতে পারে? 

25. যদি az?-Eby?-Fez*-F2ayz--9bzz--F9evy কে দুইটি একঘাত 
উৎপাদকে বিশ্লেষণ করা যায়, তবে প্রমাণ কর যে, a? +584 ০8 = 8৫9০ 

26: c বাস্তব এবং p এর 1 ও ? এর মধ্যবর্তা যে কোন মান হইলে, প্রমাণ 


7৮48০ — 
e বে rie sint £ এর যে কোন বাস্তব মান হইতে পারে | 


27. প্রমাণ কর যে % এর বাস্তব মানে aq যে fm, ৫৮৭+০+০ এর সেই 
চিহ্ন হইবে, কেবল যদি aw? Fbs +e=0 সমীকরণের বীজদ্বয় বাস্তব ও অসমান এবং 
2 এর মান এ বীজদ্বয়ের মধ্যবর্তী হয় তবে সেক্ষেত্রে হইবে না। [C. 0. 58] 

28. যদি % বাস্তব হয়, তবে দেখাও যে 2:—2?—3 রাশিটির — «c হইতে 
_ পৰ্যন্ত যে কোন মান হইতে পারে, কিন্তু - হইতে +e পর্যন্ত কোন মান 
থাকিতে পারে না। 


অষ্টম eene 
fast ৫ সমবায় 


(Permutations and Combinations) 


বিন্যাস? কতিপয় বস্তুর সবগুলিকে লইয়া বা কয়েকটি করিয়! লইয়া বিভিন্ন 
প্রকারে সাজাইলে প্রতি প্রকার সাজানোকে (arrangement) এক একটি বিন্যাস 
(Permutation) বলে | 

a ও b এই দুইটি অক্ষরকে ab এবং ba এই ছুই প্রকারে সাজান যায় । a, b, ০ 
এই তিনটি অক্ষর হইতে প্রতিবার দুইটি করিয়া লইলে ab, ba, ac, ca, bo, cb এই 
6 প্রকারে সাজান যায় । আবার সবগুলিকে এক সাথে লইলে abe, acb, bac, bca, 
cab, cba এই 6 প্রকারে সাজান যায়। স্থতরাং উভয়ক্ষেত্েই 6টি করিয়া বিন্যাস 
হুইবে। 

সমবায় £ কতিপয় বস্তুর সবগুলিকে লইয়া বা কয়েকটি করিয়া! লইয়া যে বিভিন্ন 
দল বা মণ্ডলী (group q) selection) গঠন করা যায় তাহাদের এক একটি দল বা 
মণ্ডলীকে এক একটি সমবায় (Combination) বলে। a'S b দ্বারা ab এবং ba 
দুইটি বিন্যাস হইলেও তাহারা৷ একটি দল । স্থতরাং সমবায় একটিই । a, b, ox তিনটি 
ৰা দুইটি করিয়া বিন্যাস করিলে 6টি বিন্যাস হয় কিন্তু সমবায় একটিই garal সমবায় 
সম্বন্ধে বিস্তারিত তথ্য পরে দেওয়া! হইবে। š 

একটি প্রয়োজনীয় বিষয় (An Important note) : 

a কোন এক প্রক্রিয়া m বিভিন্ন উপায়ে সম্পন্ন করা যায় তবে এ এক রকম 
প্রক্রিয়া করার পর অন্য একটি প্রক্রিয়া যদি n বিভিন্ন রকমে করা যায়, তবে এ দুইটি 
প্রক্রিয়া মিলিতভাবে m x n বিভিন্ন প্রকারে করা যাইবে | 

মনে কর, প্রথম প্রক্রিয়াটি m উপায়ের যে কোন একটি উপায়ে করা হইল । এখন 
এই এক রকমের প্রথম প্রক্রিয়ার সহিত দ্বিতীয় প্রক্রিয়ার % রকমের সহযোগে উভয় 
প্রক্রিয়া মিলিতভাবে xn. রকমে সম্পন্ন হইতেছে । এইভাবে প্রথম প্রক্রিয়ার m 
রকমের এক একটি রকমের সহিত দ্বিতীয় প্রক্রিয়ার n রকমের সহযোগে উভয় প্রক্রিয়া 

৯৬ মিলিতভাবে n রকমে সম্পন্ন হইবে। অতএব, প্রথম প্রক্রিয়ার m রকমের সহিত দ্বিতীয় 
প্রক্রিয়ার n বুকমের সহযোগে ben প্রক্রিয়া মিলিতভাবে m x n উপায়ে সম্পন্ন হইবে | 
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এই বিষয়টিকে আরও ব্যাপকভাবে según যাইতে পারে। প্রথম ও দ্বিতীয় 
প্রক্রিয়া m x n উপায়ে সম্পন্ন করা যায়। এখন XÜ mox» বিভিন্ন প্রকারের মধ্যে 
একপ্রকারে মিলিত প্রক্রিয়া করিলে তৃতীয় একটি প্রক্রিয়া p বিভিন্ন প্রকারে করা যায়, 
তাহা হইলে তিনটি প্রক্রিয়া মিলিতভাবে mxnxp প্রকারে করা যাইবে । এইভাবে 
ইহাকে আরও ব্যাপক করা যায় | 


বিভিন্ন বস্তুর বিন্যাস (Permutation of things all different) : 


উপপান্ধ ঃ n সংখ্যক বিভিন্ন বস্তর প্রতিবার r সংখ্যক বস্তু লইয়া 
বিভিন্ন বিশ্যাসের সংখ্যা শির্ণয়। <n) 
(To find the number of permutations of » different things taken 
ratatime. (r<n)] 
n সংখ্যক বিভিন্ন বস্তু ata (একই বস্তু বার বার না ART ) r সংখ্যক স্থান যত 
রকমভাবে পূর্ণ করা যায় তাহাই নির্ণে বিন্যাস হইবে। 
প্রথম স্থানটি % সংখ্যক বিভিন্ন বস্তুর যে কোন একটি দ্বারা পূর্ণ করা যায়, স্থতরাং 
প্রথম স্থানটি মোট % উপায়ে পূর্ণ করা যায়। প্রথম স্থানটি এই n উপায়ের যে কোন 
এক উপায়ে পূর্ণ হইবার পর দ্বিতীয় স্থানটি (n — 1) উপায়ে পূর্ণ হইতে পারে । কারণ 
অবশিষ্ট (n— 1) বস্তর যে কোন একটি দ্বারা দ্বিতীয় স্থানটি পূর্ণ হইতে পারে। যেহেতু 
প্রথম স্থানটি যে কোন এক প্রকারে পূর্ণ হইলে দ্বিতীয় স্থানটি (n— 1) উপায়ে পূর্ণ 
হুইবে, স্থৃতরাং প্রথম ও দ্বিতীয় স্থান মোট %(-1) উপায়ে পূর্ণ হইবে। আবার 
প্রথম ও দ্বিতীয় স্থান n(n— 1) বিভিন্ন উপায়ের যে কোন এক রকমে পূর্ণ হইবার পর 
তৃতীয় স্থানটি অবশিষ্ট (n — 9) বস্তুর মধ্যে যে কোন একটি দ্বার! পূর্ণ করা৷ যায় বলিয়া 
তৃতীয় স্থানটি মোট (n—2) বিভিন্ন উপায়ে পূর্ণ হইতে পারে । অতএব প্রথম, দ্বিতীয় 
ও তৃতীয় স্থান একত্রে মোট n(n — 1)(%- 9) বিভিন্ন প্রকারে পূর্ণ হইতে পারে । 
এইভাবে অগ্রসর হইয়! লক্ষ্য করিলে দেখা যাইবে, যতগুলি স্থান পূর্ণ হইতেছে, 
উৎপাদক সংখ্যাও তত। স্থতরাং r সংখ্যক স্থান পূর্ণ হইবার মোট উপায় 
-n(n— 1(n- 9)-,*১**৮ সংখাক উৎপাদক পৰ্যন্ত 
-n(n-1)(n-2)--.- (n —r--1) 
['." r তম উৎপাদক=॥+(-1)(-1)=n-r+1] 
* fafa বিন্তাম = n(n— 1(n— 2) (n — r1) 
ইহাকে "P, দ্বারা সুচিত করা হয়। 
ap, —n(n — 1(n— 2). (n— r4-1) e (0) 
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প্রতীক (Notation): 1 হইতে আরম্ভ করিয়া পর পর ধনাত্মক পূর্ণসংখ্যার 
গুণফলকে ‘L? বা ‘!’ ( পড়া হয় Factorial) প্রতীক চিহ্ন দ্বারা স্থচিত কর! হয়। 
অর্থাৎ, 1.9. 3mm En বা! nl 
6৮6. 5. 4. 3. 2. 1 
অনুসিদ্ধান্ত 1. (1) নং সুত্রে r=" বসাইলে সবগুলি বস্তুকে একযোগে লইয়া 
বিন্যামের মোট সংখ্যা পাওয়া যায়। 
"n C"PQ2a(n-— i)n- 9) তম উৎপাদক 
-n(n—1Yn-—2)......3. 9. 1 
"V "Pn ESTE, 
অনুসিদ্ধান্ত 2. [n=n(n—1(n— 2) 3. 2. 1 
ln=nn-1 WA [n-n(n—1)n—32 ইত্যাদি। 
অনুসিদ্ধাত্ত 3. "P, কে Factorial প্রতীকের দ্বারা প্রকাশ। 
"P, nn 1(n— 2) (n— r4-1) 


"(n — T(n— 2) (n - r1» rnr- 1) 3. 9.1 
(n—r(n—r—1)---- 8.2.1 "m 


»J S 11৮88 ১১১09) 


por Lena 


অনুসিদ্ধান্ত 4. 10 এর অর্থ। 
‘Factorial’ প্রতীকের সংজ্ঞান্চদারে 10 এর কোন অর্থ হয় না, তথাপি 10-1 
ধরা হয়, অর্থাৎ LO একটি প্রতীক যাহার মান 1 | এ 
(3) RA r =n বসাইলে, 
as bt lr 
' p-n» [0 
আবার (2) নং-এ হইতে "P, = |n 
ar বা, oE বা, 1০-1 
অনুসিদ্ধান্ত 5. EAL 
o mat 13 এর কোন অর্থ .না থাকিলেও উহার 0 মান বিশিষ্ট প্রতীক 
ELI 


a i>. me. 
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অনুসিদ্ধান্ত 6. প্রমাণ কর "P,—"P,., 
P= In (2) হইতে 


du E 
Š In-r 
এখন r—n—1 বসাইয়া পাই, 
"p ৪7185 == DN E PSD t 
^! |»-(n—-1) h—n+1 li lx 
pas" et 


সবগুলি বিভিন্ন নহে এরূপ বস্তসমূহের বিন্যাস ৷ 

[ Permutations of things not all different ] 

Sang সবগুলি বস্তু বিভিন্ন নহে এরূপ n সংখ্যক বস্তুর 
সবগুলিকে একযোগে aiu বিন্যাসের সংখ্য! নির্ণয় i 


[ To find the number of permutations of n things taken all 
together, when the things are not all different. ] 


মনে করি, n সংখ্যক অক্ষর প্রদত্ত n সংখ্যক qu] ওঁ অক্ষরের মধ্যে, %-সংখ্যক 
অক্ষর v, এ-সংখ্যক অক্ষর % এবং /-সংখ্যক অক্ষর * রহিয়াছে এবং অবশিষ্ট সকল 
অক্ষর বিভিন্ন। 

মনে করি, fst বিন্যাসের সংখ্যা ₹. তাহা হইলে £ বিন্তাসের প্রতিটি বিস্তাসেই 
% সংখ্যক অক্ষর থাকিবে। 

মনে করি, ?-সংখ্যক a অক্ষরকে পরিবতিত করিয়! পরস্পর বিভিন্ন এবং অপর প্রদত্ত 
অক্ষরগুলি হইতে ও ভিন্ন এরূপ ?-সংখ্যক অন্য অক্ষর লওয়| হইল। 

এক্ষণে যদি অন্য অক্ষরগুলির অবস্থানের কোনরূপ পরিবর্তন না করিয়া কেবলমাত্র 
Š %-সংখ্যক নূতন বিভিন্ন অক্ষরের মধ্যে অবস্থানের পরিবর্তন করা হয়, তবে % সংখ্যক 
বিন্যাসের প্রত্যেক বিন্যাস হইতে (p সংখ্যক ভিন্ন বিন্যাস পাওয়া যাইবে। স্থতরাং 
সংখ্যক বিন্যাসের প্রত্যেকটি হইতে [p সংখ্যক বিন্যাস পাইলে মোট বিস্তাস হইবে 
10, ; 

অন্গরূপে, এ z|p সংখ্যক নৃতন বিস্যাসের প্রত্যেকটিতে যে ?-সংখ্যক b অক্ষর আছে, 
সেইগুলি পরিবর্তন করিয়া পরম্পর বিভিন্ন এবং অপর অক্ষরগুলি হইতে ও ভিন্ন q- 
সংখ্যক অন্য নৃতন অক্ষর TET) হইলে এ এ-সংখ্যক নূতন অক্ষরের মধ্যে বিন্যাস করিলে 
zip সংখ্যক বিন্তাসের প্রত্যেকটি হইতে মোট |q সংখ্যক নূতন বিন্যাস পাওয়া যাইবে। 
অতএব তখন মোট বিস্তাস সংখ্যা হইবে z| p| q. 
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পুনরায় যদি পূর্বের ন্যায় r সংখ্যক ০ এর পরিবর্তে পরস্পর বিভিন্ন এবং অপর অবশিষ্ট 
অক্ষরগুলি হইতে ও ভিন্ন r সংখ্যক নৃতন অক্ষর লওয়া হয়, তবে মোট বিন্যাস হইবে 
21211 

এখন ?-সংখ্যক a, এ-সংখ্যক b এবং r সংখ্যক c সবগুলি পরিবতিত হইয়া %- 
সংখ্যক বিভিন্ন অক্ষর হইয়া যাওয়ায় সব অক্ষরগুলিকে একযোগে লইয়! বিন্যাস করিলে 
{বন্তাসের সংখ্যা হইবে [2 | 


'"h apt =n c z= Ad 
[ আরও অধিক সংখ্যক বস্তু লইয়াও ইহা! দেখান যাইতে পারে ] 
একই qu বার বাঁর লইয়া বিন্যাস | 


( Permutations involving repeatations ) 


উপপাদ্য £ যদি প্রত্যেক ৰস্তকে r ৰার পর্যন্ত পুনঃপুনঃ লওয়। যায়, 
তবে n বিভিন্ন বস্তু হইতে একযোগে r qa লইয়া বিষ্যাসের সংখ্যা 
নির্ণয়। 

[ To find the number of permutations of n different, things taken 
r at a time, when each thing may be repeated upto r times.] 


মনে করি, প্রদত্ত %-সংখ্যক বস্তু %-সংখ্যক বিভিন্ন অক্ষর । ওঁ ॥ সংখ্যক অক্ষর 
হইতে একযোগে r অক্ষর লইয়া এবং প্রত্যেক অক্ষর একবার, দুইবার, fegato, on 
r বার পর্যন্ত লইয়া এ ATEA মোট যত প্রকারে পূর্ণ করা যাইবে তাহাই হইবে এক্ষেত্রে 
নির্ণেয মোট বিন্যাস সংখ্যা। 

প্রথম শূন্ স্থানটি % প্রকারে পূর্ণ কর! যায়, কারণ n সংখ্যক বস্তুর যে কোন একটিকে 
ওঁ স্থানে রাখা যাইতে পারে। যেহেতু একই অক্ষর পুনঃপুনঃ লওয়া যাইতে পারে, 
স্থতরাং প্রথম স্থান n উপায়ে পূর্ণ হইবার পর দ্বিতীয় স্থানও n উপায়ে পূর্ণ করা যাইবে | 
স্থতরাং প্রথম দুইটি স্থান মোট nx n বা, n? উপায়ে পূর্ণ করা যাইবে। অন্থুন্ধপে তৃতীয় 
স্থানটিও n উপায়ে পূর্ণ করা যায়। স্থৃতরাং প্রথম তিনটি স্থান মোট nix বা, n? 
উপায়ে পূর্ণ কর! যাইবে। 

এখন দেখ! যাইতেছে ধ্তগুলি sg স্থান পূর্ণ হইতেছে, % এর ঘাতও তত 
হইতেছে? এই তাবে অগ্রসর হইয়া দেখা যাইবে; ME পূর্ণ হইবে | 

"S নিৰ্ণেয় Rata সংখ্যা - n7 
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বৃত্তীকারে বিন্যাস (Permutation in a ring or a Circle) | 

কিছু সংখ্যক বিভিন্ন বস্তুকে এক সারিতে সাজাইলে সেই বিন্যাকে রৈথিক বিন্যাস 
(linear permutation) বলে | আর বস্তগুলিকে বৃস্তাকারে সাঁজাইলে সেই বিন্যাসকে 
বৃত্তাকারে fasta (Circular permutation) বলে | বৈথিক বিন্যাসে দুইটি প্রান্তসীম! 
থাকে কিন্তু বৃত্তাকারে বিস্তাসে কোন প্রান্তসীমা থাকে না। রৈথিক বিন্যাস বস্তগুলির 
স্বতন্ত্র স্থানের উপর নির্ভর করে, few বৃত্তাকার fastu বস্তগুলির আপেক্ষিক স্থানের 
উপর নির্ভর করে। 

n সংখ্যক বিভিন্ন বস্তুর সবগুলিকে একযোগে লইয়া বৃত্তাকারে সাজাইলে বিন্যাস 
সংখ্যা হইবে |n — 1, কারণ এক্ষেত্রে বিন্যাস বস্তগুলির আপেক্ষেক স্থানের উপর নির্ভর 
করে বলিয়া উহাদের যে কোন একটিকে স্থির রাখিয়া অবশিষ্ট (n— 1) সংখ্যক ag 
লইয়া বিন্যাস করিলেই এক্ষেত্রে নির্ণয় বিশ্বাস পাওয়া যায়। তবে এক্ষেত্রে যদি 
clockwise এবং anti-clockwise আবর্তনের কোন প্রভেদ ধরা লা হয়, তবে মোট 
বিন্যাস সংখ্যা হইবে 3% 1. 

Qui 1. যদি "|p, £ "tp =5:19 হয়, তবে n এর মান নির্ণয় কর। 


n-i n— 1Yn-2Y(n— : 

maea EY 
বা, 19»*—60n4-72—5n*-kón বা, 7%৯-65%+2-0 
বা, Tn? —56n—9n+72=0 বা, "7n(n—8)—9(n—8)20 
বা, (৮-8)(7%-9)-0 — .. n=8, যেহেতু n অখণ্ড হইবে না। 
উদ. 2. প্রমাণ কর Qr=9'[1. 3. 5......(2r7 1)) 

L2r=1. 2. 8. 4. 5. 6......(2r—1)2r 


29.4.6: 9r(1. 3. 5e (2r — 1)} 
=(1. 9. 3...1) 11. 8. 5...... (2r — 1} 
- gri. 3. 5+ (2r- 1) 


yi. 3. একটি ঘরে ৪টি চেয়ার আছে; তিন ব্যক্তি কত রকম ভাবে আসন গ্রহণ 
করিতে পারে? 
8 ব্যক্তি ৪টি চেয়ারে যত প্রকারে বসিতে পারে তাহার সংখ্যা, 
০৪০5 1৪ 28. T. 615-5886 


তাহার! 336 উপায়ে বলিতে পারে | 
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Qui. 4. "Mississippi? কথাটির অক্ষর গুলিকে লইয়া মোট কতটি বিন্যাস গঠন: 
করা যাইবে? 
* Mississippi কথাটির মধ্যে মোট 11টি অক্ষর রহিয়াছে | এবং ইহাদের Wa 
‘9’ 4টি, “i 4টি এবং ‘p গুটি করিয়া রহিয়াছে À f 


ES UE 
fat Rat Tara = 34650 


*. মোট 34650 fagt গঠন কর! যাইবে 1 j 
wi. 5. "laughter শব্দটির অক্ষরগুলিকে লইয়া মোট কতটি বিন্যাস গঠন করা! 
যাইবে, যাহাতে স্বরবর্ণগুলি পাশাপাশি থাকে? 

"laughter "ajos মধ্যে মোট ৪টি অক্ষর রহিয়াছে এবং ইহার মধ্যে (aue) 
এই তিনটি অক্ষর স্বরবর্ণ। এই স্বরবর্ণ তিনটিকে একটি অক্ষর ধরিলে মোট অক্ষর হইবে 
(aue), lgh, tri এই 6টি অক্ষরকে মোট [6 বা 790 প্রকারে: 
সাজান যায়। 

আবার এ স্বরবর্ণ তিনটিকে উহাদের নিজেদের মধ্যে [3 বাঁ, 6 প্রকারে সাজান যায় l 

`. মোট বিন্যাস সংখ্যা 6 x 720— 4390 

উদ্া. 6. “Common? শব্দের m অক্ষর দুইটি একত্রে থাকিবে না এরূপ কতরকমে 
উহার অক্ষরগুলিকে সাজান যায়? 

এখানে দুইটি m ও দুইটি o আছে এবং মোট অক্ষর 6টি। 


- মোট বিন্তান = ইই180 
যেহেতু fa বিন্যাসে m দুইটি একত্রে থাকিবে না, হুতরাং প্রথমে m দুইটিকে 
একটি অক্ষর ধরিয়া বিন্যাস করিলে বিস্তাস হইবে E60; সুতরাং যে বিন্যাস- 
গুলিতে একত্রে থাকিবে না তাহার সংখ্যা ০180 — 602 120, 


উদ, 7. দুইটি নির্দিষ্ট পুস্তক পাশাপাশি থাকিবে না. এরূপে ॥ সংখ্যক বিভিন্ন 
পুস্তককে কত প্রকারে একটি সারিতে সাজান যায় ? [ C. 7.47] 


যে বিশেষ পুস্তক দুইটি পাশাপাশি থাকিবে না তাহাদের পাশাপাশি রাখিয়া এক 1 

_ ধরিলে পুস্তকের সংখ্যা (n — 1) হইবে এবং তাহাদের মোট n — 1 উপায়ে সাজান যায় | 

আবার এ বিশেষ পুস্তক হইটিকে উহাদের মধ্যে 12 বা 2 উপায়ে সাজান যায়। 

EE Š বিশেষ পুস্তক দুইটি পাশাপাশি আছে এরূপ ftn সংখ্যা 2 [»-1. 
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ওঁ বিশেষ পুস্তক দুইটি পাশাপাশি নাই এরূপ বিন্যাস সংখ্যা 1%- 9-1 


=nn-1-9n-1=(n—9)n—1. 


উদা. 8. 0, 1, 9, 3, 4 অস্কগুলির সাহায্যে কয়টি পাচ অঙ্ক বিশিষ্ট সার্থক wam 

সংখ্যা গঠন করা যাইবে? 
নিৰ্ণেয় wam সংখ্যাগুলির এককের ঘরে অবশ্যই 1 অথবা! 8 থাকিবে। 

1 কে এককের ঘরে স্থির রাখিয়া অবশিষ্ট 4টি অন্কদ্ধারা মোট [4 = 24টি সংখ্যা গঠন 
করা যায়। কিন্তু ইহাদের মধ্যে যে যে সংখ্যায় ০ বাঁদিকে থাকিবে তাহার! সার্থক পাচ 
অঙ্ক বিশিষ্ট হইবে না। এরূপ সংখ্যা [3-6টি। স্থতরাং 1 এককের ঘরে আছে এরূপ 
5 অঙ্ক বিশিষ্ট সার্থক অধুগ্া সংখ্য1_ 94--6-18টি, wg% 3 কে এককের ঘরে 
বাখিয়াও 18টি যংখ্য| পাওয়া যাইবে | 

so নির্ণেন্ন সংখ্যা = 18+18= 86টি | 


Sgi. 9. Monday শব্দটির অক্ষরগুলিকে লইয়া মোট কয়টি বিন্যাস গঠন করা * 
যায়? ইহাদের মধ্যে কতগুলি M অক্ষর দ্বার! শুরু হইবে না? কতগুলি M অক্ষর 
ছার! শুরু হইবে few y অক্ষর দ্বারা শেষ হইবে না? 

Monday শব্দটির মধ্যে মোট 6টি বিভিন্ন অক্ষর আছে। ইহাদের দ্বারা মোট 
6=720টি বিন্যাস গঠন করা যায় । 

M কে স্থরুতে স্থির রাখিলে অবশিষ্ট 5টি অক্ষর ছার! মোট |5= 190টি বিন্যাস 
গঠন করা যায়। 

`. M শুরুতে থাকিবে না এরূপ বিন্যাস সংখ্যা_০- 120 = 600টি 

M ছার! শুরু হইয়াছে এরূপ বিন্যাস সংখ্যা = 120 

M কে শুরুতে এবং y কে শেষে স্থির রাখিয়া অবশিষ্ট 4টি অক্ষরকে মোট [4 = 24 
উপায়ে সাজান যায়। 

স্থৃতরাং M ছারা শুরু কিন্তু y দ্বার! শেষ হইবে না এরূপ বিস্তাস সংখ্যা 120—924. 
96, 


Sgi. 10. কত প্রকারে 10 জন বালক-বালিকাঁ আপেক্ষিকভাবে একটি নাগর- 


দোলায় বসিতে পারে? [C. U. 27] 
1 জন বালক বা বালিকাকে স্থির রাখিয়া অবশিষ্ট 9 জনকে লইয়া বিন্যাস করিলে 
ffa বিন্যাস পাওয়া যাইবে 1 


", নিৰ্ণেয় বিন্তাস= 9 
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উদ. 11. 5 জন ইংরাজজ এবং 5 জন ভারতীয়কে একটি গোল-টেবিলের 
চারিদিকে কত রকমভাবে বসান যাইতে পারে যাহাতে কোন দুইজন ইংরাজ পাশাপাশি 
নাবসে? 

একজন ভারতীয়ের অবস্থান ঠিক রাখিয়া অবশিষ্ট 4 জন ভারতীয়কে যত প্রকারে 
সম্ভব গোল-টেবিলের পাশে পাশে বসাইলে মোট [4 «1 94টি বিন্যাস হইবে। 

এই 94টি বিস্তাসের প্রত্যেক বিন্তাসের জন্য প্রতি দুইজন ভার্তীয়ের মধ্যে একজন 
করিয়| ইংর।জকে বসান হইলে 5 জন ইংরাজকে এরূপ চটি স্থানে বসান যাইবে এবং 
দুইজন ইংরাজ পাশাপাশি থাকিবে না। 

5 জন ইংরাজকে এরূপ 5টি স্থানে [5 বিভিন্ন প্রকারে সাজান যায়। অতএব, 
ভারতীয়দের প্রতিটি বিস্তাসের সহিত ইংরাজদের [5 সংখ্যক বিন্যাস পাওয়া যায়। 
যেহেতু প্রথম ভারতীয়কে স্থির রাখিবার সময় সে 10টি শৃন্ত স্থানের যে কোন একটিতে 
থাকিতে পারে, স্থতরাং তাহার অবস্থান 10 প্রকারে হুইবে। 

*, নির্ণে বিন্যাস সংখ্যা_ 10 x [4 [5 28800 È 


gl. 12. আবৃত্তির জন্য একটি, অভিনয়ের wy একটি এবং সঙ্গীতের জন্ত 
একটি--এই ৪টি পুরস্কার 10 জন বালকের মধ্যে কতরকমভাবে বিতরণ করা যায়? 
যেহেতু প্রথম পুরস্কার যে-কোন বালককে দেওয়া যায়, স্থতরাং প্রথম পুরস্কার মোট; 
10 প্রকারে দেওয়া যায়। একটি পুরস্কার দেওয়ার পর সেইটি যত প্রকারে দেওয়া! 
হইয়াছে, তাহার প্রত্যেক প্রকারের wg দ্বিতীয় পুরস্কারটি 10 প্রকারে দেওয়া যাইবে । 
. প্রথম দুইটি পুরস্কার 10x10 বা 10? প্রকারে বিতরণ করা যাইবে ॥ 
অনুরূপভাবে 8টি পুরস্কার মোট 103 বা 1000 উপায়ে বিতরণ করা যাইবে | 


- উদ্দা, 13. 15 জন উচ্চ মাধ্যমিক এবং 19 জন মাধ্যমিক পরীক্ষার্থীকে একটি 
সারিতে কতরকমভাবে বসান যায়, যাহাতে কোন দুইজন মাধ্যমিক পরীক্ষার্থী 
না থাকে? 

16 জন উচ্চ মাধ্যমিক পরীক্ষার্থীর মধ্যবর্তী 14টি এবং ছুই পাশে 2 মোট 
(144-2) বা 16টি স্থানের যে কোন 19টি স্থানে মাধ্যমিক পরীক্ষার্থীরা বগিলে কোন 
দুইজন মাধ্যমিক পরীক্ষার্থী পাশাপাশি থাকিবে না। 12 জন মাধ্যমিক পরীক্ষার্থীকে 

6টি স্থানে মোট :8%5৪ উপায়ে বসিতে পারে । আবার 16 জন উচ্চ মা: 
পরীক্ষার্থী মোট [15 উপায়ে বমিতে পারে। স্থতরাং নির্ণেয় fastu 
x15 P. X15. 
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Sgi. 14. 10টি zw হইতে একযোগে 4টি করিয়! লইয়! Rata করিলে তাহাদের 
কতকগুলিতে একটি নির্দিষ্ট aw (i) কখনও থাকিবে না, (ii) sm থাকিবে? 

(C. U. '86] 
10টি বন্ত হইতে 4টি করিয়া লইয়া বিন্যাস করিলে (amin সংখ্যা হইবে °p, 
=10. 9. 8. 7 = 5040. 

G) এ 10টি «wx মধ্যে যে নির্দিষ্ট বস্তুটি সর্বদা থাকিবে না তাহাকে পূর্ব হইতে 
পৃথক করিয়া রাখিয়া অবশিষ্ট (10-1) বা 9টি হইতে প্রতিবার 4টি করিয়! লইয়া 
বিন্যাস করিলে মোট বিন্যাস সংখ্যা পাওয়া যাইবে 1 

*, নিৰ্ণেয় বিস্তাস = *P,—9, 8, 7, 6— 8094 

(ii) স্থতরাং a বিস্তাসগুপিতে এ নির্দিষ্ট বস্তুটি সর্বদা থাকিবে তাহাদের facie 

সংখ্যা = 5040 — 9094 = 2016 


$wi. 15. 1, 2, 8, 4, 5, 6, 8 এই %টি বিভিন্ন ww দ্বারা কয়টি সংখ্যা গঠন 
করা যাইবে, যাহাতে বিজোড় অঙ্কগুলি কেবলমাত্র বিজোড় স্থানে বসে? 
এখানে 1, 8, 5 এই তিনটি বিজোড় অঙ্ক এবং 9, 4, 6, 8 এই চারটি জোড় 
অন্ধ আছে এবং এখানে 4টি বিজোড় স্থান এবং ৪টি জোড় স্থান আছে। 
3টি বিজোড় অস্ককে 4টি বিজোড় স্থানে মোট Pa উপায়ে বসান যায়। অবশিষ্ট ` 
4টি স্থানে 4টি জোড় অস্ককে মোট [4 উপান্ধে বসান যায়। 
*, ffa বিস্তাস- tP, x [4= 94x 94—576 
উদ্দা. 16. 0, 1, 9, ৪, 4,  অঙ্কগুলির সাহায্যে 1000 অপেক্ষা ক্ষুদ্রতর, 5 
দ্বারা বিভাজ্য এবং যাহাতে কোন অঙ্ক একবারের বেশী থাকিবে না এরূপ কতগুলি 
সংখ্যা গঠন করা যায়? 
এখানে সংখ্যাগুলি 5 দ্বারা বিভাজ্য বলিয়া উহাদের এককের ঘরের অঙ্ক 0 অথবা 
5 হইবে। অর্থাৎ, সংখ্যাগুলি 1000 অপেক্ষা কম বলিয়া 1, 9 অথবা 3 অন্কবিশিষ্ট 
হইবে। 
Gi) এক অঙ্কবিশিষ্ট 5 ছারা বিভাজ্য সংখ্যা 1টি ( অর্থাৎ 6)। 
(i) 0 কে এককের ঘরে রাখিলে ছুই ww বিশিষ্ট সংখ্যা হইবে P, অর্থাৎ চটি। 
আবার 5 কে এককের ঘরে রাখিলে 0 দশকের ঘরে থাকিবে না (কারণ সেক্ষেত্রে 
e| ছুই অস্কবিশিষ্ট হইবে না), স্থতরাং 4টি অঙ্ক দ্বারা মোট «P, বা 4টি সংখ্যা 
গঠন করা যাইবে। 
s ছুই অঙ্কবিশিষ্ট সংখ্যা ৮+4-9টি। 
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Gi) 0 কে একক w ধরিলে মোট তিন অঙ্কবিশিষ্ট সংখ্যার পরিমাণ অবশিষ্ট 
চাট অঙ্ক হইতে 2টি করিয়া লইয়া দশক এবং শতকের ঘর যত প্রকারে পূর্ণ করা যায়। 
এরূপ সংখ্যা হইবে = 5 P, = 5.4 = 20টি 
আবার 5 কে এককের ঘরে ধরিলে তিন অঙ্কবিশিষ্ট সংখ্যা অন্রূপ 90টি হইবে। 
কিন্তু যে যে সংখ্যাগুপির শতকের অঙ্ক 0 তাহারা তিন অঙ্কবিশিষ্ট হইবে না, সেগুলি 
বাদ দিতে হইবে। স্থৃতরাং এককের ঘরে 5 এবং শতকের ঘরে 0 রাখিয়! বাকী স্থানকে 
অবশিষ্ট 4টি অঙ্ক দ্বার] মোট *P; বা 4 উপায়ে পূরণ করা যায়। 
একক ঘরে 5 আছে এরূপ তিন অঙ্কবিশিষ্ট সংখ্যা 9০-4-16 
নির্ণেয় সংখ্যা 1--9-4-20-- 167 46 


Exercise—12 
মান নির্ণয় কর £ (i) °P; (ü) 12P,—19P, 
যদি "+IP, £ "-1P, = 72:5, n এর মান নির্ণয় কর। 
যদি "P, = 56 এবং m-" P, —19 হয়, তবে m, n এর মান কত? 
দেখাও যে, "7! P, (n— 0) 1p, 
দেখাও যে, "7৮ —"71P, (r7 1)" P,a 
. একটি অঞ্চলে মোট 6টি কলেজ আছে। এক ভদ্রলোক তাহার তিন পুত্রকে 
মোট কত প্রকারে কলেজে ভতি করাইতে পারেন যাহাতে একই কলেজে দুই পুত্র 
না ভতি হয়। 

7. Policy শব্দটির অক্ষরগুলি সব কয়টি একযোগে লইয়া কতগুলি বিন্যাস 

করা যাইবে? 

8. Indian শব্দটির অক্ষরগুলিকে লইয়া মোট কতগুলি বিন্যাস গঠন করা 

যাইবে, তাহা নির্ণয় কর। 

9. কোন রেলপথে যদি 16টি স্টেশন থাকে, তবে যে কোন স্টেশন হইতে অন্ত 

. যে কোন স্টেশনে যাইবার জন্য কতগুলি বিভিন্ন প্রকারের দ্বিতীয় শ্রেণীর টিকিট প্রয়োজন 
হইবে? 

10. মনে কর কলিকাতা হইতে 1শবপুর 5টি লঞ্চ যাতায়াত করে , এক ব্যক্তি 
কলিকাতা হইতে শিবপুরে গিয় ভিন্ন লঞ্চে মোট কত প্রকারে ফিরিয়া আসিতে 
পারিবে? 

— 11. Examination শব্দটির TOME লইয়া কতগুলি বিন্যাস করা যায় 
a এবং তাহাদের কতটি বরা শুরু হইবে? 


S 5 s r = 
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12. Purpose শব্দটির অক্ষরগুলিকে লইয়া কতগুলি বিন্যাস কর! যাইবে? 
কতটি বিন্তাসের মধ্যে দুইটি p পাশাপাশি থাকিবে? 

18. Machine শব্দটির অক্ষরগুলিকে কত প্রকারে সাজান যায় যাহাতে হ্বরবর্ণগ্ুলি 
কেবলমাত্র বিজোড় স্থানে থাকে | 

M. প্রমাণ কর যে Calcutta শব্দটির অক্ষরগুলির RIA সংখ্যা, America 
শব্দটির অক্ষরগুলির বিন্যাস সংখ্যার দ্বিগুণ | 

15. 1,3,5,6, 7, 8, 9 অঙ্কগুলি হইতে প্রতিবার 4টি করিয়া! লইয়া মোট কয়টি 
সংখ্যা গঠন করা যাইবে? 

16. 2,3, 4, 5, 6, 7 অঙ্গুলি দ্বারা 4000 হইতে 5000-44 মধ্যে মোট কয়টি 
সংখ্যা গঠন করা যাইবে? 

17. 1, 2, 8, 4, 5, 6, ? অঙ্কগুলিকে (প্রত্যেকটি একবার করিয়া ) লইয়া কতটি 
যুগ্ম সংখ্যা গঠন করা যাইবে? 

18. aiaia dpa hetia iay o = 
সংখ্যা গঠন করা যায়? 

19. 0,1, 9, 3, 4, 5, 6, 7, 8'8 9 অঙ্কগুলির সাহায্যে (প্রত্যেকটি একবার 
করিয়া ) 1000 অপেক্ষা ক্ুত্রতর ও 5 দ্বারা বিভাজ্য কতগুলি সংখ্যা গঠন করা যায়? 

20. 6টি পরীক্ষার উত্তর পত্রকে কত রকম ভাবে সাজান যাইতে পারে যাহাতে 
সর্বাধিক এবং সর্বনিম্ন নম্বর পাওয়া উত্তর পত্রদ্য় সর্বদাই (i) পাশাপাশি থাকে (ii) কখনই 
পাশাপাশি থাকিবে না। 

21. 10টি বিভিন্ন বস্তু হইতে প্রতিবার 4টি করিয়া লইয়া বিন্যাস গঠন করা যাইবে 
যাহাতে একটি বিশেষ বস্তু (i) সর্বদাই থাকিবে (ü) কখনই থাকিবে না? [0. U. ^86] 

22. ‘Failure শব্দটির অক্ষরগুলিকে লইয়া কতটি বিন্যাস গঠন করা যাইবে 


যাহাতে স্বরবর্ণগুলি সর্বদাই পাশাপাশি থাকে। [C. 0.:40] 
28. Character শব্দটির অক্ষগুলি দ্বারা মোট কতটি বিন্যাস গঠন করা যাইবে? 
কতটি বিন্যাসে দুইটি 0 পাশাপাশি থাকিবে না? 


24. প্রমাণ কর anticipation শব্দটির অক্ষরগুলি দ্বারা RIA সংখ্যা Com- 
mencement শব্দটির অক্ষরগুলির বিন্যাস সংখ্যার তিনগুণ | 
26. Sunday শব্দটির অক্ষরগুলিকে মোট কত প্রকারে সাজান যায়? ইহাদের 
মধ্যে কতগুলি s দারা শুরু হইবে না? কতগুলি s দ্বারা! শুরু হইবে কিন্ত / দ্বারা শেষ 
হইবে না? 
উঃ মাঃ গণিত (318)—8 
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26. 6 জন বালক ও 5 জন বালিকাকে একটি সারিতে কতর্কম ভাবে বসান 
যাইবে যাহাতে 9 জন বালিকা! কখনই পাশাপাশি না থাকে? 

27. 6 জন বালক কত প্রকারে বৃত্তাকারে বসিতে পারে? 

28. বিভিন্ন বর্গের ৪টি মুক্তা দিয়া কত প্রকারে মালা! গাঁথা যায় ? 

29. 4 জন কলাবিভাগের এবং 4 জন বিজ্ঞান বিভাগের ছাত্রকে একটি গোল 
টেবিলের চারিদিকে কত রকম ভাবে বসান যাইবে যাহাতে যে কোন বিভাগের দুইজন 
ছাত্রের মধ্যে অন্য বিভাগের একজন ছাত্র থাকে | 

80. 5 জন শিক্ষক ও 5 জন ছাত্র একটি গোল টেবিলের ধারে কত প্রকারে বসিতে 
পারিবে যাহাতে দুইজন ছাত্র পাশাপাশি থাকিবে না? 

51. একটি পাঠাগারে কোন পুস্তকের 5 কপি, অন্য দুই পুস্তকের 4 কপি করিয়া 
অপর তিন পুস্তকের 6 কপি করিয়া এবং ৪টি বিভিন্ন পুস্তক এক কপি করিয়া আছে। 
সব পুস্তকগুলিকে কত প্রকারে সাজান যাইবে? [ €. U. 84] 

82. 3,4,5 দ্বারা 4 অন্ধের অধিক নহে এরূপ কয়টি সংখ্য! গঠন করা যাইবে? 

33. ৪টি ব্যঞ্নবর্ণ ও 2টি স্বরবর্ণের সাহায্যে পাঁচ অক্ষরের কয়টি শব্দ গঠন করা! 
যায় যাহাতে কোন দুইটি ব্যঞ্রনবর্ণ পাশাপাশি থাকিবে না? [ C. U. 29] 

84. একটি সৎ স্বভাব, একটি নিয়মিত উপস্থিতি এবং একটি সাধারণ উতৎকর্ষতা__ 
এই তিনটি পুরস্কার 15 জন বালকের মধ্যে কত প্রকারে বিতরণ করা যায়? 

85. এক ব্যক্তি 6টি চিঠি 4টি ডাকবাক্সের মধ্যে মোট কত প্রকারে ফেলিতে 
পারে? 

36. ‘Laughter শব্দটির অক্ষরগুলিকে লইয়া মোট কতটি বিন্যাস গঠন করা 
যাইবে যাহাতে শ্বরবর্ণগুলি সর্বদাই পাশাপাশি থাকে? 

87. ?টি বিভিন্ন বর্ণের (বেগুনী, নীল, আকাশী, সবুজ, হলুদ, কমলা, লাল ) 
অ্রিফলাকার কাচফলককে কত বিভিন্ন রকমে মাজাইলে কোনটিতে নীল ও সবুজ রঙ্বএর 
ফলক একত্রে থাকিবে না? [C. U. 55] 

88. প্রতিটি 3 খণ্ডের দুই রকম পুস্তক ও প্রতিটি 2 খণ্ডের ছুই রকম পুস্তক আছে। 
একই রুকম পুস্তক পরস্পর বিচ্ছিন্ন না হয় এরূপ ভাবে ও 10খানি পুস্তককে কত প্রকারে 
এক তাকে সাজান যায়? [P. U. 46) 

39. n বিভিন্ন qw হইতে যদি একযোগে p awa অধিক aem না হয় এবং যদি 


প্রত্যেক বস্তুকে n বার পর্যন্ত লওয়া যায়, তবে প্রমাণ কর যে মোট ৮৮3) সংখ্যক 
নু 
বিন্যাস হইতে পারে। 
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40. প্রমাণ কর % সংখ্যক বিভিন্ন বস্তু হইতে প্রতিবার r সংখ্যক বস্তু লইয়া 
বিন্যাস করিলে যাহার মধ্যে দুইটি qw সর্বদাই পাশাপাশি থাকিবে তাহার পরিমাণ, 
2(-1)(/- 9)(n — 8)...... (n —r4- 1) 


সমবায় ( Combination ) 

বিস্যাসের অংশে সমবায় সম্বন্ধে পূর্বেই কিছু আলোচনা করা হইয়াছে। 

কতকগুলি বস্তু হইতে সবগুলি বা কয়েকটি করিয়া একযোগে লইয়া যত প্রকার দল 
(group) «| নির্বাচন (selection) করা যায় তাহাদের প্রত্যেকাটিকে এক একটি 
সমবায় (combination) বলে 1 

প্রত্যেকটি সমবায়ের বন্তগুলিকে লইয়া পৃথক বিন্যাস গঠন করা গেলেও উহারা 
পৃথক সমবায় হইবে না। যেমন a, b, c তিনটি অক্ষরের যে কোন ছুইটিকে লইয়! 
ab, bc, ca তিনটি সমবায় গঠন করা! যায়। ba, cb, ac পৃথক বিন্যাস হইল few 
পৃথক সমবায় হইবে না | 

% সংখ্যক বিভিন্ন বস্তু হইতে একযোগে r সংখ্যক qu লইয়া যতগুলি সমবায় হয়, 
তাহা সংক্ষেপে "C, ৮০৮ বা (",) প্রতীক দ্বারা প্রকাশ কর! হয় 1 

বিভিন্ন বস্তর সমবায় (Combination of things all different) £ 

উপপাস্ভঃ n fafeg qw হইতে একযোগে r বস্তু লইয়! সমবায় 
সংখ্যা নির্ণয় (r0) i 

[To find the number of Combinations of n different things 
taken r at a time, (r<) ] 

মনে করি নির্ণের সমবায় সংখ্যা... z—"O, 

এখানে প্রত্যেক সমবায়ে r সংখ্যক বস্তু আছে। যদি প্রতি সমবায়ের or বস্তুকে 
নিজেদের মধ্যে সাজান যায় তবে প্রতি ক্ষেত্রে Lr সংখ্যক বিন্তাস পাওয়া যাইবে। 
সুতরাং z সংখ্যক সমবায় হইতে মোট %[/' সংখ্যক বিন্যাস পাওয়া যাইবে। 

আবার, এই z সংখ্যক সমধায়ের প্রত্যেকটির অন্তর্গত বস্তগুলিকে যত প্রকারে সম্ভব 
সাজাইলে » qw হইতে একযোগে r বস্তু লইয়া যতগুলি বিন্যাস হয়, তাহাই পাওয়া 
যায় অর্থাৎ "P, বিন্যাস পাওয়া যায় । 


Bi টা n . = 1% 
z|r="*P, T ee [257 


"0,= 1% 
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বিকল্প প্রমাণ £ (বিন্যাস ZG সাহায্য না লইয়া ) ( Alternative proof 
without assuming the formula for permutation J 


মনে করি % সংখ্যক বিভিন্ন বস্তু সংখ্যক বিভিন্ন অক্ষর ৫২, Gg An এবং 
মোট সমবায় সংখ্য। "০৮ 
প্রতি সমবায় যাহার মধ্যে একটি বিশেষ অক্ষর a, থাকিবে, তাহা অবশিষ্ট (n1) 
অক্ষর, ৫৪, 14-78, হইতে একযোগে (r— 1) অক্ষর লইয়া যতগুলি সমবায় হইবে 
তাহাদের গ্রত্যেকটির সহিত a, অক্ষরটিকে সংযুক্ত করিয়া পাওয়া যাইবে। 
যে সমবায়গুলিতে একটি বিশেষ অক্ষর রহিয়াছে সেগুলির সংখ্যা -”*-10%-২ 
অতএব যদি %-অক্ষর হইতে একযোগে r অক্ষর লইয়া সমস্ত সমবায়গুলি লেখা যায়, 
তবে প্রত্যেক অক্ষর, সেইগুলিতে ^-1C,.. বার করিয়া! আছে। 
ওঁ সমবায়গুলিতে মোট অক্ষর সংখ্য1% X "IC, 
আবার মোট সমবায় সংখ্যা "C, ধর! হইয়াছে এবং- প্রত্যেক সমবায়ে r সংখ্যক 
অঙ্গর আছে। অতএব সমস্ত সমবায়ে মোট অক্ষর সংখ্যা =r X "O,. 
se rx"Q,=mx"-lC,., 
z "C; xt, 


SUSCI, ০0০ -= x «eie MN 


Ar PUs = x AC s - 


n-1490, ০8 x"-rg, 
s-rHig, =2 El 
1 


বামপক্ষের রাশিগুলি এবং ডানপক্ষের রাশিগুলি গুণ করিয়া এবং এ দুই গুণফল 


হইতে সাধারণ উৎপাদ্কগুলি অপনয়ন করিলে পাই, 
"C Tn a= 1 y” -r+1 
CO PERT: ৫০1 
nln- In- 2)--- --- dm 
r — 1)(r — 2) Gm 
—n(n— 1)(৮-9) ener. (n 
171%-7 = nr 
HOt 58115 
Mir: = 
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অনুসিদ্ধান্ত : 0) "0, =" 

(i) নং & r=1 বাইয়া পাই, "C, T MIT = n: 

(i) "0,71, ৫) নং এ r—» বসাইয়া পাই, "o, = "inca id" 
(iii) "0,71, (1) নং a r—0 বসাইয়া পাই "C, gie 


পূরক সমবায় ( Complementary Combinations ): 

SAAT: n বিভিন্ন বস্তু হইতে r বস্তু একসঙ্গে লইয়া সমবায়ের সংখ্যা এবং 
n বিভিন্ন বস্তু হইতে (n— r) 4€ একসঙ্গে লইয়! সমবায়ের সংখ্যা সমান হুইবে। 

প্রয়াণ : ("xa সাহায্যে) 


1০72 r এর পরিবর্তে n — r বসাইয়া পাই, 


"সচল ELE i^ "Om ees 

[সরল করার ক্ষেত্রে এই ক্ুত্রটি বিশেষ সুবিধাজনক ] 

(za প্রয়োগ না করিলে ) 

n বিভিন্ন বস্তু হইতে r বস্তু তুলিয়া লইলে (n—7) বস্তু পড়িয়া থাকে | অতএব Q 
n বস্তু হইতে একযোগে r বস্তু লইয়া নির্বাচন করিলে প্রত্যেক নির্বাচনের সঙ্গে সঙ্গে 
(n— r) বন্ধ পৃথকভাবে নির্বাচিত হইয়া পড়িয়া থাকে | অতএব প্রথম প্রক্রিয়াটি যত 
প্রকারে করা যায়, দ্বিতীয় প্রক্রিয়াটি ঠিক তত প্রকারেই করা যায়। 

Va SOLES OL 
অনুসিদ্ধান্ত : যদি "0.="0, হয় তবে = অথবা ৫+/-% হইবে। 
যেহেতু % বস্তু হইতে একযোগে z বস্তু লইয়া যতগুলি সমবায় হয়, একযোগে y বন্ধ 


লইলেও ততগুলি সমবায় হয়, -.. c—y! 
আবার "C,—"0,., যেহেতু "C,-"0, .. "C. "0, 
n—-zr-9 S. cy-n f 
সুত্র £ প্রমাণ কর, *0৮+%0৮-2-৮+50, (H. S. '66] 


(n--1) সংখ্যক বিভিন্ন বস্তু হইতে একযোগে rw লইয়া সমবায়ের সংখ্যা 
উহাদের কোন একটি fafrë qu ঘতগুলি সমবায়ে আছে + ওঁ বস্তুটি যতগুলি সমবায়ে 
নাই। 


118 উচ্চতর মাধ্যমিক গণিত 
নির্দিষ্ট বস্তুটি যতগুলি সমবায়ে আছে তাহার সংখ্যা — অবশিষ্ট বস্তু হইতে (r — 1) 
বস্তু লয় যতগুলি সমবায় হয় = Cra 


আবার 3 নির্দিষ্ট বস্তুটি ঘতগুলি সমবায়ে নাই তাহাদের সংখ্য1-॥ বস্তু হইতে r 
বস্তু লইয়া যতগুলি সমবায় হয় "0, 


nq 7407 -17 mg. 
faga প্ৰমাণ : 


=", LU ek edil] am 1% 
বামপ্ষ-6৮1:6৮-,- ৮৮ 


1৮118 j= lai nati 
H ZO eT Kurs ktr r(n— r1) 


= hnti 7৮20 
lr -r+1 Pi 

দুইটি প্রয়োজনীয় wa: 

1. % বিভিন্ন বস্তু হইতে প্রতিবার r সংখ্যক বস্তু লইয়া সমবায়গুলির মধ্যে 
যাহাতে p সংখ্যক বস্তু সর্বদাই থাকিবে তাহার সংখ্যা "-৮০,-৮। 

এখানে অবশ্যই ৮১৯% হইবে। মনে করি প্রথম এ নির্দিষ্ট p সংখ্যক বস্তু পৃথক 
করিয়। রাখা হইল । অতএব অবশিষ্ট (n-p) সংখ্যক বস্তু হইতে একযোগে ("-2) 
সংখ্যক qq লইয়া সমবায় গঠন করিলেই নির্ণেয সমবায়গুলি পাওয়া যাইবে। যেহেতু 
p সংখ্যক নির্দিষ্ট বস্তু পূর্বেই পৃথক করিয়। রাখা হইয়াছে, স্থতরাং প্রতি সমবায়ে $3 p 
সংখ্যক বস্তু যুক্ত করিলেই নির্ণেয় সমবায় হইবে। 


`. নির্ণেয় সমবায় RI =” C, 

2. n বিভিন্ন বস্তু হইতে প্রতিবার” সংখ্যক বস্তু লইয়| সমবায়গুলির মধ্যে যাহাতে 
p সংখ্যক নির্দিষ্ট বস্তু কখনই থাকিবে না তাহার সংখ্যা ^77C,. 

যেহেতু ওঁ নিদিষ্ট p সংখ্যক বস্তু কোন সমবায়েই থাকিবে না, স্থৃতরাং এ p সংখ্যক 
বস্তুকে পূর্ব হইতে পৃথক করিয়া অবশিষ্ট (n— p) সংখ্যক বস্তু হইতে প্রতিবার r সংখ্যক 
বস্তু লইয়! সমবায় গঠন করিলেই নির্ণেয সমবায় পাওয়া যাইবে। কারণ এ po 
নির্দিষ্ট বস্তু পূর্বেই পৃথক করিয়া রাখায় কোন সমবায়েই তাহার] থাকিবে না। 

নির্ণেয় সমবায় সংখ্যা 7770. 
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উপপান্ত : nfafew qw হইতে একযোগে সম্তাৰ্য যতগুলি ইচ্ছা 
বস্তু লইয়। সমবায়গুলির মোট সংখ্যা নির্ণয় i 

(To find the number of Combinations of m different things 
taken all possible numbers at a time. ) 


n সংখ্যক বিভিন্ন বস্তু হইতে নির্বাচন করার সময়, প্রত্যেকটি qw লইয়া ছুই প্রকার 
প্রক্রিয়া হইতে পারে | হয় বস্তুটি নির্বাচিত হইবে অথবা বস্তুটি পরিত্যক্ত হইবে। প্রদত্ত 
n বস্তুর প্রত্যেকটি লইয়াই এরূপ দুই প্রকার প্রক্রিয়া হইবে। 

`. n বস্তুর মোট প্রক্রিয়ার সংখ্যা = 2X9 X92 X J... n সংখ্যক উৎপাদক 
পর্যন্ত = 2", 

কিন্তু এই 9" সংখ্যক প্রক্রিয়ার মধ্যে এমন একটি প্রক্রিয়া আছে, যাহাতে সমুদয় quE 
পরিত্যক্ত হইয়াছে । . কিন্ত কোন বস্তই থাকিবে না এরূপ প্রক্রিয়া হইতে পারে না। 
স্থতরাং এ প্রক্রিয়াটি বাদ দিলে নির্ণেয় সমবায় সংখ্য! = 9" — 1. 

agg: n বিভিন্ন বস্তু হইতে ইচ্ছান্ুসারে একযোগে একটি, দুইটি, তিনটি,..., 
n সংখ্যক বস্তু পযন্ত লওয়া যাইতে পারে। 

^. নির্ণেয় সমবায় সংখ্য ="0,+"02+ "C, + UO, 
"n 70, "0, "OS tcc t "O ,=9"—1 


CANT: ॥+৭+৮+....সংখ্যক বিভিন্ন qux মধ্যে এক প্রকার 
অভিন্ন বস্তু ৮-সংখ্যক, দ্বিতীয় প্রকার অভিন্ন বস্তু এ-সংখ্যক, তৃতীয় 
প্রকার অভিন্ন বস্তু rape, ইত্যাদ আছে। উহাদের যতগুলি Sui 
একযোগে লইয়া মোট সমবায়ের সংখ্যা নির্ণয় । 


p অভিন্ন বস্তু হইতে (p+ 1) প্রকার নির্বাচন করা যায়) কারণ, Ñ p qq হইতে 
আমরা একযোগে 1, 2, 3,......q1 p বস্ত লইতে পারি, স্থতরাং মোট p প্রকার নির্বাচন 
হয়। আবার একটি প্রক্রিয়ায় উহাদের কোনটিই না লইতে পারি । অতএব এই 
নির্বাচনটি ধরিয়া মোট (০4-1) প্রকার নিবাচন হইবে । অনুরূপভাবে ৫ ভিন্ন qu 
হইতে (g + 1) প্রকার, r অভিন্ন বস্তু হইতে (r+ 1) প্রকার ইত্যাদি নির্বাচন হইবে। 

এখন প্রথম (971) প্রকার নির্বাচনের  প্রত্যেকটিকে দ্বিতীয় (94-1) প্রকার 
নির্বাচনের সহিত যুক্ত করিলে p ও এ বস্তু হইতে মোট (+-1)(৫41) প্রকার নির্বাচন 
হইবে। অন্ুরূপে p, ৫ ও? বস্তু হইতে মোট (p-Fl(g--l(r--1) প্রকার নির্বাচন 
হইবে। এইভাবে মোট নির্বাচন হইবে (॥4+1)(9+1)("+1)......, কিন্তু ইহাদের 
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মধ্যে এমন একটি নির্বাচন আছে যাহাতে সবগুলি বস্তুই পরিত্যক্ত হইয়াছে । & 
নির্বাচনটি গ্রাহ্য হইবে না। 

s. মোট নির্বাচন সংখা!={(p+ 1৫+ 1(r4-1)......] —1 

উপপাদ্য : (m+n) বন্তকে কত প্রকারে এইরূপ ছুইভাগে বিভক্ত কব? যায় 
যাহাতে একভাগে m বস্তু এবং অপর ভাগে n বস্তু থাকে (mzn) | 

(m+n) বস্তু হইতে এক ভাগে m বস্তু লইলে অপর ভাগে % সংখ্যক qu থাকিবে | 

(m+n) বস্তু হইতে m বস্তুকে মোট Om প্রকারে নির্বাচন কর! যায় । এই 
ভাগটির প্রতি প্রকার নির্বাচনের সঙ্গে সঙ্গে অপর যে % বস্তু অবশিষ্ট থাকে সেই ॥ বস্তু 
হইতে একযোগে n বস্তু লইয়া অপর ভাগটি নির্বাচন করা যাইবে । ও নির্বাচনের 
সংখ্য ="0,=1 i 

*'. fifa fap mo x12. [mtn — [mtn 

Lmimt-n— m Lm |n 

[Sa ভাবে প্রথমে একভাবে n বস্তু লইলে অপর ভাগে % বস্তু পড়িয়া 
থাকিবে 1] 

অনুসিদ্ধান্ত : G) যদি %-% হয়, তবে প্রত্যেক ভাগেই m বস্তু থাকায় 
ভাগগুলি সমান হইবে। Yaw wakasha হইবে না। কারণ, 


ছুই ভাগেই m বস্তু থাকায় তাহারা অভিন্ন, এবং ভাগগুলি অদল-বদল করিলে ও কোন 
পার্থক্য দৃষ্ট হয় না অর্থাৎ নৃতন কোন সমবায় পাওয়া যায় না। অতএব, এরপক্ষেত্রে 
যত প্রকার নির্বাচন করা যায় তাহার সংখ্যা= Em 12% 
হ্যা 
(i) যদি (4747) সংখ্যক বস্তু থাকে এবং সেইগুলিকে এরূপ তিনভাগে 
বিভক্ত করা যায় যাহাতে একভাগে m, একভাগে n এবং একভাগে p বন্ধ থাকে তবে Š 
|m+n - 
Uum Me EA 
(m-n- p) সংখ্যক বস্তু হইতে m সংখ্যক বস্তুকে MENDO y উপায়ে নির্বাচন করা 
যায়। অবশিষ্ট (n+p) বস্তু হইতে n বস্তুকে "+50, উপায়ে নির্বাচন করা যায়। 
সর্বশেষে অবশিষ্ট p সংখ্যক 49 হইতে p সংখ্যক বস্তুকে "C, q) 1 উপায়ে নির্বাচন করা 
যায়। যেহেতু প্রতি প্রকার m ভাগের সহিত প্রতি প্রকার n ভাগকে সংযুক্ত করা 
যায়, স্থতরাং নির্ণেয় নির্বাচন সং STATES SUEDE. 
=lImtntp [ncp [m+n+p. 
Tamta” (nip "imn ip 
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এখানে যদি m=n=p হয়, তবে এই পিয়ার খা হইবে { xfi 
3m «Ww তিনজনকে সমভাবে ভাগ করিয়া দিতে হয়, “তবে সেই প্রক্রিয়ার সংখ্যা 
197, 
(m? 


FÈT: যে কোন সংখ্যক ভাগের wg উপরের প্রক্রিয়াগুলি সঠিক হইবে। 
"C, এর বৃহত্তম মান (Greatest value of gcn 
GANT: *এর মান কত হইলে ॥-বস্ত হইতে একযোগে »বস্ত 
লইয়া সমবার সংখ্যা সর্বাপেক্ষা, অধিক হইবে৷ | 
[To find for what value of r the number of combinations of n 
things taken r at a time is greatest. ] 
আমরা পূর্বেই পাইয়াছি, "C, = rt ১৫*০৮- 
TA অথবা "ua হইবে, 
যদি *_ "> অথবা 1 হয়, 


অর্থাৎ, M n—r+1>=wq4<r হয়, 
যদি nt> =r হয়, -__ 
z 


যদি r< =অথবা ১৮ হয়। 
এনটিভি 
() যদি ॥ qm সংখ্যা হয়, তবে TEL একটি তগ্নাংশ হইবে, কারণ তখন (॥+1) 


অধুগ সংখ্যা হইবে। সুতরাং এক্ষেত্রে” এর সর্বাধিক মান % হইতে পারে। কারণ 
rag মান যদি Do অপেক্ষা কমপক্ষে 1 অধিক হয়, তবে (rer) সংখ্যাটি "+1 
অপেক্ষা বড় হইয়া যাইবে। স্থতরাং O, অপেক্ষা "O, ছোট হইর্বে। 
এক্ষেত্রে "0, বৃহত্তম হইবে যদি "= হয় এবং এ বৃহত্তম মান "C. 
(ii) যদি wat হয়, তবে, T পর্ণ সংখ্যা হইবে। অতএব এক্ষেত্রে ॥= "+1 


হইলে "0,="0,-॥ হইবে, এবং r এর মান যদি EEL অপেক্ষা কমপক্ষে 1 বেশী হয়, 
তবে "Opa অপেক্ষা "O, ছোট হইয়া ধাইবে। 
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এক্ষেত্রে "0, বৃহত্তম হইবে যদি ra "t "w mm 
ক্ষেত্রে একই মান হইবে এবং È বৃহত্তম মান "Ca 1) অথবা "০40-1) 
Syl. 1. ০6৪ এর মান নির্ণয় কর | 


10571905, ,2140, 2125. 45 Te 00,270... ] 


উদ্দা, 2. "*!0,.,—"**0, হইলে n এর মান নির্ণয় কর। 
"fO. ym * 0. s. n—5+n=n+9 [7 "0,—"0, হইলে, 2=] 


"n ne. 
উদ. 3. যদি m="O; হয়, দেখাও যে, "0,—3."*10, — [C.U. '12] 
mene, 2o 
Me n(n — 1) ERE 1) -1} 
we tm 1. 2 -n Din(n- 1)- 9) 
2 8 


an- Ln —n—9) nn- 1(»4- 1 n»— 9) 


4.9.1. 4.9.1 
=3. Urn 1-2) g nyi 
s 4.8.9.1 d 6 


উদ. 4. যদি "P,—336 এবং "C,—56 হয়, তবে % এবং 1-এর মান 
নিৰ্ণয় কর। [ H. S. 70] 


"P.=836 বা, l” 
1877 


=5 UA iu .986 . 
আবার, "C,.—56 বা, Pm 56 বা, "n 56 
বা, r= eus 23 


এখন (orci q ou. চিএ = 396 বা, Ma De n3 sse 


(«Wb PE বা, ^(n—1Yn—2)-8.7.6 
বা, ^»(»—1(»-2)-8(8-1(8—-2) |... n-8. 


UE. 


——— 
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Ww 5. 10 জন খেলোয়াড় হইতে 4 জনকে কত প্রকারে নির্বাচন করা যাইবে? 
এখানে 10 জন খেলোয়াড় হইতে 4 জনকে একযোগে নির্বাচন করা যাইবে তাহাই 
ferar নির্বাচন সংখ্যা হইবে। 


নিৰ্ণেয় নির্বাচন সংখ্যা = 190, "Ih 210 


wi. 6. চটি স্বরবর্ণ ও 178 ব্যঞ্জনবর্ণ লইয়া কতটি শব্দ গঠন করা যাইবে 
যাহাতে 2টি স্বরবর্ণ ও ৪টি ব্যঞ্জনবর্ণ থাকিবে? [C.-U. 32] 

5টি "rue হইতে এটি শ্বরবর্ণকে লইয়া শব্দ গঠন করিলে সমবায় সংখ্যা হইবে 
505 | আবার 1টি ব্যঞজনবর্ণ হইতে 3টি শ্বরবর্ণ লইয়া শব গঠন করিলে সমবায় সংখ্যা 
হইবে 1705 | 

'. দুইটি প্ৰক্ৰিয়া মিলিতভাবে করিলে মোট সমবায় সংখ্যা = 5C, x 170, 

আবার প্রত্যেক সমবায়ে যে 5টি অক্ষর আছে, তাহার! নিজেদের বিভিন্ন প্রকারে 
সজ্জিত হইয়া মোট [5— 190টি বিন্যাস গঠন করিবে। 

মোট শব্দ সংখ্যা 505 x 17 O, x1920 
০2438245৯9০. 816000 

উদ. 7. 7 জন পুরুষ ও 4 জন মহিলা হইতে 5 জনের একটি করিয়া কমিটি 
গঠন করিতে হইবে । যদি প্রতি কমিটিতে অন্ততঃপক্ষে একজন মহিলা থাকে তবে 
মোট কত প্রকারে কমিটি গঠন করা যাইবে? [0. U. 748] 

যেহেতু কমিটিতে 4 জন মহিলার মধ্যে অস্ততঃপক্ষে 1 জন মহিলা থাকিবে, সুতরাং 
নিষ্নলিখিতভাবে কমিটিগুলি গঠন করা যাইতে পাবে। 

G) 4 জন মহিলা হইতে 1 জনকে এবং ৭ জন পুরুষ হইতে বাকী 4 জনকে 
লইয়া মোট $0, x 'C, সমবায় গঠন করা যাইবে । 

Gü) 4 জন মহিলা হইতে 2 জনকে এবং 7 জন পুরুষ হইতে বাকী 3 জনকে 
লইয়া মোট +C; x 40৪ সমবায় গঠন করা যাইবে 1 

(ii) 4 জন মহিলা হইতে 3 জনকে এবং 7 জন পুরুষ হইতে বাকী 2 জনকে 
লইয়া মোট $0, x "C, সমবায় গঠন করা যাইবে। 

(v) 4 জন 'মহিলা হইতে 4 জনকে এবং 7 জন পুরুষ হইতে বাকী 1 জনকে 
লইয়া মোট *C, x 0, সমবায় গঠন করা যাইবে। 
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" নিৰ্ণেয় কমিটির সংখ্য।_ 401 x 10,4104 X *05-*04 ১:05 
:1$0,x10, 
—4X35-4-6x 35--AX91--1x 7 
=140#210+84+7=441 
উদ্দা. 8. 15টি বাহুবিশিষ্ট কোন বন্ধভুজের কৌণিক বিন্দুগুলি যুক্ত করিয়া মোট 
কতটি ত্রিভুজ পাওয়া যাইবে? এ বহুতৃজের কর্ণগুলির সংখ্যা কত? 
15টি বাহুবিশিষ্ট বহুতুজের 19টি কৌণিক বিন্দু থাকিবে। এ 15টি বিন্দুর মধ্যে 
যে কোন তিনটি বিন্দু সরলরেখা ছারা qe করিলেই একটি করিয়া ত্রিভুজ পাওয়া 
যাইবে। ROR 15টি বিন্দু হইতে তিনটি বিন্দু যত প্রকারে নির্বাচন করা যায় ততগুলি 
ত্রিভুজ হইবে। 
. fü ত্রিভুজ সংখ্যা 0, = 13. as টি 


আবার এ বিন্দুগুলির যে কোন দুইটি বিন্দু যোগ করিলে একটি cf) সরলরেখা 
পাওয়া যায়। মোট সরলরেখার সংখ্যা .৪০৪-1০-1£-06 টি 


কিন্তু এই 105টি সরলরেখার মধ্যে বহুভুজের 16টি বাহুও ধরা আছে, উহারা কর্ণ 
হইবে না। 
"s নির্ণে্ কর্ণের ses —105— 15— 90টি 1 


উদ্া. 9. একটি দলে 16 জন বালকের মধ্যে 7 জন স্কাউট আছে। উহাদের 
মধ্য হইতে 11 জন বালককে কত রকমে নির্বাচন করা যায়, যাহাতে প্রতি নির্বাচনে 
(i) ঠিক 6 জন স্কাউট থাকে, (11) অন্ততঃ 6 জন স্কাউট থাকে? [H. S. ^72] 

এখানে 16 জন বালকের মধ্যে 7 জন স্কাউট এবং অবশিষ্ট 9 জন অপর বালক 
আছে। 

Gü) প্রথমক্ষেত্রে 6 জন স্কাউট লইতে হইবে স্থৃতরাং 11 জনের অবশিষ্ট 5 জনকে 
অবশিষ্ট 9 জন বালক হইতে লইতে হইবে। 7 জন স্কাউট হইতে 6 জনকে "C, 
উপায়ে এবং 9 জন অপর বালক হইতে 5 জনকে ৪0৮ উপায়ে লইয়া সমবায় গঠন 
করিতে হইবে। 
> ^. এক্ষেত্রে নির্ণেয় সমবায় সংখ্যা= 104 x *0, — 70, x *0, 


9.8.7.5 


TX V$34 


= 735 
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(i) দ্বিতীয়ক্ষেত্রে অন্ততপক্ষে 6 জন স্কাউট থাকিবে। হুতরাং 6টি স্কাউট ও 
চটি অন্য বালক থাকিতে পারে এবং সেক্ষেত্রে সমবায় সংখ্যা ৭35 [ (1) হইতে ] 
অথবা 7 জন স্কাউট এবং অবশিষ্ট 4 জন অপর বালক হুইতে পারে | 7 জন 
স্কাউট হইতে 7 জনকে 70; উপায়ে এবং 9 জন অপর বালক হইতে 4 জনকে ° O, 
উপায়ে নির্বাচন করা যায় , 
এক্ষেত্রে নির্ণেয় সমবায় সংখ্যা 70, ১৪0৪ = 1x 105—105 
মোট নির্ণেয় সংখ্য = 785 4-105 = 840 
gi. 10. এক ব্যক্তির 6 বন্ধু আছে। তিনি বন্ধুদের একজনকে বা একাধিক 
জনকে কত প্রকারে নির্বাচন করিতে পারেন ? (C. U. 50] 
6 জন বন্ধু হইতে 1, 2, 3, 4, 5 বা 6 জন করিয়া নিমন্ত্রণ কর! যায় | 
নির্ণেয় সংখ্যা 90; +°0,+50,+°0,+°0,+Š0, 
—64-15-F20--15--6--1- 63 
অন্ত প্রণালী £ 6 জন বন্ধুর মধ্যে ইচ্ছামত কয়েকজনকে বা! সকলকে নিমন্ত্রণ 
করা যায়। 
নিৰ্ণেয় সংখ্যা-৪--1-64--1-68 
উদ. 11. কোন প্রশ্নপত্রে 1 হইতে 1 পর্যন্ত পরপর 19টি প্রশ্ন দেওয়া হইয়াছে | 
AUC 4? বিভাগে 7টি ও ‘8’ বিভাগে চটি প্রশ্ন আছে । ' ‘4’ বিভাগ হইতে চতুর্থ 
9" ও অপর যে কোন 3টি প্রশ্ন এবং “2” বিভাগ হইতে অষ্টম প্রশ্ন ও অপর যে কোন 
দুইটি প্রশ্নের উত্তর করিতে হইবে । কোন পরীক্ষার্থী কত প্রকারে প্রশ্ন নির্বাচন করিতে 
পারে নির্ণয় কর। TH. S. 769] 
‘4’ বিভাগের 1টি প্রশ্ন হইতে চতুর্থ প্রশ্ন এবং অপর যে কোন ৪টি উত্তর করিতে 
হইবে। এক্ষেত্রে চতুর্থ প্রশ্নটিকে আলাদা! রাখিয়া অবশিষ্ট 6টি হইতে 3টি প্রশ্ন উত্তর 
করিলে ‘4’ বিভাগের উত্তর সম্পূর্ণ হইবে। এক্ষেত্রে নির্বাচন সংখ্য/= $0, = 


654 
331 20 


B বিভাগের 5টি প্রশ্ন হইতে অষ্টম প্রশ্ন এবং অপর যে কোন 2টি প্রশ্নের উত্তর 
করিতে হইবে। এক্ষেত্রে অষ্টম প্রশ্নটিকে আলাদা] রাধিয়া অবশিষ্ট এটি হইতে 2টি 
উত্তর করিলে 'P বিভাগের উত্তর সম্পূর্ণ হইবে। এক্ষেত্রে নির্বাচন সংখ্যা = *C, 

4.3 
D eee -6 " £ 
21 


fafa নির্বাচন suy 20 x 6190 
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gi. 12. 15 জন ব্যক্তির একটি দল হইতে 9 জনের একটি দল কত রকম 
ভাবে গঠন কর] যাইবে যাহাতে (i) 3 জন বিশেষ ব্যক্তি কখনই থাকিবে না (i) 3 
জন বিশেষ ব্যক্তি সর্বদাই থাকিবে? [H. S. 168] 
G) যে 3 জন ব্যক্তি কখনই থাকিবে না তাহাদের পূর্ব হইতে বাদ দিয়া অবশিষ্ট 
(16-38) বা 19 জন হইতে 9 জনের দল গঠন করিলেই নির্ণের নির্ধাচনগুলি পাওয়া 
যাইবে। 
. নির্ণে নির্বাচন সংখ্যা 120, = 805 ২3253412890 


(i) যে 3 জন ব্যক্তি প্রতি নির্বাচনেই থাকিবে, তাহাদের পূর্ব হইতে নির্বাচন 
করিয়া অবশিষ্ট 19 জন হইতে বাকী (9—3) 6 জন নির্বাচন করিলেই নির্ণেয় 
নির্বাচনগ্জলি পাওয়া যাইবে 1 


নির্বাচন 2119 .12110..8.7 < 
. নির্ণেয ৬) ge 6.5.4.3.9.1 s 


Exercise—13 
1. মান নির্ণয় কর £ (i) 1930, (i) Es 
. যদি "020="0, হয়, তবে n এর মান নির্ণয় করু। 
যদি 2০৮. ৯০5 হয়, তবে r এর মান নির্ণয় কর। [C. U. 730] 
যদি "C,=15 এবং "P, 860 হয়, তবে n ও r এর মান নির্ণয় কর । 
প্রমাণ কর "C, "710, 47710, = (C, 


6: দেখাও যে, Car (n 1(2n — 3(2n—5) . (8 — 2r 1) 
TC. 1.8.5--«(8r — 1) 


7. মোট 10টি প্রশ্ন হইতে যে কোন ৪টি প্রশ্ন তুমি কত প্রকারে নির্বাচন করিতে 
পারিবে? 

8. 9 জন শিক্ষক এবং 5 জন ছাত্র হইতে 6 জন শিক্ষক এবং 2 জন ছাত্রের 
কতটি দল গঠন কর! যাইবে? j 

9. T জন পুরুষ ও 4 জন মহিলা হইতে 5 জনের কতগুলি কমিটি গঠন করিতে 
পারিবে, যাহাতে প্রতি কমিটিতে অন্ততঃপক্ষে একজন মহিলা থাকে । (C. U. '67] 

10. একটি কাউন.সিলে একজন সুভাপতি, 2 জন সহ সভাপতি এবং 19 জন 
অন্যান্য সন্ত আছে | ইহা হইতে 6 জনের কতগুলি কমিটি গঠন করা যাইবে, যাহাতে 
সভাপতি এবং অস্ততঃপক্ষে একজন সহ সভাপতি অবশ্যই থাকে | 


3e pr 
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11. টি yaaa এবং 5টি স্বরবর্ণ হইতে, ৪টি ব্যঞ্জনবর্ণ এবং 2টি স্বরবর্ণ বিশিষ্ট 
কতগুলি শব্দ গঠন করা যাইবে যাহাতে শব্দের অক্ষরগুলি বিভিন্ন হইবে? [0. U. ^32] 
12. 11 জন খেলোয়াড় বিশিষ্ট একটি ক্রিকেট দল 6 জন এবং S জন খেলোয়াড় 
বিশিষ্ট 2f) ভিন্ন দল হইতে গঠন করিতে হইবে। 6 জনের দল হুইতে Wf অন্ততঃপক্ষে 
4 জনকে লওয়া হয়, তবে মোট কত প্রকারে ক্রিকেট দল গঠন করা যাইবে? 
[C. g. 788] 
13. একটি ফুটবল দলকে স্থানীয় দলগুলির সহিত 10টি ম্যাচ খেলিতে হইবে । 
এই খেলাগুলির ফলাফলের (জয়, পরাজয় অথবা অমিমাংশিত ) ভবিষ্যদ্বাণী করিতে 
হইবে। মোট কতপ্রকারে ভবিষ্যদ্বাণী করা যাইবে যাহাতে ঠিক 6টি ভবিষ্যদ্বাণী 
সঠিক হয়? 


14. একটি দশভুজের কৌণিক বিন্দুগুলি যুক্ত করিয়া মোট কয়টি ত্রিভুজ গঠন 
করা যাইবে? মোট কয়টি কর্ণ ই বা পাওয়া যাইবে? 

15. কোন সমতলের উপর 16টি বিন্দু আছে এবং উহাদের কোন ৪টি সমরেখ 
নহে। এ বিনুগুলি যোগ করিয়া কতগুলি সরলরেখা গঠন করা যাইবে? [P. U. 09] 


16. কোন লমতলে % সংখ্যক বিন্দু আছে, উহাদের মধ্যে নির্দিষ্ট m সংখ্যক বিন্দু 
সমরেখ, অপর যে কোন ৪টি বিন্দু সমরেখ নহে। এ বিন্দুগুলি যোগ করিয়া কতগুলি 
G) বিভিন্ন সরলরেখা (ii) কতগুলি বিভিন্ন ত্রিভুজ গঠন কর! যায়। [C U. "28] 


17. ৪টি বিভিন্ন বস্তু হইতে প্রতিবার 4টি করিয়া লইয়া মোট কতটি সমবায় গঠন 
করা যাইবে যাহাতে একটি বিশেষ বস্তু (D) সর্বদাই থাকিবে (ü) কখনই থাকিবে all 
দেখাও যে উভয় ক্ষেত্রে সমবায় সংখ্যা সমান৷ 

18. আটটি কাউণ্টারের উপর গনণার জন্য ধাতুখণ্ডের উপর 1, 9, 8, 4, 5, 6, 7, 
8 এই সংখ্যাগুলি লেখা আছে। অস্ততঃ একটি যুগ্ন ও একটি অধুগ্ন ধাতুখণ্ড থাকিবে 
এরূপভাবে 4টি ধাতুখণ্ডকে কত রকমভাবে নির্বাচন করা যায়? [ €. 0.41] 

19. এক ব্যক্তি তাহার 8 জন বন্ধুর একজনকে বা একাধিক জনকে কতরকম ভাবে 
নিমন্ত্রণ করিতে পারেন? 

20. 7 জন পুরুষ ও 3 জন মহিলা দুইটি py আসনের জন্য নির্বানপ্রার্থী। 
একজন ভোটদাতা যতগুলি আন শূন্য তাহার খনধিক যতঙ্জনকে ইচ্ছা ভোট দিতে . 
পারেন। তিনি কত প্রকারে ভোট দিতে পারিবেন? [ P. U. 48] 

21. 22 জন লোককে কত প্রকারে দুইটি ক্রিকেট দলে বিভক্ত করা যায় ? 

[ C. U. 50 ] 


` 


198 উচ্চতর মাধ্যমিক গণিত 


22. 59টি তাসকে 4 জন খেলোয়াড়ের মধ্যে কত প্রকারে বণ্টন করা যাইবে? 

28. আটটি প্রশ্ন এবং প্রত্যেকটির একটি করিয়া বিকল্প প্রশ্ন আছে । প্রমাণ কর 
এক বা একাধিক প্রশ্ন মোট 39 —1 উপায়ে নির্বাচন করা যায়। ( C. U.'28] 

24. একটি প্রশ্নপত্রে দুইটি বিভাগের প্রত্যেকটিতে চটি করিয়া প্রশ্নসহ প্রশ্নের 
উত্তর করিতে হইবে। কোন পরীক্ষার্থীই কোন বিভাগ হইতেই 4টির বেশী প্রশ্নের 
উত্তর করিতে পাবিবে না। সে মোট কত প্রকারে প্রশ্নের উত্তর করিতে পারিবে? 

[ C. U. '82] 

25. এক ব্যক্তির 3টি টাকা, 4টি 50 পয়সা ও 5টি 95 পয়সার মুদ্রা আছে। 
মে কত প্রকারে উহা দান করিতে পারিবে? 

26. 8 জন মহিলা! এবং 7 জন পুরুষ হইতে 3 জন মহিলা ও 4 জন পুরুষের মোট 
কতগুলি কমিটি গঠন করা যাইবে? যদি Mr. কোন কমিটিতে থাকিলে Mr. x 3 
কমিটিতে থাকিতে অস্বীকার করেন, তবে মোট কতটি কমিটি গঠন হইবে? 

27. Alliteration শব্দটির অক্ষরগুলি হইতে একযোগে 4টি করিয়া লইয়া কত 
রকমে (i) নির্বাচন করা যায় এবং (ii) সাজান যায় ? [0.0.] 

28. দেখাও যে ‘daddy did a deadly deed? বাক্যটির অক্ষরগুলিকে লইয়া 
মোট 1919টি নির্বাচন করা যায়। 

29. A,B,C,D,E এই পাচ ব্যক্তি একটি সভায় বক্তৃতা করিতে যাইতেছে | 
কত রকম ভাবে তাহার] একজনের পর একজন বক্তৃতা করিতে পারিবে ufi (i) B, /-র 
পূর্বে বক্তৃত| না করে এবং (1) A ঠিক ৪-র পূর্বে IFS] করে। 

30. যদি ০4-947 সংখ্যক বস্তুর মধ্যে 2-সংখ্যক একরকম, এ-সংখ্যক অন্তরকম 
এবং অবশিষ্ট সকল বিভিন্ন হয়। তবে দেখাও যে মোট সমবায় সংখ্যা (9+1) 
(+1) 27-1 হইবে। 

81. এক ব্যক্তির 6 জন বন্ধু আছে। যদি তিনি তাহার 3 জন ভৃত্যের মাধ্যমে 
তাহাদের নিমন্ত্রণ লিপি পাঠান, তবে কত প্রকারে তাহা৷ করিতে পারিবেন? [ প্রত্যেক 


ভৃত্য সমান সংখ্যক চিঠি বিতরন করিবে ] [ Pat. '50 ] 
92. Examination শব্দটির অক্ষরগুলি হইতে প্রতিবার 4টি করিয়া লইয়া মোট 
. কতটি সমবায় গঠন করা যাইবে? [ C. U. 58 ] 


88. দেখাও যে *"C, সমবায়ের যতগুলিতে একটি বিশেষ বস্তু সবর্দাই থাকিবে, 


তাহা! যতগুলি সমবায়ে এ বিশেষ বস্তুটি একেবারেই থাকিবে না৷ তাহার সমান হইবে। 
[ €. U. 62] 
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34. কোন সমতলে %-সংখ্যক বিভিন্ন বিন্দু আছে তাহাদের যে কোন ৪টি সমরেখ 
নয় এবং যে কোন 4টি সমতলীয় নয়। /-এর মান কত হইলে Q বিন্দুগুলি যুক্ত করিয়া 
ষতগুলি সরলরেখা পাওয়া যাইবে, ঠিক ততগুলি সমতল পাওয়া যাইবে? [0. D. '50] 

55, 210-44 কতগুলি বিভিন্ন উৎপাদক পাওয়া! যাইতে পারে? 

86. 2%-সংখ্যক বিভিন্ন বস্তুর সমবায় £%-সংখ্যক বিভিন্ন বস্তুর সমবায় 65 £ 
হইলে %-এর মান নির্ণয় 24 | 

37. যদি %-সংখ্যক সমান্তরাল সরলরেখাকে ॥-সংখ্যক সমান্তরাল সরলরেখা ছেদ 
করে, তবে দেখাও যে মোট 1mn(m _ 1)(_-1)-সংখ্যক সামান্তরিক গঠিত হইবে। 

88. a,b,c, d, e এই পাচটি অক্ষরের সবগুলিকে লইয়া £+ এবং ‘-? চিহ্ন 
দ্বার! যুক্ত করিয়া কয়টি বীজগণিতীয় রাশি তৈরি করা যাইবে? 
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faa ডগগাদ্য 


( Binomial Theorem ) 


দ্বিপদ রাশি (Binomial Expression): যে রাশিতে কেবলমাত্র দুইটি পদ 
(term) থাকে, তাহাকে দ্বিপদ রাশি বলে। যথা a+ 3b, 3z — 4y ইত্যাদি । 

দ্বিপদ্দ উপপাস্ভ (Binomial Theorem): যে বীঞ্জগণিতীয় সাধারণ স্থত্রের 
সাহায্যে দ্বিপদ রাশির যে কোন ঘাতকে বিস্তৃত কর] যায়, অর্থাৎ শ্রেণীর আকারে প্রকাশ 
করা যায়, তাহাকে ছ্বিপদ উপপান্য বলে । এই saf Newton উদ্ভাবন করেন | 

fg উপপাগ্ভ যখন ঘাত ধনাত্মক পূর্ণসংখ্য! (Binomial Theorem 
for a positive integral index) : 

(a- x)" =a” - "0 ,a"71z--"C.a"7*59 4 e T'"C,a"7 tz! + 

০৮৮০০170১৮1) 


cma enatis Br Don ga UU 


n.420 1)\(n— 9). (n—r+1) aTa" + 
lr 


প্রমাণ (প্রথম পদ্ধতি ) 

আমরা জানি (৫+2)%» (৫+2)(৮+)--*%-সংখ্যক উৎপাদক পৰ্যন্ত %-সংখ্যক 
উৎপাদ্দকের প্রত্যেক উৎপাদক হইতে এক একটি অক্ষর লইয়া এবং সেই %-সংখ্যক 
অক্ষর গুণ করিয়া এই ক্রমিক গুণফলের প্রত্যেকটি পদ পাওয়া যাইবে। স্থতরাং 
প্রত্যেকটি পদ %-মাত্রিক (n-dimension) হইবে অর্থাৎ প্রত্যেক পদে a ও ৮-এর ঘাতের 
সমষ্টি n হইবে। প্রথম পদে প্রত্যেক উৎপাদক হইতে কেবল a লওয়া হইল, ফলে 
॥-সংখ্যক a পাওয়া যাইবে যাহাদের গুণফল a" সুতরাং প্রথম পদ a". IIRA 
শেষ পদে প্রত্যেক উৎপাদক হইতে কেবল z লওয়া হইল এবং পূর্বের ন্যায় শেষ পদ 
হইবে z" | 

এখন দ্বিতীয় পদেও মোট %-সংখ্যক অক্ষরের গুণফল sz) দ্বিতীয় a 
একবার কমাইয়! (n — 1) সংখ্যক a লওয়া হইল, ফলে এ-র ঘাত হইবে a”! | ইহার 
সহিত %-সংখ্যক z হইতে একটি z লইতে হইবে । এই নির্বাচন যত প্রকারে করা 
যাইবে, তাহাই দ্বিতীয় পদের সহগ হইবে। অতএব দ্বিতীয় পদের সহগ "O, বা %। 
স্থৃতরাং দ্বিতীয় পদ হইবে "Catar বা, na^71z | 
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তৃতীয় পদে আরও একটি কমাইয়া (n— 9)-সংখ্যক a লওয়! হইল, সুতরাং মোট 
অক্ষরের সংখ্যা % করিবার জন্য %-সংখ্যক z হইতে যত প্রকারে সম্ভব দুইটি করিয়া = 


লইতে হইবে। ইহা "C, বা D প্রকারে লওয়া যায়। অতএব তৃতীয় পদ 


হইল "Cpa"? বা, চা ett 


এইভাবে অগ্রসর হইতে হইতে যখন একটি সাধারণ পদে (%-7)-সংখ্যক a লওয়া 
হইবে, তখন তাহার সহিত +-সংখ্যক z লইয়া মোট %-সংখ্যক অক্ষর করিতে হইবে | n- 
সংখ্যক z হইতে ?-সংখ্যককে মোট "C, উপায়ে লওয়া যায়। অতএব যে কোন 
সাধারণ পদের আকার হইল C a” rar সুতরাং সাধারণ পদে ॥-এর মান পর পর 
0, 1, 2, 3,...... পৰ্যন্ত বসাইলে (৫4+%)"-এর বিস্তুতির পর পর পদগুলি পাওয়া 
যাইবে। 

অতএব প্রমাণিত হইল যে, 

(a-- 2)" — a^ -"Ca^71z -"Csa^-*23 + টা + Bran ciat der. Ta^ 

[a^ এর সহগ "C4 —1 এবং z" এর সহগ "C, = 1] 


অথবা, ০৮৭০ AA 


"T n(n - 1n Vx 9)...(n are 1) n-rar + +2" 
Ir. 


দ্বিতীয় পদ্ধতি আরোহণ প্রণালীতে (By the method of induction) 


আমর! সরাসরি গুণ করিয়া পাই, 

(a4-2)* =a? --2az --z3 —a* 4- "Cias +z 

(a4-z)* =a" --3a*z -- 3az* -z* _ ৫৪ 4* C092 +’ C, az? +z 

(a+r) —a* -- 4a* z 4- 62323 4- 4a* zt =at -* C,a*z 
F*C40?z* -*C,az* 404. 

স্থতরাং দেখা যাইতেছে ॥= 2, 9 এবং 4 হইলে উপপাছ্যটি সিদ্ধ হয়। 

এখন মনে করি %-এর একটি নির্দিষ্ট মান m হইলে উপপাদ্ভাটি সিদ্ধ হয়। 

(০12) 2 a" --"Cia"-71z 4 "C,a"7*z? +... 

৪০০81] 
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(1) এর উভয়পক্ষকে (a+ 2) দ্বার! গুণ করিয়া পাই, 
(+-2)7+2 — (a - c a" -- "Cia -ig Campe 
"C,a"7'2* +.. +z") 
zai (7C, +1) a"z + (7C, "C1)a"7122 + --- 
(C+C, a7" * 1a? +... tt 
এখন UC,-1-2"C, "C, —"*1C, সাধারণভাবে 
nC, UC, ,—"*10, 
(atati 70871120207 বিন £ 09076750845 
+"+1Cam-W+iyr +... 10712 
অতএব দেখা গেল যে, n=m হইলে যদি উপপাগ্টি সিদ্ধ হয়, তবে »—mcl 
হইলেও উহা সিদ্ধ হয়। 
আমরা! পূর্বেই দেখিয়াছি ॥=4 হইলে উপপাগ্যটি সিদ্ধ ex | স্থতরাং ॥=441 বা 
5 হইলেও sh সিদ্ধ হইবে। আবার যেহেতু n=5 হইলে উহা! সিদ্ধ হয়, স্থৃতরাং 
n 5--1 বা, 6 হইলেও উহা সিদ্ধ হইবে ইত্যাদি। 
অতএব প্রমাণিত হইল যে, %-এর যে কোন ধনাত্মক পূর্ণসংখ্যার মানে দ্বিপদ 
উপপাগ্ভটি সিদ্ধ হয়। 
দ্রষ্টব্য £ 0). দ্বিপদ উপপাগ্যের ডানপক্ষকে (৫+-2)"-এর বিস্তৃতি বলে। 
(H). "OS, "Oi, "O3, "Ceres "Cc বিস্তৃতির পদগুলির সহগ 
বলে। এই সহগগুলিকে Binomial Coefficient বলে | 
(ii) বিস্তৃতি হইতে বুঝা যায় বিস্তৃতিটি সমীম (finite) এবং পদসংখ্যা (41) 
অর্থাৎ (৫4-%)-এর ঘাত অপেক্ষা! 1 বেশী। ' 
(iv) প্রত্যেক পদে a ও ৮-এর ঘাতদয়ের সমষ্টি % এবং প্রত্যেক পদে %-এর ঘাত এ 
পদের 0-এর lower ৪৮-এর সমান 1 
যদি" ধনাত্মক পূর্ণংখ্য। হয়, তবে প্রমাণ কর 
(14-2) 21-- "0,2 -" C423 o... usi E" 0,7 4555548৮210) 


eh Dac S ente oan 


tuu 


- আমর! সরাসরি গুণ করিয়া পাই, 
(14-2)? 21-F9z4-22 1-304242? 
(+)- 1--3z  32* Ez? =1+ *0 n * 0,2? +08 
(oz)! 512-42 62 - 42? +i 2 1-- 3 0.2 * 09x? tOta" 


TS 


i 
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স্থতরাং দেখা যাইতেছে n—2,3 ও 4 হইলে উপপা্ছাটি সিদ্ধ হয়। এখন মনে 
করি %-এর একটি নির্দিষ্ট মান n = m হইলে উপপাগ্থাটি সিদ্ধ হয়। 
(11) 111057৮0222 + m 170৮? 4 ১৮ +x" 
উভয় পক্ষকে (1 +z) ছারা গুণ করিয়া পাই, 
(L2)! - (21 "0:2. Oar? +... +02 enr bac) 
71-("C, +12 - ("C 4-"0,)z* +... + 
(^C, +0, -1)g* t +amti 
এখন "0, 1-0, -"0,— *10, এবং সাধারণ ভাবে "0,4+"0,-, 
=m+10, | Ñ J 
(Ute) e 1-4 P130 ae p HQ aat p ee mH ur tu. pom 
অতএব %-% হইলে যদি উপপাপ্থটি সিদ্ধ হয়, তবে n=m+1 হইলেও উহা! 
সিদ্ধ হইবে। 
আমরা পূর্বেই দেখিয়াছি n= 4 হইলে উপপাগ্ঠটি সিদ্ধ হয়। স্থতরাং n= 4+1 
বা 5 হইলেও উহা সিদ্ধ .হইবে। আবার যেহেতু n— 5 হইলে উহা সিদ্ধ হয়, স্থতরাং 
n=ő5+1 বা, 6 হইলেও উহা! সিদ্ধ হইবে ইত্যাদি । 
অতএব %-এর যে কোন ধনাত্মক পূর্ণসংখ্যার মানে দ্বিপদ উপপাদ্য সিদ্ধ হয়। 
[ দ্রষ্টব্য £ (৫+০)"-এর বিস্তৃতিতে ৫= 1 বসাইলেই (14-%)"-এর বিস্তৃতি পাওয়া 
যায়। স্থতরাং (৫+2)”-এর একটি বিশেষ রূপ (12-2)" ] 
({+=)"-এর বিস্তৃতি হইতে (৭4-)"-এর বিস্তৃতি নির্ণয় 
n 9 ^ “2 s, ajf 
(az) -(০(1+2)) =a (1+3) =a"(1+2) [== «f ] 
=a"(1+"C,Z+"C,Z* + +2") 
=a" F"C,a^71g--" 030"712? +... +z" 
অতএব (৫.+-০)"-এর আকারের বিস্তৃতি হইতে (৫+-%)"-এর বিস্তৃত পাওয়া গেল। 
দ্বিপদ উপপান্তের বিশেষ রূপ 
যেহেতু (aa)! এবং (1+%)"-এর বিস্তৃতিদ্বয় a এবং ৪-এর যে কোন মানে সিদ্ধ, 
স্থতরাং উভয় বিস্তুতিতে ০-এর পরিবর্তে — x quit] পাই, 
(a — 2)" =a” 4- ^g, an-1(— —2)--"0,a"-3(—2)9 +. +(— mx) 
=a" — "Calg E" Q,9?7252 — ...+(— 1)z" 
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(1-2) —1" "0,7 2)" 0, (- 2)* 4 +(— 2)" 
z1—-^"0,z-4"0;z* — E (— 10 

উভয়ক্ষেত্রে % xm হইলে (--০)"-এর চিহ্ন ধনাত্মক হইবে, অর্থাৎ সেক্ষেত্রে 
(-০)*-* হইবে । আর % sh হইলে (—z)'= a" হইবে। এক্ষেত্রে n Y 
না৷ অযুগ্ন জান! না থাকায় (-_2)%-এর স্থলে (—1)'z" লেখা হইল। ॥ যুগ্ন বা অধুগ্ম 
হইলে (— 1)" যথাক্ৰমে ধনাত্মক বা খণাত্মক হইবে। 

এই বিস্তৃতিদ্ধয়ের পদগুলির সাংখ্যমান পূর্ব অনুরূপ বিস্তৃতির পদগুলির সাংখ্যমানের 
সমান এবং কেবল একটির পর একটি ধনাত্মক ও খণাত্মক । few উভয় বিস্তাতিতে প্রথম 
পদ ধনাত্মক এবং % যুগ্ম বা WE হইলে শেষ পদ যথাক্রমে ধনাত্মক 41 খণাত্মক হইবে | 

বিস্তৃতির সাধারণ পদ (General term) 

(+-2)"-এর বিস্তৃতির (॥4-1)-তম পদকে বিস্তুতির সাধারণ পদ (general 
term) বলা হয় । কারণ ॥-এর একটি যোগ্য মান বসাইয়া বিস্তুতির যে কোন পদ 
নির্ণয় করা যায়। ইহাকে traa দ্বার! স্থচিত করা হইয়া থাকে | 

(৫+2)"-এর বিস্তৃতি হইতে পাই, 

প্রথম পদ-(0+1)-তম পদ — "Osa" = a" 

দ্বিতীয় পদ» (1+1)-তম পদ ₹%05০%-22 

তৃতীয় পদ- (2+ 1)-তম পদ = "0,0775? 

চতুর্থ পদ-(8+1)-তম পদ - "0 ,42^737? 

অনুরূপে -(+1)-তম পদ ₹"0,০%-72৮ 

(৪+-৯)"-এর বিস্তৃতির সাধারণ পদ অর্থাৎ (৮+1)-তম পদ 
zs (J gr 
অন্রূপে (14-2)"-এর বিস্তৃতির সাধারণ 970,27 
(a—zy"- aq বিস্তৃতির সাধারণ পদ = (— 1)^0,a"7"2* 
(1-2)"-এর বিস্তৃতির সাধারণ 9 —(— 1)" "07৮৮ 

বিস্তৃতির মধ্য পদ (Middle Term) 

আমরা পূর্বেই দেখিয়াছি দ্বিপদ রাশির যে কোন ঘাতের বিস্তৃতির পদসংখ্যা এ 
ঘাতসংখ্যা হইতে 1 বেশী হইয়া থাকে। অর্থাৎ (৫+)"-এর বিস্তৃতির পদসংখ্যা 
(n+1) হইবে। অতএব n যুগ্ম হইলে পদসংখ্যা TIN হইবে এবং n অযুগা হইলে 

পদসংখ্যা যুগ হইবে । n যুগ্ম হইলে মধ্যপদ একটি এবং n অধুগা হইলে মধ্যপদ দুইটি 
হুইবে। 
(i) মনে করি n যুগ্ম এবং n = 2% অর্থাৎ m=". 
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যেহেতু বিস্তৃতির পদসংখ্যা n+l অর্থাৎ, 2741 AR (%+4-1)-তম পদ বা 
41) -তম পদ মধ্যপদ হইবে। 

Gi) মনে করি, n IIN এবং %_ 2m-F1, অর্থাৎ m= MT এখানে faefes 
পদসংখ্যা (n-- 1) — (2m-F 2) | 


অতএব, এখানে মধ্যপদ দুইটি হইবে । এবং উহা (m+ 1)-93 পদ এবং (m + 9)- 
তম পদ। 


অথাৎ (:+1)-তম পদ এবং 


"তম পদ | 


বা, TUI -তম পদ এবং PEL a)-e পদ i 


a sayan বিস্তৃতির মধ্যপদ নির্ণয় 

(8 w যুগ্ম হইলে মনে করি n— 2m, অর্থাৎ m= 

যেহেতু বিস্তৃতির পদসংখ্যা (4-1) অর্থাৎ 294-1, একটি sam রাশি । স্থতরাং 
একটি মাত্র মধ্যপদ থাকিবে, এবং উহা (%+1)-তম বা (3+1) পদ। 


s. £r Şa In $- [nt n 

| নিৰ্ণেয় মধ্যপদ 0 Ero (Tini z 
End 

Gü) n অযুগ্ হইলে, মনে করি, ॥= 2741 অর্থাৎ m—$(»—1) এখানে 
বিস্তৃতির পদসংখ্যা (n + 1) অর্থাৎ 24-2, একটি যুগ্ম রাশি, স্থতরাং দুইটি মধ্যপদ 
থাকিবে এবং উহা (m+ 1)-93 ও (742)-তম পদ হইবে অর্থাৎ {pln — 1) + 1-93 
এবং 18(%4-1)+-11-তম পদ হইবে। 

(n-1) 


X -1). |n 
নিৰ্ের erae hoy, - = ET 


3 1 n n-4-1) 
d 01640585400 HCESY YU X 
স্থতরাং এক্ষেত্রে মধ্যপদদ্বয়ের সহগছ্য়ের সাংখ্যমান সমান 1 
সমদূরৰ্তী পদ (Equidistant terms) 
কোন বিস্তৃতির প্রথম দিক ও শেষ দিক হইতে যে দুইটি পদ সমান দূরে অবস্থিত, 
নেই "race সমদৃরবর্তী পদ বলে & 


এবং 
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উপপান্ “mI কর কোন বিস্তৃতির সমদৃরবর্তা পদগুলির সহগগুলি সমান হয়। 


(To prove that the coefficients of equidistant terms of an expansion 
are equal). 
এখানে (a +z)"-aq বিস্তৃতিকে বিবেচনা করা যাইতে পারে। এই বিস্তৃতির প্রথম 
দিক হইতে (৮+1)-তম পদের সহগ "| এখন শেষ দিক হইতে (৮+1)-তম পদের 
সহগ কত তাহা দেখিতে হইবে | শেষ দিক হইতে (৮+-1)-তম পদ, প্রথম দিক হইতে 
কত-তম পদ হইবে তাহা পূর্বে নির্ণয় করিতে হইবে | 
যেহেতু মোট AAI (n1) স্থতরাং em দিক হইতে (॥4-1)-তম পদের পূর্বে 
প্রথম দিক হইতে মোট 1(+-1)--(৮+1)) অথাৎ (॥-+)-সংখ্যক পদ আছে। স্থতরাং 
শেষ দিক হইতে যাহা (৮+1)-তম পদ, প্রথম দিক হইতে উহা! (৮--7)-তম পদের 
পরবর্তী পদ অর্থাৎ (n — r+ 1)-83 পদ হইবে। 
| -. শেষ দিক হইতে (৮+1)-তম পদের সহগু প্রথম দিক হইতে (৮-:৮+1)-তম 
পদের মহগ- "Onr —^0, [^ ০৮-৮০-৭০0৮] 
7-33 যে কোন মান বাইয়া দেখা যাইবে কোন বিস্তৃতির উভয় দিক হইতে 
সমদৃূরবর্তী পদগুলির সহগ সমান | 


Sv. 1. (2) -এর বিস্তৃতি নির্ণয় কর । 
(2-1) at 0,2 (- Dto. a*(- D. +o- 
+*০০*(-2) tda" +*o,[-1)' 


=2t 653-1573 904.1 6.4.1 


vi. 2. (8-2) -এ বিস্তৃতি নির্ণয় করিয়া উহা হইতে % বর্জিত পদটি কত- 
তম পদ এবং উহার মান কত বাহির কর 1 (H. S. 61] 


$-3) - 0) +0) 2) +02 
HALLE scole) C" 
০802) 
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264 E eds 15.428_ 
নন AUN, V aniio 
9 81 , 799 
T1937 616: IT 
94 11:8 20 , 44,195 949 729 
799^ — এ =20+ Ag? -85476425 


৪-বজিত পদটি এবং SH মান — 20 
GFI. ৪. (27— 373)19-«q বিস্তৃতির ৫:৪-এর সহগ নির্ণর কর। 
[H. S. ^64] 
মনে করি, বিস্তৃতির (++ 1)-%3 পদে ৪ থাকে। 
(r+ 1) তম পদ _ ` 00, (251 0*r( — 92)" 
md 90,,919-r 51 9-r(— 30257 
-(—8)r.190,,910-7 z10tr 
gi0tr—g1s S2 10+r=13 বা, r=3 
(3+1) বা 4-তম পদে 2৪ থাকে এবং উহার সহগের মান 
—(—8) .1090,,910-7—(—8)3,100,,910-3 


- 97. 95 198. — 414720 


wl. 4. [3 ** aq বিস্তৃতির a7 19-2 সহগ fad কর। 
মনে করি, বিস্তুতির (॥4-1)-তম পদে 271? থাকে 1 
(৮+1)-তম পদ- 0 2 PE 140m5 tar 1) gr 
z(—1)5,140,:59- 6€ 
gt -regci0 our BO eres TiO. | ql, ৮৮10 
+", (1141) বা 19-93 পদে 271? থাকে এবং উহার সহগের মান 
-(-1y.140, -(- luto a= - 1*0, 


— 14.18.12 
3.2.1 


= —864 
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Spi. 5. (27 1.) -এর বিস্তৃতির %-বজিত পদ এবং তাহার সহগ নির্ণয় 


কর। [C. U. 786] 
মনে করি, বিস্তৃতির (+1)-তম পদ z বজিত। 


PE EW) tie 
এখন (741) তম s= *0, (29771) 
E ০ E s * 0,9977 3 at 3r 
ইহা ৫-বজিত হইবে যদি এ-এর ঘাত শূন্য হয়। অর্থাৎ যদি 9—3r=0 হয়। 
t r=3! 
(3+1) বা 4-তম a-3fers পদ এবং ইহার মান 


= 9 s-r 1 FA 9-3 ১৬৬ 9.8.7 .1792 . 
0,977, m 0,3979. 89784 সা 


উদ 1. 6. (i-i) মধ্যপদের সহগ নির্ণয় কর | 


এখানে %=8 যুগ্ন রাশি, স্থতরাং মধ্যপদ একটি এবং উহা (8 +1) বা, (4+1)- 
তম পদ | 


T $c 1)* E65 2. 

এখন (৫+1)-তম পদ-$০4(9০)*-4( à 71.3.31 917 4a 
= 2980 = 3548 

wl. 7. দেখাও যে, [z+ H "এর Rafe মধ্যপদ 


1.8.5--(9n — 1) 
[n 
an gef | — s. মধ্যপদ n) বা, (৮+1)তম পদ | 


.9" হইবে | [P. U. '42] 


(n4- 1)-9x পদ — 2"0,, 11-5», L = ano, = [2n ৰ 
* [n|2n —» 


= 1.9.8.4.5--«(2n — 1)9n 
[nin 
1.8.5 (2n — 1)2.4.6---2n 
ILE 
1.8.5-- (2n — 1).9"(1.9.3---n) 
Inn 
-13.5--(2n— 1)9"|n. 1.8.5 (2n —1) এ" 
[nln In. 
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উদ্ব!. ৪. দ্বিপদ উপপাগ্যের সাহায্যে (99)4-এর মান আসন্ন তিন দশমিক স্থান 
পর্যন্ত বাহির কর। 
(99)* —(1— 01) 
—1-4*0,(—'01)4- *04(— *01)* -- *Cs( — 01)? +- 
-1-—4( 0423 00001) 4(:000001)+ --- 


=1 —'04 +0006 —`000004 + 
=1'0006 —'04 = `9606 [ 4 দশমিক পৰ্যন্ত ] 
='961 [ আসন্ন তিন দশমিক পৰ্যন্ত ] 


উদ্দা, 9. প্রমাণ কর %-এর মান 1 অপেক্ষা বৃহত্তর যে কোন ধনাত্মক পূৰ্ণসংখ্যা 
হইলে, 1225 দ্বার! 62" — 35n — 1 রাশিটি বিভাজ্য হইবে 1 
6?" — 35n — 1 = 36" — 35n — 1 = (1+ 35)” — 35n —1 
_11103.854702.085)25 --"0,.(85)? + +(85)"}— 85n—1 
={1+3ő5n+”C (35)? --^C3(35)? + --- +(85)"}—35n—1 
= "0 (35)? --"0,(35)2 + --- + (85) 
ডানপক্ষের প্রত্যেকটি পদ (35)? বা, 1225-44 গুণিতক | সুতরাং উহারা 
প্রত্যেকেই 1995 দ্বারা বিভাজ্য অর্থাৎ প্রদত্ত রাশিটি 1225 দ্বার! বিভাজ্য 1 
উদ্দা. 10. প্রমাণ কর (142)৪"-এর বিস্তুতির মধ্যপদের সহগ (1+%)%-- 
এর মধ্যপদের সহগদ্বয়ের সমষ্টির সমান | 


9n Ri Werk মধ্যপদ (2+1) বা, (৮+1)-তম পদ 


(1--2)?^- aq মধ্যপদের সহগ = 20% 
(2n — 1) emp | 
FER মধ্যপদ p = =141) -তম পদ এবং (ere itla) “তম পদ 


অর্থাৎ 10/_-1)+-11-তম পদ এবং (॥4-1)-তম পদ | 
(14+০)2-২-এর (n — 1)-- 11-63 পদের সহশ= *"7 10,4, 
(14-2)2^7 taa (৫+1)-তম পদের 2165] — ?" 710, 
সহগন্ধয়ের সমষ্টি = 2"710, 4-4 "710,2 9"71*10, 
[^ ০৮1৮0৮৮৮50৮] 
= 0p —(1--2)2 "«42 মধ্যপদের সহগ | 
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Exereise—14 


নিয়লিখিত দিপদ রাশিগুলির বিস্তৃতি নির্ণয় কর : 
1. (2a- 3b) 2. (1-23)! 3, (৮3) 
a 6 
s (2 


5. বিস্তৃতি নির্ণয় করিয়া সরল কর £ (24-1) E ( /5— 15 
6. qfaia; (n— Viza?) taty ia) 


e (i-i) E বিস্তৃতির 5x পদটি নির্ণ =< | 


8. (2+ 3) E &-তম পর কত হইবে? 


নিযনলিখিত বিস্তৃতির মধ্যপদ (বা otras ) নির্ণয় কর : 
9. (i-i m 10. (2-2) 
"(n 2 


13. (z—9)* [H.S.'60 4. REN [H. S. ^64] 


is (E um বিস্তৃতি নির্ণয় করিয়া উহার সাধারণ পদটি বাহির কর 
এবং ছুইটি মধাপদ fat | .[C. U. 782] 


2n 
16. দেখাও cs, (৮- 2) -এর বিস্তৃতির মধ্যপদ w (epa 


হইবে। ; 
17. (2z3 --2):০-এর বিস্তুতির z15-aq সহগ নির্ণয় কর। [C.U. 47] 
15 
18. (4-1 "এর বিস্তৃতির ০৪-এর সহগ নির্ণয় কর। [H. 5.768] 
12. : 
19. (5-1 -এর বিস্তৃতির 2711.42 সহগ নির্ণয় কর । [H. S. 71] 


20. (৫+-+22)(1-০):৪-এন বিস্তৃতি ০:০-এর সহগ নির্ণয় কর। 
[™. U. ^20] 
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fau fagfesfsa -বজিত পদ নির্ণয় কর : 
119 1? 
21. (572) 22. (92-2 [H. S. '66] 
28. (sl) cDmsse 24 a-2* (21) 


r 3 : 
25. (০, my 
1 ০ [9 i y 

26. দেখাও যে [z+1) "aa বিস্তৃতির মধ্যপদ্বের সহগ dor [H 5.0 

27. (+2)y"(1 +1) “এর বিভ্তৃতির ৫-বজিত পদের মান নির্ণয় কর। 

28. প্রমাণ কর (1--2)?"-42 ffs ৮"-এর সহগ (1+£)2%*-:-এর বিস্তৃতির 
০*-এর seca feed I 

29. ছিপদ উপপাগ্যের সাহায্যে (1:09)4-এর মান 4 দশমিক স্থান নির্ণয় কর। 

[H. S. *61] 


30. [° +9) e কিস্তুতির y-« সহগ নির্ণয় কর। 


31. ছিপদ উপপাগ্যের সাহায্যে (999)3-এর মান আসন্ন তিন দশমিক স্থান পর্যন্ত 
এবং (99)*-« মান নির্ণয় কর । Í 

32. প্রমাণ কর %-এর মান 1 অপেক্ষা বৃহত্তর যে কোন ধনাত্মক পূর্ণ সংখ্যা হইলে 
4?^ — 150-1 রাশিটি 225 ছারা বিভাজ্য হইবে। 

83. প্রমাণ কর (14-z)'*!-42 বিস্তৃতির (+1)-তম পদের সহগ, (1+%)"- 
এর বিস্তুতির ?-তম এবং (+-1)-তম পদের সহগদ্ধয়ের সমষ্টির সমান | 

84. (1+7)*"+1 এর বিস্তৃতির ct এবং mtaa সৃহগ সমান হইলে +-এর 
মান নির্ণয় কর। [C. 0.80] 


I 15 j ma [n 
85. প্রমাণ কর (54+! -এর বিস্তৃতির araa সহগ fiin 7). 7) 


36. (+%)-এর বিস্তৃতিতে পর পর দুইটি পদ সমান। পদ দুইটি বাহির কর 
এবং উহাদের মান নির্ণয় কর । [H. S. '69] 


987. নিয়লিখিত বিস্তুতির zr-aq সহগ কত হইবে? 
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88. দেখাও যে, % যে কোন ধনাত্মক পূর্ণমংখ্য| হইলে, 
an- (n7 1072)... cC 1) n= 
n ETT 9 +( 1) n=0 


39. যদি n যে কোন ধনাত্মক পূর্ণসংখ্যা হয়, প্রমাণ কর : 


(1 -2)' 2-2)" 2%9(1178)%2 mem 20112) 8৮৮ 
40. প্রমীণ কর £ 
(৫+-০)_ a” atio a^^ 25? az^-i g" 

nl (n — 1)! GED a 9)! gt YT (n—1) m 


eis que সহগ ( Greatest Coefficient of an expansion) 

উপপাগ্ত £ (a+r) বা (142)"-এর বিস্তুতির বৃহত্তম সহগ নির্ণয় 1 

[ To find the greatest Coefficient of (a +z)" or (14-2)"]. 

প্রদত্ত উভয় বিস্তুতির (৮+1)-তম পদের সহগ "C, আমরা পূর্বেই দেখিয়াছি 
( সমবায় অংশে )। 

G) যখন % gm, "C, বৃহত্তম হইবে যদি "= 3 হয়। 

(ü) যখন » অধুগ্ন, "C, বৃহত্তম হইবে যদি r—4(n— 1) অথবা, r— 3-1) 
RON যখন n যুগ্ম ($7/+1)-তম পদ অর্থাৎ মধ্যপদই বৃহত্তম সহগ বিশিষ্ট হইবে। 

যখন n অযুগ্য, (ঠ(/-1)+11-তম অথবা, ((0,+1)+11-তম পদ অৰ্থাৎ মধ্য- 
পদদ্বয়ের সহগদ্বয় বৃহত্তম হইবে এবং সহগদ্ধয় সমান হইবে। 

বৃহত্তম পদ ( Greatest term ) : 

মনে ক্রি, (৫4-)"-এর বিস্তৃতির বৃহত্তম পদ নির্ণয় করতে হইবে। মনে করি, 
বিস্তৃতির /-তম পদকে t, দ্বারা স্থচিত করা হইবে। 

iy 22" 0, 1a" -**1g*71,,..(1) fa = N taf (9) 
i -trt £1. ^—r-lz s= rtl এ) 


চি ` ২2175 
CN T ü a, 
WEN, ৮+1> =wq4<t, হইবে 
aR, (৮-14+1)%> =wq4]<ar হয় 
অর্থাৎ, qfq (/+1)১৮ = অথবা! c (a+ z)r হয় 
a: ntl, 
অর্থাৎ যদি ৪ সঅথবা- ৫০" হয় 
: O মনে করি, ৮.০ একটি ধনাত্মক পূর্ণসংখ্য। এবং উহা! %-এর সমান। 


উন হিসি «ree aedi c tm বৃহত্তর 
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হইবে এবং এইভাবে 1» পর্যন্ত পরপর পদগুলি বাড়িতে থাকিবে। যখন r—p হইবে, 
তখন 44 =r অৰ্থাৎ 54a => হইবে। 
আবার যখন ॥>% ( অর্থাৎ 2941 বা তাহার অধিক হইলে ), (44-1, হইবে 
এবং পরবর্তা পদগুলি ক্রমশঃ কমিতে থাকিবে 1 
ty+1 =, এবং ইহারাই বৃহত্তম পদ হইবে। 


Gi) মনে করি, is. æ একটি পূর্ণসংখ্যা হইবে না, এবং উহা! একটি পূর্ণসংখ্যা 


q+ কোন ধনাত্মক প্রকৃত ভগ্নাংশ I 
স্থতরাং যতক্ষণ ৫ পর্যন্ত /-এর মান থাকিবে, ততক্ষণ re z এবং bn zu 
হইবে। এবং ?-এর মান q+ 1 অথবা আরও বৃহত্তর হইলে, £৮+২ <t,. 
44778 PARTE ESSET 
অতএব এক্ষেত্রে (9-1 পদটি বৃহত্তম হইবে। 


ag: যদি > z একটি প্রকৃত ভগ্নাংশ হয় অর্থাৎ (n+1)z<a+ 2 হয় 


অর্থাৎ ০4৯ হয়, তবে প্রথম পদটি বৃহত্তম হইবে এবং যদি (n +-1)z>a(a+2) হয়, 


অর্থাৎ n >na, তখন শেষ পদটি বৃহত্তম হইবে। 
অনুসিদ্ধান্ত 1s (14+2)"-এর বিস্তৃতির বৃহত্তম. পদ অনুরূপ প্রণালীতেই নির্ণয় 
কর] যাইবে, কেবলমাত্র ৫-এর পরিবর্তে 1 বসাইতে SEC | 
অনুসিদ্ধান্ত 2 ? যেহেতু (৫--2)"-এর বিস্তৃতির বৃহত্তম পদের সাংখ্যমান (a--2)"- 
এর বিস্তৃতির বৃহত্তম পদের সাংখ্যমানের সমান, Wex (৫-%)"-এর বিস্তৃতির বৃহত্তম 
সাংখ্যমান নির্ণয় করিতে adas চিহ্ন বর্জন করিতে হইবে এবং পূর্বের নিয়মে তাহা 
বাহির করিতে হইবে । 
farta সহগের ধর্ম (Properties of Binomial Coefficients) : 
সংক্ষেপে লিখিবার জন্য অনেক সময় "00, "01, "08,7, "C, এই দ্বিপদ সংখ্যা- 
গুলিকে 0০, 05» Cs, C, আকারে লেখা হইয়া থাকে। 
(a2) 51-4" C a "Cua? 4 "Cua" (10) 
=00+0,x+Ca2+...+0n2...(2) L "C, =1] 
(ü) (1+=)"-aq বিস্তৃতির সকল পদের সহগগুলির সমষ্টি 2" হইবে । (2)নং-এর 
'উভয় পক্ষে ৮] বসাইয়া পাই, 
2 =C +C +C, ++ C, সহগগ্ুলির সমষ্টি 


? 
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(8) (1+2)"-এর বিস্তৃতির বিজোড় স্থানীয় পদগুলির সমষ্টি জোড় স্থানীয় পদগুলির 
সমষ্টির সমান 1 
(গ)নং-এর উভয় পক্ষে = — 1 বসাইয়। পাই, 
০0-0০-0702 Cs +(0-1)0 
0০+-0+04+4--৮- C. ROS ROS ne 
অনুসিদ্ধান্ত 1. (i) হইতে Co RO. CS d 0,7 2" 
যেহেতু 0,71 S2 004 0. eR 0n=2"—-1 
ইহা হইতে বুঝা যায় যে % বিভিন্ন বস্তু হইতে একযোগে 1, 2, 8,...॥-সংখ্যক 
বস্তু লইয়| গঠিত সমবায়গুলির মোট সংখ্যা 2^—1 


অনুসিদ্ধান্ত 2. (i) হইতে, 
(Q +O +O +...=0,+0,+0;+ সবগুলি সহগের সমষ্টি 
i ১১ 
বিজোড়স্থানীয় পদগুলির সহগগুলির এ, পদগুলির 
সহগগুলির সমষ্টি = %৮-£ 


ব্য £ š (৫+-2)-এর বিস্তৃতির পৰগুলির সহগগুলিরও এই দুইটি ধর্ম বর্তমান I 
(৫+০)-এর বিস্তৃতিতে ৫=%=1 ব্সাইয়! প্রথমটি এবং ৫-₹1, 2= —1 বসাইয়। 
দ্বিতীয় ধর্মটি পাওয়া যাইবে 1 

wl. 1. (৮-42):-এর বিস্তুৃতির কোন পদ সাংখ্যমানে বৃহত্তর, যখন = 
হইবে তখন বৃহত্তম পদের মান নির্ণয় কর। 

এখানে? enu olds (সাংখ্যমানে ) 


E i [= 2-4] 
L+ >t, হইবে যদি 8(13—r)>15r হয় 
aiia 1047 23r হয়, অর্থাৎ যদি 7482 বা, 443 হয়। 
JO [a4 ৯৮৫৮ অৰ্থাৎ /৮১৮৫,+৪ হইবে যদি 7 418 হয়। 
Igi i s COUR -- ti >t tts 
ze পঞ্চম পদটিই qeu পদ । 
t 21304,6127 4(—47)4— 1? 0,.5*( — 4.5)* 


4 
= 130,595. 
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Gpl. 2. দেখাও যে (14+%)ঃ"-এর বিস্তৃতির বৃহত্তম পদের সহগ বৃহত্তম হইবে 


afi m এবং TEL ag মধ্যে c অবস্থান করে। 


যেহেতু বৃহত্তম সহগ মধ্যপদের সহগ, এক্ষেত্রে মধ্যপদ (2+1) বা (m4-1)- 


BLEU স্থতরাং এখন এরূপ শর্ত নির্ণয় করিতে হইবে যাহাতে (m--1)-x পদ বৃহত্তম 
পদ হয়। 


যেহেতু ini. বৃহত্তম পদ CO Imirim এবং Ung. 3 ৯৯174 
"MC ৯ SO 039 0,45"531m0, m" —— (1) 
tm+1>tm+2 S2 MOn smo py BEL (2) 

(3) হইতে 29^—m1,. অথাৎ "Ls 

m 9 
অথবা, 5 


এবং (9) হইতে mnt DHL Sy 


শেক অথবা, > 


এ-এর মান — m. Sa এবং চি -এর মধ্যে থাকিবে | 


* 


Syl. ৪. (০+-০)%-কে z এর ঘাতের অধঃক্রমে বিস্তৃত করিলে তৃতীয়, চতুর্থ ও 
পঞ্চম পদগুলি যথাক্রমে 84, 280 ও 560 হয়, তবে z, ৫ ও %-এর মান নির্ণয় কর। 


[C. U. '55] 
ওয় পদ _ *08.৮%-8.44 
n(n oed 1) 77868 -84 বা, n(n— 1)” 2a? =168 ** (1) 
L2 i 
8 পদ = E Opt Aa-3 a? 
soie Pr 2) n- $78 = 980 
বা, n(n —1)(n—2)s”-3a3 =6 X 280 OAA) š 


উঃ মাঃ গঃ (বীজ )—10 
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৫ম. পদল08:০৮-5৫4 
n(n — 1Yn — 2)(n — 3). s 


T £৫4 = 560 
বা, "(n—1(»—2)(»—3)?-*a*—94x560 .. (8) 
(9) কে (1) দ্বারা ভাগ করিয়া পাই, (0,91 2081 


(8) কে (9) ছারা ভাগ করিয়া পাই, (৮-৪৮-৪ 


এখন (4) কে 5 দ্বারা ভাগ করিয়া পাই, "= t 
বা, -5w—15=4n-—8 বা, »-7 


(4) নং 4 8.57 বসাইয়া পাই, 95-10 বা, a=2r 


(1) নং এ n2 7 এবং a— 2% বসাইয়া পাই, 


1.6.:5.4z? —168 রাড, 2121 বা, z—1 
a—9:—9.1—2 
উদ্দা, 4. (14-2)! 9-3 বিস্তৃতির (4r--5)-ex ও (9/+1)-তম পদের সহগছয় 
সমান হইলে ?-এর মান নির্ণয় কর । [C. U. ^49] 
(47+5)-তম পদের সহগ = 100, +4, (2741)-তম পদের সহগ - 1905, 
2808855508৮ <. 4r+4+9r=10 
[^ "0,—"C, হইলে ০+%-% ] 
রা, r-1 
উদ: 6. (1+)"- ০০+-০২০+-0৪০৪+-...+ ০0৮০" হইলে প্রমাণ কর, 
E 2 2 51285552115 1 U '45 
CU Sg ias a ATI aad 


= a © 
ৰামপক্ষ= 94+ Ci Gea Oe 


_l, n, n(n—1) 
18471347472 


8৪ n+l 
s m. 5450-1) cs 
futs et E 
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- suot DE En EDI Dan 
=H t0 pt o, erm ovas m cg 
=i sem 
Sw. 6. (1+)*-১+০++-০০+-.--+0৮০% হইলে প্রমাণ কর, 
Cd ROSEO +O, "n (C. U. ^41] 
(1 2)'— ০0০405২405০ + C," EN ü) 
এবং (০+1)"-09০*+ 0825 4 0427-3 3- ... O, = (9) 


(1) ও (9) গুণ করিয়া পাই, 
(11+2)**-(0০+ 0140224140৮) 
X (Coz" + C,2"71 - C,2"73 +... E 0,) 


ইহা একটি অভেদ, স্থতরাং উভয়পক্ষে 2-44 সহগ সমান হুইবে। 
n = 20, = [2n = 12 

বামপক্ষে ৮*-এর সহগ লি ET! 

ডানপক্ষে পদগুলিকে পর পর গুণ করিলে z"-aq সহগ হইবে 
=0&+02+CA+-- +C, 


Vb lc? 03 3024 +C, NT 
(বিকল্প পদ্ধতি) (1-2) - Co O42 Cami e RO." — .. (1) 
sea পরিবর্তে ঠ বাইয়া পাই, 

(144) -0 0d eos lee. - (2) 


(1) ও (9) গুণ করিয়া পাই, 
Gxay( :d'-o ও (9) শ্রেণীদয়ের গুণফল 


বা, Uta =(1) ও (9) শ্রেণীছয়ের গুণফল e (3) 
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বামপক্ষের ৪-বজিত পদ- (14-2) «8 ৪"-এর মহগ = "m s 
m 
ভানপক্ষের ০-বজিত পদ = 094+ C2 + 09: +... + 0,2 


2 1.024: 0.15 2 
OSHORO +H +O, TUE 


Exereise—14A 


" 
Ld 


+ (.—2)!1«qq বিস্তৃতির বৃহত্তম সহগ নির্ণয় কর 1 
(142) an বিস্তৃতির বৃহত্তম পদ কত হইবে যখন 0—1, 272? 


৩ 
E 


3. (2a— 3b)"-43 বৃহত্তম পদ কোন্টি হইবে যখন n=13, ৫= 9, b=4 7 
4. (9z + 3y'-42 বৃহত্তম পদের মান কত হইবে যখন, n= 13, iud wif 
8. (1—292)!?-«3 বৃহত্রম পদের মান কত হইবে যখন z = সত? 

6. (3—52)9-«3 বিস্তৃতির que সাংখ্য সহগ কত হইবে? 
7. (2 8%)৭-এর বিস্তুতির সহগগুলির সমষ্টি কত হইবে? 
8. দেখাও যে (14%)*"+1 বিস্তৃতির বৃহত্তম পদ বৃহত্তম সহগবিশিষ্ট হইবে, যদি 

n n4-9 


x44 n 


9. %-এর সীমা কত হইলে (1+):৪-এর বিস্তৃতির বৃহত্তম পদ বৃহত্তম সহগ 
বিশিষ্ট হইবে? 
10. (৫+2)-এর বিস্তৃতির দ্বিতীয়, তৃতীয় এবং চতুর্থ পদ যথাক্রমে 240, 720 
এবং 1080 হইলে a, z এবং ॥-এর মান নির্ণয় কর | 
11. (14%)"-*র বিস্তৃতির ২য়, ৩য় এবং গর্থ পদের সহগ সমান্তর শ্রেণী গঠন 
করিলে ॥-এর মান কত হইবে? 


12. (142)"-এর পর পর তিনটি পদের সহগ 220, 495 এবং 799 হইলে 
%-এর মান কত হইবে? 


-এর মধ্যে এর মান অবস্থিত হয়। ° 
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13. (+০)*এর বিস্তৃতির %-তম, (m-Fl)-sx এবং (m-k2)-9x পদের 
সহগ A. P. গঠন করে, তবে প্রমাণ কর, n —n(¿m+1)+ ¿m —9= 0 

14. (1+০)৯০-এর বিস্তৃতির (5/+-4)-তম পদের-সহগ  9/-তম পদের সহগের 
সমান হইলে +-এর মান কত হইবে? 

15. যদি ? ও n ধনাত্মক ARM হয়, তবে প্রমাণ কর (1+2)%+%-এর 
বিস্তৃতির z” এবং ৮"-এর সহগ সমান | [H. S. '68) 

16. যদি (1+%)"-এর বিস্তৃতির পর পর তিনটি পদের সহগ a, b, ০ হয় তবে 
প্রমাণ কর, no 2৭০৮০০) এবং যে পদের সহগ তাহার qamman EO 
হইবে। 


17. যদি (14+%)"-এর বিস্তৃতির 6-তম, দ-তম, 8-93 এবং 9-তম পদের 


b? —ae 4a 

যথাক্রমে a, b, ç এবং ৫ হয়, তবে প্রমাণ কর, ০8 PI Bp 
18. যদি (1+%)"-এর বিস্তৃতির পর পর চারটি পদের সহগ 01, ৫4, 93, Ga 
হয়, তবে প্রমাণ কর যে, _ 3 4.25 - 979 (P. U. °50] 


atag as+ae datas 

19. (৫+০)%-এর বিস্তৃতির wu পদগুলির সমষ্টি P এবং sm পদগুলির সমষ্টি 
a হইলে প্রমাণ কর, 

(i) P*-o*-(s*—2*) (ü) 42০, (a4-z)?" — (a —2)*" 

20. যদি কোন বিস্তৃতির পর পর দুইটি পদের সহগ সমান হয়, তবে দেখাও যে 
উহাদের পূর্ববর্তী, এবং পরবর্তী পদ দুইটির সহগদ্বয় সমান হইবে । 

যদি (14+2)-এর বিস্তৃতির সহগগুলি 0০6, 01, Cas, On হয়ঃ তবে 
নিম্নলিখিতগুলি প্রমাণ কর ঃ 

21. 0২+2.09+8.০0৯+--+4%.0৮-4%.9%-হ (C. U. 38) 

22. C,—2C,+80s— 46-10-248০ [C. U. 42] 

23. C44-90,4-80,--..-F(i--1)C,— (n--2)9"7? — [H.S. '66] 

24. Qv t3, peg dae E 

28. C,+š0,+1C,+ up n= EXC i5 71) 560. Dz 'B8] 


ru Nn 
n+l 


20, C - 40 Ha C roS [P. U. 44) 
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nO, . n(nd-1) 


Ci. 904, , 8C 
এ... ৪4৮৯4 ১কা 
টির 77 


2 
28. RET EEE AE ET OS m ES 


(m 
29. O,G,+CI0,, i 0S0, a rn OS C, LU. 
30. 0০০87051087 CA tee +(— 10, =0 
z in 
wa. 51 (s যদি % যথাক্রমে epe p হয়। 
81. যদি (1--x--z*)'—a,-Fa,c-Fagz? d e Haans?” হয়, তবে 
প্রমাণ কর যে, ao Has Hag He Haan = 4(8" 4-1) 


82. যদি m ধনাত্মক opns] হয়, তবে দেখাও যে, 


গল রাঃ এ =a — e+ (- 1)" =1 


ভগ্নাংশ বা খণাত্মক ঘাত-ৰিশিষ্ট দ্বিপদ উপপাদ্য : 
` [ Binomial Theorem for fractional or negative index. ] 


আমরা দেখিয়াছি যে % ধনাত্মক পূর্ণসংখ্য। হইলে, 
fi as n(n — 1) VN S n(n— 1) (nr 1, en 
(14-2) 1৫4 291৮7 তি i "+ 


(॥+1)-তম পদ পৰ্যন্ত | 


কারণ সাধারণ পদে ॥-এর মান n অপেক্ষা বৃহত্তর fü, e Dore 
এর লবের যে কোন একটি উৎপাদকের মান pP হইবে। স্থতরাং % অপেক্ষা বড় z-44 
যে কোন ঘাতের সহগের মান শূন্য হইবে । সেইজন্য ছ্বিপদ উপপাস্থ z" পর্যন্ত বিস্তৃত 
হয় এবং শ্রেণীটি সসীম (finite) ex | 

few উপরের শ্রেণীতে যদি ॥-এর মান ভগ্নাংশ বা খণাত্মক হয়, এবং যেহেতু r 
সর্বদাই ধনাত্মক পূর্ণসংখ্যা, TEA ॥-এর কোন মানের জন্যই সাধারণ পদের লবের 
কোন উৎপাদকের মান শূন্য হইবে না। স্থতরাং এক্ষেত্রে, ০-এর ঘাত Ws বড়ই হউক 
না কেন, উহার সহগের মান কখনও শূন্য হইতে পারে না ফলে উপরোক্ত শ্রেণীটি কোন 
নির্দিষ্ট পদে গিয়া শেষ হইবে না! এবং উহা একটি অসীম (09011) শ্রেণীতে পরিণত হয়। 
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ভগ্নাংশ বা খণাত্মক ঘাত-বিশিষ্ট দ্বিপদ উপপাস্তের প্রমাণ i 
উপপাদ্য: প্রমাণ কর, | 
(1 +2)"=1 SiS MX MATE MERE + 


12057106672) ৫7143) L... À qg... (1) 
m 


যখন |z | <1 [| = | ==-aq সাংখ্যমান ] 
মনে করি (1)নং-এর ডান পক্ষের শ্রেণীটি f(n) ছারা সুচিত হয় | 
` নিট ++? Da y... (9) 


f(n)21- na + uti besa (3) 
এবং (m+n")= 1+(m+ net CMe tc 1) (ER 4) 


এখন যদি m এবং % ধনাত্মক পূর্ণসংখ্য| হয়, তবে ধনাত্মক পূর্ণসংখ্যার ঘাত বিশিষ্ট 
দ্বিপদ উপপাদ্য হইতে পাই, 
' fm) =(1 +)", f(n)=(1+2)" e (m+ n)=(1+ a)" 
কিন্তু (1472) Xx (1+2)" - (14-2)"*" 
*. যদি % ও % ধনাত্মক পূর্ণসংখ্যা হয়, 


[oem tmt Lys eMe] 


০3৮৮8 En Dua s de (B) 


যদি সসীম পদ বিশিষ্ট দুইটি বীজগণিতীয় রাশিমালাকে গুণ করা! হয়, গুণফলও 
তাহাই হইবে, রাশিমালায় apes প্রতীক চিহগুলির মান ধনাত্মক, খণাত্মক, পূ্ণসংখ্যা 
বা ভগ্নাংশ যাহাই হউক না কেন ( অবশ্য প্রতীক চিহ্নের কোন মানে রাঁশিমালার পদ 
অসীম হইবে না) যদি পদসংখ্যা অসীম হয়, তবে গুণফলের আকৃতি কয়েকটি 
নির্দিষ্ট শর্তে একই থাকিবে । (£)নং-এর বামপক্ষে m এবং %-এর ভগ্নাংশ বা খণাত্মক 
মান লইলে, উভয় ক্ষেত্রেই পদসংখ্যা অশীম হইবে, কিন্তু গুণফল একই থাকিবে, যেহেতু 
£-এর সাংখ্যমান 1 অপেক্ষা ছোট | 
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স্থতরাং | %1 <1 হইলে m এবং %-এর সকল মানে (5) নং সম্পর্কটি সঠিক 
হইবে । অর্থাৎ) x f(n)= (14-৭), m এবং %-এর সকল মানের জন্য | 

So fmn)xfQ)xf(p)o f(m- 0)xf(p)7f(m- n4 p) 

wea ভাবে, f(m)xf()xf(p)x--wm সংখ্যক উৎপাদক পর্যন্ত- 
10%4-7/4+14+---সসীম সংখ্যক পদ পৰ্যন্ত )***(6) 

(ü) মনে করি n যে কোন ধনাত্মক মূলদ ভগ্নাং: -b যখন h এবং k ধনাত্মক 
পূৰ্ণসংখ্যা 1 


`. (৪) হইতে,/ Í “tut কর: 


=f [tiak menm 
= Mum 


(€— 10584... 


` 20 ay. যেহেতু h ধনাত্মক পূৰ্ণসংখ্যা | 
h. " h 1081) 
I arate reper. YSI 


n যে কোন ধনাত্মক মূলদ ভগ্নাংশের ক্ষেত্রে উপপাগ্যাটি প্রতিষ্ঠিত হইল uf 
-1«z-17J3 
(i) আবার মনে করি % একটি খণাত্মক মূলদ সংখ্যা (পূর্ণ অথবা ভগ্নাংশ ) এবং 
nz _% যখন 8 ধনাত্মক | 
^. (9) হইতে f(— 9) x f(s) f(— s+ 8) = f(0) 5 1 


2C এ psp" sy ['. s ধনাত্মক ] 


(+5) -f(-9-1 s Xt Da এ 


স্থতরাং ছ্বিপদ উপপাদ্য যে কোন খণাত্মক ঘাতের জন্য প্রতিষ্ঠিত হুইবে যদি 
* 14] হয়। 
.. দ্বিপদ উপপাস্ভ ভগ্নাংশ এবং গ্ধণাত্মুক ঘাতের জন্য সত্য হইবে, Wf 
—-1«z«1*3I 


. 
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sb: | | =1 হইলেও fb শর্তে হিপদ উপপাদ্য সিদ্ধ হইবে, few 
০৯] হইলে ইহ! কখনই সিদ্ধ হইবে না। 

এক্ষেত্রে (1+০)"-এর সহগগুলিকে *09, "C," 0, প্রতীক দ্বারা লেখা হয় 
না, কারণ এই প্রতীকে n ধনাত্মক পূর্ণসংখ্যা ৷ কিন্তু এক্ষেত্রে n খণাত্মক ব! ভগ্নাংশ 
হইবে। 

ভেগারমণ্ডের উপপান্ত (Vandermonde's Theorem) : 


যদি r কোন ধনাত্মক পূর্ণসংখ্যা এবং m, n যে কোন মান বিশিষ্ট হয়, তবে 
(m+n) =m, +" m, ,n1 "Cam, ang TF... Nr 


=m, "ni m, amen ness (1) 


যখন m,— m(m— 1)(m— 2) (m—r 0 
যখন r—1, (m+n) =m+n=m; +n 
উভয় পক্ষকে m+n — 1 দ্বার! গুণ করিয়া পাই, 
(m+n) (m+n-—1)=m(m+n-— 1)+n(m+n-1) 
=m(m—1)+mn+mn+n(n—1) 
—ms-r2m,n; Hna 
অর্থাৎ (m+n)a — ma +*0mn tns 
r=9 হইলে উপপাদ্যটি সিদ্ধ হয়। 
মনে করি, ॥-এর একটি নির্দিষ্ট মান p হইলে উপপাদ্যটি সিদ্ধ হয়। 
(m-- n),  m,-?C m, - 41" Cams - sia + ER +n (9) 
উভয়পক্ষকে (m-Fn— p) দ্বারা গুণ করিয়া পাই, 
(71170507111, p)=m>y(m— m-—ptn"Cym,-im(m-ptlt*a- n-1) 
1902712-87/91771- m-p42tn—- n—2)t- hin — p m) 
(my; E mynj) Cy (mona +mə-1na) T Oa (mo - -1na 41771578708) 
+... Np+1 
=my+i tmn DO )+my- nal” Ci + ৪0৪)4-... 
ce + Mp ane C, PC) T nosa 
(m+n) = mos t"! Q4myny  ?* 104m, ina F 
hy AS Ot Oi =*+1C,,,] 
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স্থতরাং উপপাগ্াটি ॥-এর যে কোন মানের wg সিদ্ধ হইলে উহ! reed পরবর্তী 
মানের জন্য সিদ্ধ হইবে । কিন্ত /-1, 2 হইলে ইহা! সিদ্ধ হয়। অতএব উহা 753, 
4, ইত্যাদির জন্য অর্থাৎ সকল মানের জন্য সিদ্ধ হইবে। 


সাধারণ পদ ( General term ) 
(+1)-তম পদকে সাধারণ পদ বল! হয় এবং উহাকে /,+) দ্বারা স্থচিত কর! হয়। 
যেহেতু ০০ Has pt DaDa., 
IE) 
Sn tn লি Deza.. r+ o 
অনুসিদ্ধান্ত £ (0) (1-2) এর বিস্তৃতির 
(Oy n — n - 2)---(n— rt 1) 
tr+1 ( 1) GT EN ar 


—n(-n-1(-n-2)---(72—7-1),. 
হি T! ; 
Eo 1707 1)\(n+ x Sem (n r—1),. 


la 


) (ü) (+2)--এর বিস্তুতির 


(ii) (1-2)--এর বিস্তৃতির 


"298 হে ৭ 
"(cay eH entr D (yar 
nin 1-2) (4 r— 1)2৮ 


T 


[ ` (-1)0-1)-(-1)8-1] 
ম-ভগ্মাংশ বা খণাত্মক হইলে (a + x)"-aaq বিস্তৃতি নির্ণয় i 
যখন sx m পূৰ্ণসংখ্য। হয়” তবে (৮+-০)"-কে {০(14+2)}' অথবা 


(০0৮9) আকার লেখা যায় যদি যথাক্রমে z < a অথবা ১৫ হয়। 
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(Q মনে কবি cca, তবে < 


enr bd] nd 


=a" 4na- n+ nn anotar 


(8) মনে করি ৪৫, তবে <I 
TEM Es s "(1+ g) =a"fi+n. t s na 1) 


(এ+. ejas ০৮1৮2৮5০450 RI ২ aa oS 


বৃহত্তম পদ (greatest term) 
পূর্বে যে নিয়মে বৃহত্তম পদ নির্ণয় করা! হইয়াছে, বর্তমানেও ঠিক সেই পদ্ধতিতেই 
বৃহত্তম পদ নির্ণয় করা! যাইবে। 


দ্বিপদ উপপাগ্ভের নিয়ের রূপগুলি বিশেষ প্রয়োজনীয় 


1. ৫-০)৮1-2+গ্ঞ্ন 128 
12 
2. NC 
qo inert 2p eee 
4. (Q+ i=l- otet +(- yat e 
5. (1-৮)--1++*+ ...... +z" + mS 
6. (1-2) 3-142292! +" +(r+1l)z7'+- 
g. G= -_০)-৪-11+82+6০৯7+17 Hrita ee 


এই দ্বিপদ TANIA সকলক্ষেত্রেই |z | <1 হইবে। যেকোন একটি স্থিপদ 
— দেখান যায় যে অন্যন্য মানে ছিপদ উপাস্য সিদ্ধ হয় না। উদাহরণস্বরূপ 

(1-2) 3 —19-9z--32* +4" + LM এখানে %=2 বসাইলে, 

(1-273214-2.94.3.2* 42 4... 
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বা, (—17*-142.9--3.91--4.93.p... frg ইহা অসম্ভব, কারণ 
বামপক্ষ ভানপক্ষের সমান হইতে পারে না। "WD e= _:1 বা +1 বাইয়া ও 
MR Am 


wi. 1. = T কে চারিটি পদ পর্যন্ত বিস্তৃত কর। (o1) 


Xin Sate i= [ali EE bes " 
UD wel c. qc] 
Je 
"crie gena 
e a +o} 


15.5 1 
7 


Ed KTM s taq 6'z Ye 


উদ্দা, 2. (1-92) 5 এই বিত্ৃতির (r--1)-x পদের সহগ নির্ণয় কর | 
L C. ü. '88 ] 


(৮4+1)-তম পদ = 


=(— 11111 ২85 pe mh i 1) 


rory" 


(৮+1)-তম পদের সহগ-(- ০৮৬৪ 
r 


_ 1.8.5....... (9৮-- 1) . 9.4.6.**০., 

mU r1). 2.4.6:.....9r 

21.234.6-...(2r-1)0r 197 
"1L. |[r.2.1.23---—r Fre 


উদ্বা, 3. (2r 921)! Refer rta Ae করিয়া 
2৪-এর সহগ নির্ণয় কর। 


(1. 224-823 4) - (1-2) 3] - 2) 


/ 
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(+1)-তমপদ- p rus DC ay 
(7184.5. (r9 eur 
T (—1)'e 
=(— y r1 234.5 r(r + 1 (r +9), 


PI 
=i +s Yr 1G +2)" 


এখন r= 5 বসাইলে গ৪-এর সহগ পাওয়! যাইৰে | 
০৪-এর সহগ = $(5+1)(5+2)= 21. 


উদ্দা. 4. না a59-&x সহগ নির্ণয় কর | 


l~a 
(1a) 
নির্ণেয় a59-az সহগ- (1 +a) -aa &5০-এর সহগ- (149) -এর 
a1? -44 সহগ, 
-(-15:234 ee (2--50—1) (—1)192.3.-...-(2--49— 1) 


Rm -aK( 4a)? - (14-2)? —a(14-a)7* 


L50 [49 
834-5051 + 93.49.50 
[50 [49 
= 51150 50149... 5 | 59.191 
[49 . 
wi 5. দেখাও যে (1-32)? এই বিস্তৃতির 11-তম পদটি প্রথম খনাত্মক 


feme হইবে I 
মনে করি (r+ 1)-8x পদ প্রথম খণাত্মুক চিহ্ন বিশিষ্ট | 


K i 8৮851 
এখন ini tx PEL gua x LTH gs 
x9i-*. 82 


=t, 


যেহেতু t, এবং z ধনাত্মক, স্বতরাং braa প্রথম খণাত্মক এ পদ হইবে যদি 
93-7 খণাত্মক sq, অর্থাৎ r>9 অর্থাৎ r—10 হয় (কারণ r, সর্বদাই ধনাত্মক 
ATRA )। 
11-তম পদ প্রথম খণাত্মক চিহ্ছযুক্ত হইবে। 
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অন্য প্রণালী £ (14+%)”-এর (+1)-তম পদ 


n(n— 1) s a"; ইহ! ধনাত্মক fom বিশিষ্ট থাকিবে যতক্ষণ পৰ্যন্ত 
॥+1>? অর্থাৎ r<n4+1 হইবে। 
এক্ষেত্রে, ইহা ধনাত্মক হইবে যতক্ষণ পর্যন্ত ৮8:41 বা, 798 হইবে। 
অত এব, প্রথম ধনাত্মক চিহ্যযুক্ত পদ হইবে যদি ॥> 93% অথাৎ7-10 হয়। 
11-তম পদ প্রথম খণাত্মক চিহ্যুক্ত হইবে। 
উদ. 6. (1+2)%-এর বৃহত্তম পদটি নির্ণয় কর যখন =š 
ta mt x ELS 


".. এখানে ৮৮৮৯87171০৭ ৮878. x 45-6; 


0৫. 
১ ৮৯৮1 >1 হইবে যতক্ষণ 45— 6r 10r বা, 4১ ৯167 থাকিবে 1 
অর্থাৎ যতক্ষণ r< 45 41212 থাকিবে । স্থতরাৎ ?-এর বৃহত্তর মান 2 হইতে 
পারে। অতএব £s বা ওয় পদটি বৃহত্তম পদ | 
d -MOR-1) 218.11 9_ 145,2 
maa পদ-- (প্র গস ৮ ৯৭ 


ছ্বিপদ SAANTIA প্রয়োগ (Application of Binomial Theorem) : 
fa উপপাগ্যের বিবিধ প্রয়োগ আছে। ইহাদের মধ্যে বিবিধ বীজগণিতীয় বা 
পাটাগনিতীয় রাশির আসন্ন মান, অসীম শ্রেণীর সমষ্টি নির্ণয় অন্যতম ৷ নিয়ে কয়েকটি 
উদাহরণ প্রদত্ত হইল। 
উদ. 7.* দ্বিপদ উপপাগ্চের সাহায্যে তিন দশমিক স্থান পর্যন্ত ২/1:01-এর মান 
নির্ণয় কর । (H. S. 72) 
vioi-G4-onl- 0-39! 
০1785118500 ris 
= 1--'005—:0001 
প্রথম দুই পদ লইলে নির্ণয় মান = 17005 
প্রথম তিন পদ লইলে = 1:005 — 0001 = 170049 = = 1004 
অবশ্য আসন্ন তিন দশমিক পর্যন্ত মান উভয় ক্ষেত্রেই 1'005 হইবে। 
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40760] 
y i: -D4—K- 4-H, দল 


=l; ULT z-h-1 I|: dd 


উদ. 9. যদি ৮? তুলনায় ac খুব ছোট হয়, দেখাও যে, az? +bz +c =0 


668 _b e ac 
সমীকরণের ww —;- s এবং 7877 & হইবে। 
2 e E _ —b=+ Jb*—4ac 
ar? 1৮০+4০-0 ~. s= s TE A/b3 — 4ac 


«ন ৮০৪4৮৮87৮82, 
০ 01430404৯52 1) Ley ta] 


৮ঃ-এর তুলনায় খুব ছোট বলিয়া, 4%4-এর পরবর্তী ঘাত আরও ছোট হইবে | 


a6, 
স্বতরাং তাহাদের বর্জন করিলে, 
I Bb 6 5008 
20 587 2a b b? 
aeu- - (2-0-3) 
9a 196 b b? 


des etis (2 -:- b bi. act 
ada Vua b 55) ^ 3a ry D. ad 
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Exercise—14(B) 
প্রথম চারিটি পদ পর্যন্ত বিস্তৃত নির্ণয় কর : 
1. (172)-5 2. (Paypaq 8. (122)? 


4 a-w) & UH Dae Lt 
A 1--z? 


17188 
A1 —32)* (2—352)* 


[ C. U.]. 


9. Jü-czzi Reto) কে ঞ-এর উধ্বক্রম ঘাতে ৩* পর্যন্ত 
বিস্তৃত কর। 
10. (৫-2)-৪-এর চতুর্থ ও সাধারণ পদ নির্ণয় কর | Ë: 
11. (a— z) "-এর ?-তম পদ কত হইবে? 
12. 0 ৪2)-*এর ৮"-এর সহগ নির্ণয় কর। [ B. S. %67] 


সাধারণ পদ নির্ণয় কর : 


1 " 
19. aSa A ৬ 
Í jv 11—3z 


^ p 3 
15. (1—42) ° 16. (4— 3a)? 
17. প্রমাণ কর, (৫-০+০৪- ৮7৮5) (1b pni এক ০০) 
A =1+xz?+xi +... ০০ 
" 1+% € 4 
18. VEE -কে ৪-এর Essa ঘাতে z+ পর্যন্ত বিস্তৃত কর | 


সহগ নির্ণয় কর : i 

19. (৪-)- E "ais 20. (4-- 3z)2-aq g? 

21. (এ ED l [C. U. *.2] 9 
2r —5 

9- 6:423 62428 

A cme 1-8 আনসার ET এর ৪৪ এবং zr 
E "o 22 agah ২ 


v » 
22. — —— এর z? এবং at 
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25. প্রমাণ কর — aa fagfer zr-aq সহগ 1, 0 অথবা —1 হুইবে, 


lc 
যদি ॥-এর রূপ 3m, 3m— 1 অথবা 8৮4] হয় | [P. U. *53] 
26. যদি (1+2)*-এন বিস্তৃতির মধ্যপদ m, হয়, তবে প্রমাণ কর, 14m; 
টা কিন সিএ [C. 0.5] 
27. (112) an প্রথম ধণাত্মক পদ কোন্টি হইবে? (P. U. '47] 


28. (14-23) ই-এর প্রথম ধণাত্মক পদটি নির্ণয় কর। 

29. (1-2) * aq বিস্তৃতির কয়টি পদ ধনাত্মক হইবে? 

80. (1—2):"««x বিস্তৃতির বৃহত্তম পদটি নির্ণয় কর, যখন 0-18 এবং ॥=$। 
81. (1-2) *-এর বৃহত্তম পদটি নির্ণয় কর, যখন z =. 


4 দশমিক স্থান পর্যন্ত মান নির্ণয় কর : j 
82. 4105 88. 4/(104) 84. 4/621 86. 3⁄2 
36. 213 37. 3/122 š 


88. যদি y—z—23- r*— zt. ec হয়, তবে দেখাও যে,০-+৯+৯ 
+...... হইবে। : 
39. যদি y&3z-F6z*-F10z*-F--ec হয়, তবে দেখাও যে, 


%_:1:4৮,+1478, 
z=s— 8*9" +35 30 
40. যদি / 204822 iri p.c হয়, তবে এ-কে তৃতীয় পদ পৰ্যন্ত /-এর 
উর্দক্রম ঘাতবিশিষ্ট শ্রেণীতে প্রকাশ কর | [C. U. 81] 
8 
41, প্রমাণ কর, (14-2)! =1+ 22- জিনা Nght 


Aa HETS (1+2)? 
42. দেখাও যে, (Torte 50857571578 
যদি | ৮ । <1 হয়। ; [G. U. '49] 
43. প্রমাণ কর, 


AR t qe v a(n—1[1—2c 
২ Poiret a Was 


ER re (c. U. 14] 
উঃ মাঃ re) —11 ; 
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A4. T যে, 


v- SLETTA rab e x Te 
F দেখাও যে, (০+1)4-এর মধ্যপদটি (1-42) "= Taa বিস্তৃতির o^ 


এর সহগের সমান। [P. U. '57] 
46. যদি z খুব ছোট হয় এবং উহার ব্রিঘাত এবং অন্যান্য উচ্চঘাত বর্জন করা 
1 e um 

যায়, প্রমাণ কর, Cp CS তু, 3i o^ 
47. যদি a খুব ক্ষুদ্রতর হয় যে উহার বর্গ এবং উধ্ব্তরঘাত বর্জন করা যায় তবে 


X এর মান নির্ণয় কর। 


(1— 22) 


48. BE Nina cras mio. sm ex কর, 


(০৯41) 4৮-1)--এর সমান। 
49: যদি o এরূপ একটি ক্ষদ্ররাশি হয় যে, 1৪-এর তুলনায় ০৪কে বর্জন করা চলে, 


"aD i 
তবে প্রমাণ mas Le t em 9+ বৃ এর সমান । C. U.] 


এক্াদস্শ অন্যান 


ux c এবং wam un oda অমি 


(Infinite Series and sum of Infinite G.P. Series) 


অসীম শ্রেণী (Infinite series) 

যে শ্রেণীর পদসংখ্যার সীম! নির্দিষ্ট থাকে ন! তাহাদের অসীম শ্রেণী বলে। অপর 
পক্ষে উহার] সমীম (8০4০) শ্রেণী হইবে । তোমরা পূর্ব অধ্যায়ে দেখিয়াছ খণাত্মক বা 
ভগ্নাংশ ঘাত বিশিষ্ট fas উপপাদ্থের বিস্তৃতি যে শ্রেণী গঠন করে তাহা অসীম । 

সমান্তর শ্রেণী, গুণোত্তর শ্রেণী বা বিপরীত প্রগতির শ্রেণী সম্বন্ধে তোমরা পূর্বেই 
জানিয়াছ এবং ইহারা সসীম শ্রেণী। ইহাদের প্রত্যেকেরই সমষ্টি নির্ণয় করা সম্ভব হয় 
এবং তাহাদের সমষ্টিও সীম হইয়া থাকে। কিন্তু কোন শ্রেণীর পদসংখ্যা অসীম হইলে 
তাহার xu সীম হইতেও পারে আবার নাও হইতে পারে। স্থতরাং সকল ক্ষেত্রে 
অসীম শ্রেণীর সমষ্টি নির্ণয় কর! সম্ভব নয় I 
সীমাস্থ মান (Limiting value) 

কোন কোন অসীম শ্রেণীর সমষ্টি একটি নির্দিষ্ট সীমা পর্যন্ত হইতে পারে, যাহা! 
অপেক্ষা অধিক কোন প্রকারেই সম্ভব হয়, পদসংখ্যা যত বেশী হউক না কেন। 
যেমন, HiHi Hitte একটি অসীম শ্রেণী। কিন্ত ইহুরি সমষ্টি কোন 
প্রকারেই 9 অপেক্ষা অধিক হইতে পারে না, পদসংখ্যা যতই অধিক হউক না কেন। 
এই একে এ শ্রেণীর সীমাস্থ মান বলা হয়। 
অভিসারী ও অপপারী শ্রেণী (Convergent and Divergent Series) 

কোন শ্রেণীর পদসংখ্যা অসীম পর্যন্ত বৃদ্ধি পাইলে যদি উহার পদের সমষ্টি কোন 
নির্দিষ্ট মান অতিক্রম করিতে না পারে, তবে সেইরূপ শ্রেণীকে অভিসারী (Gonver- 
gent) অসীম শ্রেণী বলে। উপরের শ্রেণীটি একটি অভিসারী অসীম শ্রেণী। 

আবার যদি কোন শ্রেণীর পদসংখ্যা অসীম পর্যন্ত বৃদ্ধি পাইলে সীমাস্থ মানও অসীম 
হইয়া পড়ে, তবে সেইরূপ শ্রেণীকে অপসারী (divergent) অসীম শ্রেণী বলে। 
ইহাদের সমষ্টি নির্ণয় কর! যায় না। 1+94+34+44 ee একটি অপসারী 
অসীম শ্রেণী। 

আবার আর এক প্রকার অসীম শ্রেণী আছে, যাহাদের সমষ্টি বিভিন্ন ক্ষেত্রে 
বিভিন্ন হয়। যেমন, 1-191-141-1475 এই শ্রেণীর সমষ্টি একবার 0 (যখন 
SRAI যুগ্ম ) এবং একবার 1 (যখন পদসংখ্যা SUR ) এইরূপ শ্রেণীকে দোলায়মান 
(Oscillatory) শ্রেণী বলে। 
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xfi সময়ের অন্তর নির্দিষ্ট হয়, তবে সেই দোলায়মান শ্রেণীটি নির্দিষ্ট মানের 
মধ্যে দোলায়মান. বল! হয়। আবার যদি সমষ্টদ্বয়ের অন্তর অসীম পর্যন্ত বিস্তৃত হয়, 
তবে শ্রেণীটিকে দৌলায়মান অপদারী শ্রেণী বলা হয়। 

প্রতীক (Symbol) 

(1) ধনাত্মক পদবিশিষ্ট একটি শ্রেণীকে সাধারণতঃ t ug Tug eee en 

ec 

দ্বার! স্থচিত করা৷ এবং সংক্ষেপে Sn এইরূপে লেখ। হয়। 


(3) %-এর মান ক্রমশঃ অসীমের দিকে অগ্রসর হইলে ?-৯০ লেখা হয়। যদি 
n> তৰে 150. 


অসীম গুণোত্তর শ্রেণীর সমষ্টি নির্ণয় (Sum of infinite geometric 


series) ° A 
%-পদ বিশিষ্ট গুণোত্তর শ্রেণী a, ar, ar, ar*71, যখন প্রথম পদ a এবং সাধারণ 


অন্পাত ri ইহা একটি সদীম শ্রেণী এবং ইহার ॥-পদের সমষ্টি 


S, 17) যখন rel E 
. LD ECC m 


Ig rs 
ও) হইতে ০১০৮ l-r 


() এখন Ir | <! হইলে, naa মান যত বৃদ্ধি পাইবে, ৮*-এর পরমমান অর্থাৎ 


n 
ic মান ক্রমশঃ কমিতে থাকিবে। স্থতরাং ॥এর মান অসীম পর্যন্ত বাড়িতে 


n 
থাকিলে ॥”-এর অর্থাৎ an মান ক্রমশঃ ছোট হইতে থাকিবে, 
. 4 
অর্থাৎ, 177৮0 যখন n | 


.". তখন 5,"এর সীমাস্থ মান illud অর্থাৎ যদি, —1<r<1 হয় এবং 


n2 «c, তবে SL 
*, 1-এর সাংখামান L অপেক্ষা ক্ষুদ্রতর হইলে à গুণোত্তর শ্রেণী 
mit হইবে | বদি সমষ্টিকে 5 বার! স্থচিত করা হয়,তবে Sei 
সুতরাং & অনীম গুণোতর শ্রেণীটি একটি অভীসারা শ্রেণী যদি —1<r<1 হয়। 


বু অসীম পদের 
S (3) 


r 
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(8) যদি r>1 হয়, ৩৯০০৫), 


এক্ষেত্রে যদি ॥->০০, ?-৯০০ অর্থাৎ zl 
5,১০০ যদি nee | 
স্থতরাং এক্ষেত্রে সমষ্টি নির্ণয় করা সম্ভব নয় এবং শ্রেণীটি একটি অপসারী শ্রেণী 
হইবে যখন 72:1 | 


1—7" 
(iii) যদি r<-1, 8," 5-0. 


এক্ষেত্রে (1— r") যদি n যুগ হয় এবং — — ecxfi n TN ex 1 
RTI S,- ec অথবা — ee যদি n— ec যথন % যথাক্রমে যুগ্ম বা অযুগ্া হয়। 


স্থৃতরাং ;9৮-এর মান +০০ হইতে _০০-এর মধ্যে দোলায়মান। অতএব সেক্ষেত্রে 
শ্রেণীটি দোলায়মান অপসারী শ্রেণী হুইবে। 


Sal. 1. সমষ্টি নির্ণয় কর ঃ 1518 tU [ C. U. 22 ] 
মনে করি facfa সমষ্টি = s 
৪০185 8.8 7. 
B= 5*5st ...... Jli +t ec) 
2 3 1 
CaA 3, | প্রথম শ্রেণীটির a=, r= js 


zo 1 : 

1758. l-g —— দ্বিতীয় শ্রেণীর a= ৮১৪ | 
TPXHcTX-4ÓTi-H. ; 
Sri. 2. দেখাও যে 14748 gr^ +z t" - শ্রেণীটি অভিসারী। 

এখানে S.-— E. --90৮ 3) = CES নু m € যখন ॥->০৫ 


লী... EXE হ্রাস পাইবে এবং Sn ক্রমশঃই 941 


দিকে অগ্রসর হইবে। ] 
... শ্রেণীটি অভিমারী । 


wi. 3. দেখাও যে, ৪+৮+%+...+%+*আ্রেণীটি অপসারী | 
এখানে 5,75 19.9-F (n —2)9] n? +21->০০ যখন 4-০০. 
শ্রেণীটি অপসারী । 
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দ্বিপদ উপপাছ্যের সাহায্যে অসীম শ্রেণীর সমষ্টি নির্ণয় i 


টি 
pi. 4. iett tida ...০০-এর সমষ্টি নির্ণয় FT i 


এইরূপ শ্রেণীর সমষ্টি নির্ণয় করিতে হইলে প্রথমতঃ শ্রেণীটিকে (1+০)"-এর বিস্তৃতির 
আকারে লিখিতে হইবে। 


: +1)3)* 
ara ote ie TD () io 


-/-14007-4-%. 
[দ্রষ্টব্য £ যদি সহগগুলির লবে পরপর উৎপাদকগুলি এমন একটি সমাস্তর শ্রেণী 


গঠন করে যাহার সাধারণ অন্তর ঘাতের হরের সমান, তবে বুঝিতে হুইবে fefe 
দ্বিপদ ৷ ] 


ey. 5. 1+4 HIE 1.3. +-...০০-এর সমষ্টি নির্ণয় কর । (C. 0,150] 


are শরেণ-1+3+7 q ` pn i DE 


aH) Het dy. Ja 

=1+4 EC er deng" ) + 
t (pied as 

উদা, 6. দেখাও যে, sç M 58557 eje 


বামপক্ষের প্রত্যেক পদকে 8 দ্বার! গুণ করিয়া এবং সমগ্র গুণফলকে 3 দ্বারা ভাগ 
করিয়া পাই । 


$5.1,8579 |... 
প্রদত্ত cH টি 8217 j 


Ein EO e) 
Avo MB: ABO) i-re] 


-AE -t-a 


=4(3 V3- 2) 


এবং কোন, মানের দিকে অভিসারী তাহা বাহির কর। 


অসীম শ্রেণী এবং গুণোত্তর অসীম শ্রেণীর সমষ্টি 167 
Exercise—15 


নিম্নলিখিত গুণোত্তর শ্রেণীগুলির অসীম পদের সমষ্টি নির্ণয় =a: 
হি তিন ডল 
1. 11+$1+$721+ 2. Sts tga tot stot" 
1-3 
S d0-bte-k-.- i S GERIT 
8 itid 4 2+ Ja* it 
1 
E! 
€. (V2+1)+(1)+( /2—1)+ - 
g. প্রমাণ কর atat að, ee. e =a [ G. U. ] 


8. দেখাও যে Debate l _+...শ্রেমীটি একটি অভিসারী শ্রেণী 


gn-! 


lob fin 
tgtgatgutgatgat- 


9. 1-4-2?-2?.-9* +... 8 অভিসারী কিনা পরীক্ষা কর I 
10. দেখাও যে, 142483444 ---শ্ৰেণীটি একটি অপনারী শ্রেণী 1 


TAS ST 17 
11. 1785-88-48 +...শ্রেণীটি অভিসারী না অপদারী 


তাহা পরীক্ষা কর। i 


12. দেখাও যে 2—9--2— 94 G একটি দোলায়মান শ্রেণী । 
13. দেখাও যে 1-94+92%-934:..4(-2)"-1+......শ্ৰেণীটি একটি 


দোলায়মান অপসারী শ্রেণী। 
নিম্ললিখিত শ্রেণীগুলির অসীম পদ্দের সমষ্টি নির্ণয় কর। 
14. 14194 5 e e 15, 1-1 1২15 
16. 1d EL 17. Hi ESL IM 
ETE 
19. IL 
20. 1+2+255+557+.. f B.U.] 
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A E a ES [ 8. U. ] 


vis 58 D 
a 24.68 24.6810" [ B.U.] 


6 
23. 1+615-8+795484+... [ A.U. ] 


24, 14$455,456 |— [ A.U. ] 


-11,131 1.8351 
ss +o 1 924.6 gt 


2314,23,95,9.5.7 
27. A uf ME E BE ET MES 


2:5.1.8.4:8.5 » 
ZB JST 99 L... H. S. '67 
Ja tit 8 4813 [ ] 


29. 142 4199? ,1853*, 9 


24 25451225458 


SY s UY NAM 
e BTL 8.16.34 * vi 


চ্বাদস্ণ exegit 


ANTA, 


(Logarithm) 


আমরা জানি 2৪-83 অর্থাৎ 2-44 ঘাতের ZF যখন 3-4 উন্নীত করা! হয়, 
তখন ইহার মান ৪হয়। এ-কে নিধান (base), ৪-কে 9-44 ঘাতের (power) 
স্ুচক (index) «cr! তাহা হইলে ৪-এর সহিত ৪-এর সম্পর্ক কি? আমরা 
বলি 2 নিধান যুক্ত ৪-এর লগারিদ্‌ম্‌ 93 ( ইংরজৌতে বল! হয় 3 is the logarithm 
of 8 to the base 2); লগারিদ্ম্‌ এর চিহ্ছে ইহাকে লেখা হয় 10898 ৪ সেইরূপ - 
৪£-৪1-কে লেখা হয়, log,81—4. সাধারণ ভাবে a^—M হইলে, 10504 
আবার বিপরীতক্রমে o —log,M হইলে a” =M হইবে I 

₹জ্ঞাঃ কোন নিধানকে কোন ঘাতে উন্নীত করিলে যে রাশির সহিত উহা! সমান 

হয়, এ ঘাতের ক্ুচককে Q রাশির প্রদত্ত নিধানেরজন্ লঘারিদৃম্‌ (logarithm) বলে। 

ইহা অবশ্ঠই উল্লেখ করা প্রয়োজন যে, একই সংখ্যার বিভিন্ন নিধানযুক্ত লগারিদ্ম্‌ 
এর মান বিভিন্ন হইবে । যেমন, 26=64 অর্থাৎ 108564- 63 4? —64 অর্থাৎ 
log,64—3; আবার ৪%-64 অর্থাৎ logs 6429. স্থতরাং নিধান ব্যতিরেকে 
কোন সংখ্যার লগারিদ্মএর কোন অর্থ হয় না। কোন একটি সমস্যা সমাধানে যদি 
প্রতি ক্ষেত্রেই একই নিধান ব্যবহৃত হয়, তখন আমাদের স্থবিধার জন্য নিধানকে বর্জন 
করিয়া থাকি। অথবা যদ্বি কোন সম্পর্ক সকল নিধানের গন্যই সত্য হয়, সেক্ষেত্রেও 
আমরা সুবিধার জন্য নিধান বর্জন করিয়! থাকি। 

ষ্টব্য £ যেহেতু ৫৮---1/, ৫-এর কোন বাস্তব মানে সিদ্ধ হয় না ( a বাস্তব ), 
সতরাং খণাত্মক সংখ্যার লগারিদ্‌ম্‌ কাল্পনিক হইবে। 

লগারিদৃম-এর কয়েকটি সুত্ৰ (Some properties of logarithm) 

সুত্র 1. log(MN)—log,M--log;N 

[ দুইটি সংখ্যার গুণফলের লগারিদ্‌ম্‌, সংখ্যাদ্ধয়ের পৃথক লগাদ্িদ্মুএর যোগফলের 
সমান।] 

প্রমাণ? মনে করি log,M= z, loga N=y 

a* —M, a" —N [ সংজানুসারে ] 
১০19৭ ল 25287 0৮4 <. log.(MN)=z+y 
বা, log,(MN)-—1og,M + logaN 
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অনুসিদ্ধান্ত log(MNP--)-1log,M +log,N+log,P +... 
সুত্র. 2. loga (m) —log, M — log, N 


[ দুইটি সংখ্যার অন্ুপাতের ANRA সংখ্যাদ্বয়ের পৃথক লগারিদ্মের অন্তরফলের 
সমান । ] 
প্রমাণ 8 পূর্বের gh log,M—z, log,N—y ধরিলে 


a 
=M, a"! -N; ao Mal ary 


Na’ 
Min ১) = an 
log, " -2—) বা, log, () 10924 — log,N 


অনুসিদ্ধান্ত £ 1০8৮5 : = logaw + log.N + loguP - 


—log,X —logaY —log,Z-— *** 


সুত্ৰ. 3. nlog,M"—log,M. 


[ ঘাতযুক্ত কোন সংখ্যার লগারিদ্ম্‌, এ সংখ্যার ANR এবং ঘাতের গুণফলের 
সমান। ] 


প্রমাণ $ মনে করি logM-z S." dM sS. M= 
বা, M'za"* log; M" =ne 
বা, logaM”=n logam — [ n-<q4 যে কোন মানে ইহা! সত্য ] 
বিকল্প প্রমাণ; (a 1-এর সাহায্যে ) 
log, M" = log,(M.M.M -**1-উৎপাদক পৰ্যন্ত) 


—log,M --log,M +log,M + ...n-$ পদ পর্যন্ত = nlog;M. 
নিধানের পরিবর্তন (Change of base) : 


বর্তমানে আমর! বিভিন্ন নিধানযুক্ত একই সংখ্যার মধ্যে সম্পর্ক নির্ণয় করিব যদি 
একটি নিধানযুক্ত কোন সংখ্যার লগারিদ্ম দেওয়া থাকে । 
সুত্র, 4. log, M —log;M X logad. 
প্রমাণ s মনে করি log,M=z, log,M=Y, log,b=z 
সংজ্ঞান্থদারে, a*—M, D m M, a^—b 


4 a MD! — (a^) 0 
v. mes +. log;M-log;M X logab 
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অনুসিদ্ধান্ত 1. এই ন্থত্রে M-a ধরিলে logra X logab=logaa 
এখন logaa=1 [প্রমাণ পরে দ্রষ্টব্য ] 


1 
loga x logab=1 বা, সুজি 


অনুসিদ্ধান্ত 2. log.M=logsM x log;b 
1 
=log,M x ioga [ অঙ্গুসিদ্ধান্ত 1-হইতে ] 
log;M —1og;v/logsa 
বিশেষ কয়েকটি ক্ষেত্র (Special cases) 
G) আমরা জানি a^—1 যখন arl, যে কোন বাস্তব RAT I 
লগারিদ্মএর সংজ্ঞান্গসারে log,1=0;/ অর্থাৎ যে কোন নিধানযুক্ত 1-এর 
ARTA xg হইবে। 


di) আবার, a!—a ~. log,a—1; অর্থাৎ যাহা নিধান তাহারই 
লগারিদ্ম্‌ সর্বদাই 1 হইবে |! 


Gü) al 
অন্যোন্যকের লগারিদ্‌ম্‌ _1. 
(iv) নিধান «1 হইলে, log 0=- =< এবং নিধান 71 হইলে log 0— — e 
হুইবে। | 
a<1 ধরিলে এ*=0 হইলে, z—-Fee — -- 1০৪0 +e 
আবার ৫৯] ধরিয়া! যদি ৫0 হয়, তবে ৪» -০০ ** 10850. ০০, 
উদ্বা. 1. নিধান 2 V5 হইলে 400-43 লগারিদ্‌ম্‌ কত হইবে? 
মনে করি নির্ণেয় লগারিদ্ম-% 
log, /5400=2 বা, (24/8)*— 400 — 16.25— 95.5? — (24/5)* 
SS m=4. s. নিৰ্ণেয় লগারিদ্ম- 4 
উদ্দা, 2. iex লগারিদ্ম্‌ -i হইলে উহার নিধান কত? 
মনে করি, নির্ণেয় নিধান=% 


1০৪০4 =š বা, stepes atan? 
৮০০০৭ 
নির্ণয় নিধান=2"7 


+ logs)" 71; অর্থাৎ কোন নিধানের (1) 
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উদ, ৪. প্রমাণ sa: 71log 6 log $45 log 2--log $$—1og 3 
বামপক্ষ_ "(log 15—1og 16)--6(log 8—log 3)4-5(log 2— log 5) 
--(log 32— log 25) 
=7 log(3 x 5)— 7 log 2% +6 log 2° —6 log 3 
+5 log 2—5 log 5--log 25—1og 5? 
=7 log 3+7 log 5—28 log 2+18 log 2—6 log 3 
+5 log 2—5 log 5+5 log 2—2 log 5 
=7 log 3—6 log 3—28 log 2+ 28 log 2+7 log 5—7 log 5 
=log 3= ডানপক্ষ 
উদ. 4. দেখাও যে, log; o 2-এর মান d এবং GAA মধ্যে থাকে | 
(C. U. 26] 
এখন 8<10<16 
বা, 19810 ৪198: 10<log:o 16 
বা, 1og;,2*«1«1og,,9* বা, 31ogio 2<1<4 19830 2 


d; Secolo. a বা, ilog,o 27i [ প্রমাণিত ] 
logi, 2 8 


উদ. 5. বদি 5E =o" nge 6 হয়, দেখাও যে, 6৭০৪] 


মনে করি, Ë “= P = =k 


log a= k(y —2) বা, z loga-zck(y—2) 

বা, loga?—k(ry— za) EXE 
log b= k(z—2) বা, y log b—yk(z— z) 

বা, log bv=Lk(yz— sy) (2) 
log c= k(z — y) বা, 2 log c=zklæ— y) 

বা, log ০-1(2০-%2) (8) 

2), (2), (8) যোগ করিয়া পাই, 
log a*-F-log »"--log c* = k(zu — zw +yz- zJ dram — yz) 

বা, log(a*b"c)-k.020-1og 1 4, a'Uc—1 
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Gri. 6. যদি a*--b*—93ab হয় দেখাও যে, 
log{Ha+b)}= š(log a 4-log b} 

a? +b? = 93ab বা, a*-F92ab--b? — 95ab 

বা, (a+b)? — 95ab বা, {Hato} =ab 
1 

বাঃ (a+b) = (ab)* 
এখন উভয়পক্ষে লগ, লইলে, 

logi}(a+b)}=loglab)"= Klog a--log b) 
উদ]. 7. প্রমাণ কর: log, ৫১109৪০৮১19 c= loga a 
বামপক্ষ_ log, a x log, b x loga c 


=loga a x log, d X loga b 
1 = 
=loga a x log, dx lose d loga a : 
Wwi.8. যদি z—log,(bo), y—logi(ca) এবং z-log.(ab) হয়, প্রমাণ 
1 
255 =1 
"i is 
z  log.(bo) বা, a*"-—bc বাঁ, a.a*- abc 
1 
বা, a'**—abc বা, a-(abcjive St tO (15 
y =log,(ca) বা, bv=ca বা, b= abe 
বা, bl1+v—abo বা, b= (abeji 2 8) 
z= log.(ab) বা, c'—ab বা, c.c!—abc 
4l c!*'—abc 3l, ০৫১০৪ id (3) 
(y), এ), A গুণ করিয়া T> Ë 
1 
(abc)1+# + (abo. (abc)1** — abc 
1 


jew 
rr ET REET 2 


Tpi. 9. যদি log,b— 10 এবং log; (325) - 6 হয়, ৫-র মান নির্ণয় কর। 
[C. U. ^49] 
log,5 — 10 ৬৬ চে১০৮৮ A. (1) 
logs,(325)— 5 -. (6025—32b ১৮) 


বা, (99০ TH হিল (abo)! 
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(1) কে (9) দ্বারা ভাগ করিয়া পাই, 
05০ b বা ase] 
(62)5 89b ' 65.5 95 
পলি এল 
বা, a = aj, a=3 
উদ. 10. log; o lose VP ios: log; not মান নির্ণয় কর। 
10 


Y 2 2 
বা, logiot— log; e লা বা, logio?—3 logo? = og, 00 
2 
3h logit = io. z বা, (logo) 74 
বা, l0g10%= £2 


. Exeriese— 1 5 


/ 
1. প্রদত্ত নিধান যুক্ত নিম্নলিখিত রা-শগুলির লগারিদ্ম্‌ নির্ণয় কর £ 


(0 33 নিধানযুক্ত 5632 (i) 9/9 নিধানযুক্ত 81 

(0) 5 J5 নিধানযুক্ত 195 Gv) 9 খা নিধানযুক্ত 1728 
(৮) 9 J8 নিধানযুক্ত i (vi) 8/1 নিধানযুক্ত 2401 
(vii) "01 নিধানযুক্ত'000001 (viii) cot < নিধানযুক্ত tan*« 
2, নিম্নলিখিত ক্ষেত্রে নিধান নির্ণয় কর যখন £ 
G) 1296-44 লগারিদ্ম্‌ 4 (i) এর লগারিদ্ম-& 
(0) ১/ট-এর লগারিদ্ম্ 1 (iv) cosse লগারিদ্ম্‌ -8 
8. প্রমাণ কর £ 

) aBa g =a (ii) log.(4.) =-n 


(ii) alog b= plog a, 


4. নিক্নলিখিতগুলি প্রমাণ কর £ 


" (a) log 384 -+log $3--3log$-r log — এ ( H. S. '60 ] 
(b) log ‘2-2 10g 3+3 log $+198 1-0 — [H.S. Comp. 80] 
(০) 7log 4—2 log 1$+9 log 8৮1০৪ 2 [ম. ৪.6] 


(d) 1০8,০9+1010859184+191981988+ 7 log: oft 7 1 
* 
[ H. 8. Comp. 81] 
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(e) 7log ł4+6 log $+5 log 8+5 log 32=log3 [H.8.'62] 


(f) 7log 4+5 log $1--31og $ =log 2 [ H. S. ’68] 
5. প্রমাণ কর, log(1+2+3)=log 1+log 2+log 3 
6. প্রমাণ কর £ 


i t eds nm A b er 
7. দেখাও যে, log, 49 মান + এবং 3-43 মধ্যে থাকিবে। 
8. যদি logan+ log — logm-- 9) হয়, তবে %৮-এর মান %-এর অপেক্ষক 
হিসাবে বাহির কর। 
9. যদি log z log /-198 2 হয়, প্রমাণ কর 2৮]. 
jJ z=% ৮-% 
10. যদি ১২৪৫ log b _ =log c হয়, Su sn কর 
—-— z— x—y 
(i) E =1 Gii) ০/+৮০+৮০০+৮ল] 
log y -log zx log z—log ৫৯ 2108 z—logy.., 


[ C. U. 85 ] 


11. প্রমাণ কর ১ x 


12. প্রমাণ কর £ log. Pt 4log% ©" log% =0 [ €. U.'44] 


13. প্রমাণ কর : log a+log a? +log a3 + = +loga” =}n(n+ log a 


14. প্ৰমাণ কর £ 
(i) log,z--log;y logo ১1০89 
(ii) log,bxlog;cx logod X logaa= 1 


e 
15. যদি 198(882)-৫ এবং 1০৪05) =b হয় তবে log z এবং log %-এর 
মান a, b দ্বারা বাহির কর। 
10. যদি ০৪-%)৮*- ৫৮+৪6৪* হয়, 


প্রমাণ কর, log () =} loga LH. S. '69 ] 


17. যদি a? +b? = Tab হয়, প্রমাণ কর logis(a--5) — (log a+log b) 
18. যদি z=log,aG, y—10g342a এবং 2—1og,,3a হয়, তবে দেখাও যে, 


14+ 0yz= 92 [ A. U. ’49] 
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19. মান নির্ণয় কর £ 108/8/8/8 


20. যদি z, y, z গুণোত্বর শ্রেণী গঠন করে, তবে প্রমাণ কর, log,z, log. 
এবং 10892 সমান্তর শ্রেণী গঠন করে | 

21. a,b,c গুশোত্তর শ্রেণী গঠন করিলে প্রমাণ কর 1084, log;y, log, 
'ব্পরীত প্রগতিতে (H.P) থাকিবে! 

22. যদি P,a, R কোন গুণোত্তর শ্রেণীর ?-তম, 9-তম এবং ॥-তম পদ হয়, 
তবে দেখাও যে (q —r)log 2+0-7)105 @+(p— glog R-0 [ C. U.’62] 


23, দেখাও যে, (9)০৪ y—log z x (*)1০৪ z—logz 


x(a 98 ০-1০৪ 9.1 [0.0.49] 


24, যদি ০৫+০-০)-০+০--৮)-০(৫+৮-০, দেখাও যে, 
"lga log? logo 


৮০০৮ ল cat = abba. 
95.. logaz =a, logsz =b হইলে প্রমাণ কর, logm = a 
m 


26. যদি cies TT. হয় তবে প্রমাণ কর, NT 
[H.S.' 
০১19 by) lap EG” 
28. যদি xy-!—a, zy"-1—b, zy"-1 = c হয়, তবে প্রমাণ কর, 
(m —n)log a +(n — 1) log b--(I— m)log c=0 
29. যদি p=log,(bc), q—logs(ca) r=log.(ab) হয়, তবে প্রমাণ কর, 
Dqr—-ptqtr2. 


30. যদি 2% log(cy) _ yz log(yz)_ ze log(zz) হয়, 


æy y yz zy 
তবে প্রমাণ কর, z“ = y"—z", 
* সাধারণ লগারিদ্‌ম্‌ (Common logarithm) 
লগারিদ্‌স্‌ এর নিধান হিসাবে যে কোন সংখ্যাকেই ব্যবহার করা যায় এবং কোন 
একটি নিধানের সাপেক্ষে বিভিন্ন সংখ্যার লগারিদ্ম্‌ নির্ণয় করা যায়। অবশ্য কার্যক্ষেত্রে 
কেবলমাত্র দুই পদ্ধতির লগারিদ্‌ম্‌ ব্যবহার কর! হয়। ন্যাপিরিয়ান পদ্ধতি (Napicrian 
System) এবং সাধারণ পদ্ধতি (Common System) | 
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স্তাপিরিয়ান পদ্ধতি উদ্ভাবক জন, নেপিয়ার এবং তাহার NNE এই পদ্ধতির 
নামাকরণ হইয়াছে । এক্ষেত্রে লগারিদ্মএর নিধান হিসাবে অমেয় সংখ্যা (In- 
commensurable Number) e-কে লওয়া হয়। যখন ৮৮5 
Il একটি অসীম শ্রেণী এবং আসন্ন 5 দশমিক পর্যন্ত মান 271828. [ এই mos 
বিস্তারিত পরবতী অধ্যায়ে পাইবে ] 

নিধান 10 যুক্ত লগারিদ্‌ম্‌কে সাধারণ লগারিদ্ম্‌ বলে । কোন লগারিদ্‌মের নিধান 
না থাকিলে উহা! 10 ধরিতে হইবে। এই পদ্ধতির উদ্ভাবক গাণিতিক Henry 
Briggs | 


spe এবং অংশ ক (Characteristic and Mantissa) 


10921 ৮87১1081720 

10! -10 -. logi0-1 

10? = 100 -. log 100=9 

10? — 1000 -. log 1000—3 ইত্যাদি | 


এখানে দেখা যাইতেছে যে, 11 হইতে 99 পর্যন্ত যে কোন রাশির লগ্ারিদ্ম্‌ 1 
অপেক্ষা বড় কিন্তু 2 অপেক্ষা ছোট, অর্থাৎ 14+1-অপেক্ষা ছোট দশমিক অংক। 
স্থতযাং সকল সংখ্যার লগারিদ্ম্‌ পূর্ণ সংখ্যা হইবে না। কিছু অংশ পূর্ণ এবং কিছু 
অংশ দশমিকাংশ হইবে । 

কোন সংখ্যার লগারিদ্‌ম্‌এর পূর্ণ অংশের নাম পূর্ণক (Characteristic) এবং 
দশমিকাংশের নাম অংশক (Mantissa) | আবার 2 হইতে 9 পর্যন্ত সংখ্যার লগারিদ্ম্‌- 
এর পূর্ণক 0; 11 হইতে 99 ig সংখ্যার লগারিদ্‌ম্‌ এর পূর্ণক 1; 101 হইতে 
999 পর্যন্ত সংখ্যার লগারিদ্ম্-এর [fe 2; ইত্যাদি ৮ স্থতরাং কোন রাশির পূর্ণ 
অংশে অস্ক সংখ্যা হইতে 1 কম উহার লগারিদ্‌ম্‌ এর পূর্ণক হইবে | 


আবার 107-45—' ^. log'1--1 
107? -41,— 01 4. log'01— —2 
10-3= = 001 -. 198 '001= —3 ইত্যাদি | 
মনে কর, log `05 এর মান নির্ণয় করিতে হইবে। 
এখন, '01<'05<"'1 <. log'01«log ‘05<log '1 


অর্থাৎ -92<!0g '05<-1 
. অথাৎ log'05 এর মান _ অপেক্ষা বড় কিন্তু —1 অপেক্ষা ছোট । 
log '05— — 24+ দশমিকাংশ | 
স্থতরাং ইহার পূর্ণক খণাত্মক এবং অংশক ধনাত্মক I 
উঃ মাঃ গঃ (বীজ) —12 
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এখানে দশমিক বিন্দু এবং প্রথম সার্থক অঙ্কের মধ্যে যতগুলি শূন্য থাকিবে সেই 
সংখ্যা অপেক্ষা 1 বেশী eps হইবে এবং তাহা খণাত্মক হইবে। শূন্য অংশকে সর্ব- 
ক্ষেত্রেই ধনাত্মক হইবে। 


দুইটি প্রয়োজনীয় টীকা (Two important Notes) 

(a) 1 অপেক্ষা বৃহত্তর কোন সংখ্যার সাধারণ লগারিদ্ম্‌ এর. পূর্ণক ধনাত্মক এবং 
সংখ্যাটির পূর্ণ অংশের অঙ্ক সংখ্যা অপেক্ষা 1 কম হইবে। যেমন 6283432 এর 
লগারিদ্ম্‌ এর পূর্ণক 3 1 

(b) 1 অপেক্ষা ক্ষুদ্রতর কোন সংখ্যার সাধারণ লগারিদ্‌ম্‌-এর পূর্ণক খণাত্মুক এবং 
দশমিক বিন্দুর পরে যতগুলি py হইবে তাহা অপেক্ষা 1 বেশী সাংখ্যমানবিশিষ্ট হইবে। 

একই অংশকবিশিষ্ট বিভিন্ন সংখ্যা (Numbers having the same 
mantissa) 

একই সার্থক অঙ্কবিশিষ্ট এবং একই প্রকারে সঙ্জিত দশমিক বিন্দুর বিভিন্ন অবস্থান 
বিশিষ্ট সকল সংখ্যার লগারিদ্‌ম্‌ এর অংশক একই হইবে। 

মনে” করি, z যে কোন একটি সংখ্যা) তাহা হইলে z x 10" অথবা, 0-10" 
(যখন m, n ধনাত্মক AFRA) এর মান c এর সমান অন্ধবিশিষ্ট সংখ্যা হইবে। 
(কারণ 10 এর কোন ঘাত দ্বারা গুণ বা ভাগ করিলে সংখ্যাটির সার্থক WORT ক্রমের 
কোন পরিবর্তন ঘটে না।) 

এখন 198(০১৫10”)-198 z+log 10"=log z--m log 10 


1098 z+m E (1) 
এবং log(z+10")=log z—log 10*—1og z—» log 10 
-logz—n ... (2) 


_ (1) নং একটি পুর্ণ সংখ্যা যুক্ত এবং (2) নং এ একটি পূর্ণসংখ্যা log z হইতে fas 
হুইয়াছে। : দশমিক অংশ অর্থাৎ অংশক উভয়ক্ষেত্রেই সমান রহিয়াছে । 

লগ. তালিকা হইতে অংশক বাহির করিবার নিয়ম (Rule of finding 
out the mantissa from log table) 

লগতালিক! eko অংশকের মান বাহির করিতে হয়। বিভিন্ন অঙ্ধবিশিষ্ট লগ, 
তাণিকা থাকে। 

লগ তালিকার প্রথম স্তস্তে একটির নীচে আর একটি সংখা! হিসাবে মোটা অক্ষরে 
10 হুইতে 99 «fw সংখ্যা থাকে । তালিকার উপরে সাধারণ অক্ষরে 0 হইতে 9 
পর্যন্ত এবং তারও পরে আরও ছোট অক্ষরে 1 হইতে 9 পধস্ত লেখা থাকে। 2 
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উপরের সারির নীচে এবং বামের মোট! সংখ্যার ডানদিকের সারিতে প্রতিঘরে যে সব 
সংখ্যা আছে তাহারা পূর্ণসংখ্যা নহে। তাহাদের পূর্বে দশমিক বিন্দু আছে ধরিয়া 
লইতে হইবে। অর্থাৎ 0356 লেখা থাকিলে উহা! *0356 ধরিতে হইবে। লগ, 
তালিকা হইতে কিরপে অংশক বাহির করিতে হয়, তাং! নিম্নের উদাহরণ হইতে 
বুঝিতে পারিবে। 

(i) মনে কর 46-44 লগের অংশক বাহির করিতে হইবে। এখন প্রথম স্তান্তের 
46-44 পর ঠিক উপরের 0স্তস্তের নীচে আছে 6628; স্থতরাং 46-এর লগের অংশক 
হুইবে 6698. 

Gi) 465-4 লগের অংশক বাহির করিতে হইলে 46-এর সারি এবং যে স্তম্ভের 
মাথার উপর 5 আছে তাহারা যে সংখ্যায় পরম্পর লম্বভাবে মিলিত হইবে তাহা! বাহির 
করিতে হইবে । এক্ষেত্রে উহা 66753 FEM 465-এর অংশক 6075. 

(ii) 4659-44 লগের অংশক বাহির করিতে হলে, প্রদত্ত সংখ্যার 465-এর 
অংশক ` 6675 নির্ণয় করিবে । এখন প্রদত্ত সংখ্যার চতুর্থ অঙ্ক 9; এখন 46-এর 
সারিতে ডানদিকে ছোট অক্ষরে 1 হইতে 9 পর্যন্ত যে সংখ্যা আছে তাহার 9-এর নীচের 
আছে 81 অর্থাৎ 0008 এখন '66?5-এর সহিত 0008 যোগ করিয়া পাওয়া যায় 
'6683; ইহাই 4659-44 লগের অংশক | 

TRI? 4659-এর লগের পূর্ণক 3 এবং অংশক 6683. 

log 4659 = 8:6683 

agaa log 46— 16628, log 465— 26675 

পূর্বেই বল৷ হইয়াছে, যে সব সংখ্যার অস্কগুলি সমান এবং একই ভাবে সজ্জিত কিন্ত 
দশমিক বিন্দুর অবস্থান পৃথক, তাহাদের প্রত্যেকের লগের অংশক সমান হইবে। 

যেমন log 465:9 —1og*159.—1og 4659 —log 10- 86688 — 1 

-9'6688 ( 

log 4659 —log*555* —log 4659 — log 100 = 36683 — 2— 16683 

log 4'659—1og1$$9 —1og 4659 —1og 1000 = 36683 — 3 —*6683 

log 4659 = log AS, log 4659 — log 10000 = 36683 —4 

=3+'6638—4= — 1 +6683 = 16683 
/. log 4659-94 *[fe — 1 এবং অংশক 6683, 
. ইহাকে —16683 হিপাবে লেখা হয় না। কারণ as লিখিলে সমস্ত 
নংখ্যাটিকেই খণাত্মক বলিয়া মনে হইতে পারে । কিন্তু অংশক ANAS নয়, পূৰ্ণক 
aari pfe ঝণাত্মক বুঝাইবার জন্য 1-এর মাথার উপর একটি রেখা টানিয়া পরে 
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দশমিক বিন্দু এবং দশমিক বিন্দুর পরে অংশক লেখা হয়। এই রেখাকে Bar (বার) 
বলে। অর্থাৎ 1, 2, এইরূপ লিথিয়! উহাদের খণাত্মক বুঝানো হইয়া থাকে । 
আ্যান্টিলগারিদৃম্‌ বা আ্যান্টিলগ (Antilogarithm or Antilog). 
কোন সংখ্যার লগারিদ্‌ম্‌ z হইলে, Š সংখ্যাকে 2«ex ত্যার্টিলগারিদ্ম্‌ বা আ্যার্টিলগ 
বলে। যেমন 465'9-এর লগারিদ্‌ম্‌ 26688) .'. 26683-47 আ্যাটিলগ 46079 
হইবে। 
আ্যান্টিলগ বাহির করিবার পদ্ধতি : 
লগ তালিকার স্তায় ত্যার্টিলগের তালিকা ও লগ তালিকার পরে দেওয়া থাকে। 
এই তালিকার প্রথম সারিতে দশমিক বিন্দুর পরে দুইটি অঙ্ক দেওয়া থাকে । তাহারা 
লগারিদ্‌মএর অংশকের প্রথম দুইটি অস্ক। 
মনে কর 9:6688-এর ত্যার্টিলগ বাহির করিতে হইবে। ইহার অংশক 76683! 
TAR '66-এর সারি এবং যে স্তম্ভের উপর 8 আছে তাহার! যে সংখ্যায় পরস্পর 
লঘ্ধ ভাবে মিলিত হইয়াছে, তাহার মান 4656 এবং এই সারির আরও ডানদিকে ৪-এর 
নীচে আছে 3; এই 3, 4656-এর সহিত যোগ করিয়া পাওয়া যায় 4659. অতএব 
'6683 এই অংশকের জন্য পাওয়া গেল 4659 এবং 2"6688-এর পূর্ণক 2) IAR 
ইহা যে সংখ্যার লগারিদ্‌ম্‌ তাহার পূর্ণ সংখ্যায় তিনটি অঙ্ক আছে। | 
'. 96688-«x ত্যার্টিলগ-46চ9 
অনুরূপে 3'6683-এর আ্যার্টিলগ = 4659 
16683-47 আ্যান্টিলগ = 46:59 
76683-43 আ্যার্টিলগ = 04659 
- wi 1. (6)'* সংখ্যাটিতে মোট কয়টি অঙ্ক থাকিবে। প্রদত্ত log 273010 
এবং log 3—'4771 
এখন log(6)** = 24 log 6=24 log (2x 3) = 24(log 2--log 3) 
= 94(3010--:4771) = 24 x 7181- 18/6744. 
যেহেতু log(6)?4-«x পূর্ণক 18, স্থতরাং RANS মোট 19টি অঙ্ক আছে। 
wi 2. (৫:62)-৭০-এর দশমিক বিন্দু এবং প্রথম সার্থক অঙ্কের মধ্যে কতগুলি 
xg আছে? 


মনে করি x= (162)-2০ | 
logz=log (1'62)-2০- — 20 log 1$5— — 20(log 162 — log 1! 
= — 90ilog(3* x 9) — 9] = — 90[4 log 3--log 2—2} 
= 2014 x 41714-3010 — 2} 
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= — 90119084 + 3010 — 2} 
= — 90(2:2094 — 9) = — 90 x 2094 = -~ 41880 
= —5-4-5—41880-- — 5:8190— 5/8190 
19801:69)-*০-এর পূর্ণক 5 
দশমিক বিন্দু ও প্রথম সার্থক অঙ্কের মধ্যে p= 6_-1-4টি। 
উদ্দা, 8. log 9=' 3010300 এবং log 3='`4771913 হইলে 5724 
লগ-এর মান কত হইবে? 
log 53; log $$ -log 81—1og 16—1og 3* —log 2“ - 
= 4(log 8 —log 2)=4('4771213 —:3010300) 
=4 X 1760913 = 7043652 i 
Wwi. 4. 1/00000165-sz মান নির্ণর কর প্রদত্ত log 165=9'9175 এবং 
log 6974 — 38495. 


মনে করি = t/:00000165 = (00000165) 
log z—1 log `00000165=1 (log 165— 8)—1(2/:2175 — 8) 
—-3(—57825)- —11565— —5--5— 11565 
= —5--8:8435—3'8435 — 5 = log 6974 — log 100000 
=log 78845 = log "06974 ^. 2-706974 
*/:00000165 = 06974 
উদ্দা. 5. 63-174***—g8 সমীকরণ হইতে এ-এর ছুই দশমিক অঙ্ক পর্যন্ত মান 
নির্ণয় কর ; দেওয়া আছে log 2—'3010300 ও log 3—'4771913 [C. U. '88] 
635-4* 47*5 —g 
উভয়পক্ষের লগ লইয়া পাই, log(6*-574**5)—1og 8 
বা, (8-42) log(2 x 3)+(x+5)log 2? —1og 28 
বা, (83—4z)(log 2--log 3)--9(z-4-5) log 2-3 log 9 
বা, z(—41og92—4]log 3+2 log 2) ` 
=3 log 2-8 log 2—3 log 3—10 log 2 
বা, z(4 log 3+2 log 2)—10 log 2+3 log 3 


_ 10 log 2+3 log 3 _ 10 x `3010300+3 x"4771213 
= 41og3421log2 4Xx'4771213+2Xx'8010300 . 


- 1:90848524-:6020600 395105452 awon 


=177 (আসন্ন দুই দশমিক অঙ্ক পৰ্যন্ত )। 
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উদ. 6. log 2—:3010300 এবং log 3—'4771213 হইলে 


ia i89 ০০) [ H. S. '65 ] 
os [COB xh s: log(10:8)*-- log(24)* — iog(90,-* 


=} log 42084-$ log 3249 log 90 


=4 log(3* x 2*)— 4 log 10+$ log(3 x 2°) 
— log 100+ 2 log(3* x 10) 


=4}(log 35 +log 22?) — 1.1-- (log 3--log 2?) 
—£&x 2--2(log 3° --log 10) 

=1(8 log 3+2 log 2) -3-- (log 3+3 log 2) — + 2( log 84-1) 

=š log 3--log 2--$ log 3+5 log 2+4 log 342—-i-u 

26 log 24+'34+3+4) log 3—44 

—6x'3010300 +4? x 4771213 — ti 

= 18061800 + 34193693 — 18333333 

—5:9255493 — 18333333 = 33922160. 

অমানুপাঁতিক অংশের নীতি (Principle of proportional parts) 

মনে কর লগ তালিকা হইতে 3265 এবং 3266-44 মান বাহির করা হইল এবং 
8965'7-a% মান বাহির করিতে হইবে। কী প্রকারে তাহা করা হইবে? এইজন্য 
সমানুপাতিক অংশের নীতি (Principle of proportional parts) প্রয়োগ করা 3 | 

য্দিকোন সংখ্যার মান একটি চলরাশি %-এর উপর নির্ভরশীল হয় এবং উহার 
মানের (%-এর মানের জন্য ) একটি নির্দিষ্ট ক্ষুদ্র অস্তর অন্তর তালিকা করা হয়, তাহা 
হইলে অধিকাংশ ক্ষেত্রে ৪-এর সামান্য পরিবর্তনের জন্য, তালিকার মানের যে সামান্য 
পরিবর্তন ঘটে তাহা %-এর পরিবর্তনের সহিত সমানুপাতিক ।” 

কোন সংখ্যার লগারিদ্‌ম্‌ নির্ণয়ে এবং যে সংখ্যার লগারিদ্ম্‌ দেওয়া আছে তাহা 


নির্ণয়ে এই নীতির প্রয়োগ নিম্নে ams হইল 1 
উদ, 7. প্রদত্ত log 63374— 48019111 এবং log 63375 = 48019180 


হইলে log 633743 এবং যে সংখ্যার লগারিদ্‌ম্‌ 7801913 সেই সংখ্যাটি নির্ণয় কর | 
এখন log 63374—48019111 এবং log 63375—48019180. স্বতরাং 
সংখ্যারমান 1 বৃদ্ধির জন্য লগারিদ্‌ম্‌ মান 0000069 বৃদ্ধি পায়। স্থতরাং সমান্থপা তিক 


অংশের নীতি অনুযায়ী, সংখ্যার মান 73 বৃদ্ধির জন্য লগারিদ্ম্‌ বুদ্ধি হইবে, 
*8 x "0000069 = "00000207 = "0000021 (প্রার) 
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log 63474'3— 4'8019111-4-:0000021 = 48019132 
log 63:3743—1:8019132 
আবার 48019136, 48019111 এবং 4:8019180-এর মধ্যে অবস্থিত এবং 
প্রথম সংখ্যাটি হইতে ইহার অন্তর 70000095. স্থতরাং 48019136 এমন একটি 
সংখ্যার লগারিদ ম্‌ যাহার মান 63374 এবং 63375-44 মধ্যে অবস্থিত | 
মনে করি সংখ্যাটি 63374--z. 
1-এর জন্য অন্তর 69 (অর্থাৎ '0000069 ) এবং &-এর জন্য অন্তর 95 ( অর্থাৎ 


*0000095 ). 
69 29522] 2 S 00-16-90: 
log 63374:36--- —4'8019136 i 
exi একই অংশক বিশিষ্ট যে সংখ্যার লগারিদ.মের মান 78019136, তাহা 
একই অঙ্ক বিশিষ্ট হইবে এবং উহার পূর্ণক - 2 হইবে। 
স্থতরাং সংখ্যাটি 106337436- -+ 


Exereise—16(A) 


[ যখন প্রয়োজন হইবে নিম্নলিখিত মানগুলি ধরিয়া করিবে : 
log 2= "3010300, log 3 —4771213, log 7—'8450980, 
log 11—1'0413927 ] 
i. নিম্নের সংখ্যাগুলির অঙ্ক সংখ্যা নির্ণয় কর £ 
(i) 9৪০ (i) 315 (ii) 525 [C. U. 47] 
(iv) 1429 (v) 165!* (vi); 959 x 9*5, 
2. নিম্নলিখিত সংখ্যাগুলির দশমিক বিন্দু এবং প্রথম সার্থক অন্ধের মধ্যে কতগুলি 
0 আছে নির্ণয় কর £ 


G cuo BY a) (L)" Go as 
3. নিম্ন সখখ্যাগুলির লগারিদ,মৃএর মান নির্ণয় কর £ 

G) “046 Gi) 33৮. (7) (405)  [H. S. Comp.'64) 
Gv) (B) ০) «soo Cn. s.’63] (vi) 1875 [H.8.'62] 
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P 100 
4. দেখাও যে, (E) >100 হইবে। [ H. S. ^70 ] 


6. সাংখ্যমান fut: 
rs (৫1 ৭ [H. S. Comp. '65] 


6 18 
(8) 
^. (39) x (625) i 
aont it X(3195)5 x d এর মান নির্ণয় কর। 
প্রদত্ত log 259569 — 54149594 [ H. 8.67 ] 


7. log (27)? x (81) (90/8]-এর মান নির্ণয় কর 
j [ H. S. Comp. '67 ] 

8. %/3:5928-এর মান নির্ণয় =< | 

প্রদত্ত log 2 = '3010300, log 3='4771213, log 7=`8450980. 

এবং log 1197:349=93:0789184. 

9. আসন্ন তিন দশমিক স্থান পর্যন্ত 7 নিধানযুক্ত 108-এর লগারিদ্ম-এর মান 
নির্ণয় কর। দেওয়া আছে, log, y 2='30103, log; o 3— 47712 

এবং logio 7—'84510 

10. মান নির্ণয় কর £ 10020736 দেওয়া আছে log 41369 — 46166750 

11. log 37601—4'5751994, log 37602—45759109 হইলে যাহার 
লগারিদ্ম্‌ 175752086, সেই সংখ্যাটি নির্ণয় কর। 

12. log 3—':4771918, log 74008— 48699787 এবং 1-এর জন্য অন্তর 


59 হইলে (09)5-4g মান নির্ণয় কর | 
18. সমাধান কর (প্রয়োজনে log এ, log 3 এবং মান ব্যবহার করিবে ) | 
(৫) 27.3?” = 100 [C.U] (b) 33-4427-*—20 


(g) 65-39—9**? (d) 65-*24**5—8 [0. U. '38] 
(e) q3et3 14৭78 2l 1:284+6 [ 0. U. 41 ] 
(f) 23*-8", 91-771 LC. v. 42] 


(৪). 51৮৯6 g*v—g** (h) log,oz—logio /5= joo o; 
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14. দেওয়া আছে, log 101—92'0043214 এবং log 111:5675— 

š 15532 
20475354 হইলে TAR m 5 + 10-তম পদ, এর মান 


নির্ণয় কর। 

16. কোন একটি নিধানযুক্ত একটি সংখ্যার লগারিদ্ম্‌ 6 এবং প্রথম নিধান ও 
25-এর গুণফল নিধান হইলে এ সংখ্যাটির ৪ গুণ সংখ্যার লগারিদ্‌ম্‌ হয় 3; প্রথম 
নিধানটি নির্ণয় কর। [ B. S. Comp. '68 ] 

16. যদি যে কোন বৎসরের প্রারস্তে যে লোক সংখ্যা থাকে সেই বৎসরে তাহার 
da ভাগ জন্মায় এবং QA; অংশ মারা যায়, তবে কত বৎসরে লোকসংখ্যা faed হইবে | 

[ দেওয়া আছে, log 941 = 28820170, log 240= 2:3802112 ] 

17. কোন সহরের লোকসংখ্যা 3000 ; যদি উহা প্রতি বৎসর 10% হারে বৃদ্ধি 
পায়, তবে 3 বৎসর অস্তে উহার লোকসংখ্যা কত হইবে y 

18. এক দোকানদারের 40 কিলোগ্রাম চাল আছে; প্রতি 4 কিলোগ্রাম চাল 
বিক্রয় করিয়া সে অবশিষ্ট চালের সহিত নিকৃষ্ট স্তরের 4 কিলোগ্রাম চাল মিশাইয়া দেয় । 
কতবার এই প্রক্রিয়া চালাইলে মোট চালের অর্ধেক নিকৃষ্ট স্তরের হইবে। 

19. y—ke- 0038! সুত্র হইতে আসন্ন ছুই দশমিক স্থান পর্যন্ত /-এর মান 
নির্ণয় কর। 

k 


যখন Y= নর প্রদত্ত 1০৪০ 2= "8010, log, o e= 4943. 


ভ্রন্সোদশ অন্যাস 


85% e eua an 


(Exponential and Logarithmic Series) 


অসীম শ্রেণী সম্বন্ধে তোমাদের কিছু ধারণ! পূর্বেই হুইয়াছে। সাধারণ লগারিদ্ম্‌ 
এর সংজ্ঞা প্রসঙ্গে Napierian পদ্ধতির ক্ষেত্রে অমেয় সংখ্যা ৫-কে নিধান ধরা হইয়াছে 


=1l+—+-— + + + +. 
যেখানে e + Tata ++ it 


e দ্বারা স্থচিত এই অসীম শ্রেণীর গণিতের ক্ষেত্রে ভূমিকা অসীম । ইহা! একটি 
অপীম শ্রেণী হইলেও ইহার মান নির্দিষ্ট এবং 2 এবং 3-92 মধ্যে অবস্থান করে | 
সুতরাং ৫ একটি সংখ্যা মাত্র। গণিতে ইহাকে অমেয় সংখ্যা (incommensurable 
i number) বলে। ক (পাই ) ও একটি অমেয় সংখ্যা। 


উপপাগ্ £ প্রমাণ করিতে হুইবে ese: মান নির্দিষ্ট এবং vul? 
এবং ৪-এর মধ্যে অবস্থীন Fra! (To prove e is finite and lies 
between 2 and 3) 


eil. l.l... SUE dms 
থে. 2 B 
৪৯৯৪ 
আবার, |3=3.2.1 — .. [3>2.2.1 
: ERI 
[322 ^ ra 


1 ERS 
www" i< Q«4 ইত্যাদি 


eie tgtustua* ass áss 
8 18 


ona əsas l4 — 


i 
l 
! 
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ws, exi. [৮ tlth titoa 
1-4 2:9 

অসীম গুণোত্তর শ্রেণী ] 
৪4149 বা, ০৪ .. 9«e«3 


যেহেতু €-এর মান এ এবং 3 এর মধ্যে অবস্থান করে স্থতরাং Sg] নির্দিষ্ট মান 
বিশিষ্ট। 


উপপাগ্তঃ প্রমাণ করিতে হইবে 6 একটি অমেয় সংখ্যা। (To 


prove that e is an incommensurable number). 
যদি সম্ভব হয়, মনে করি e প্রমেয় (commensurable) এবং ez, যখন 
m ও n ধনাত্মক পূৰ্ণসংখ্যা । 


d SL, 
TEE . in rit E 
উভয়পক্ষকে [n দ্বার! গুণ করিয়া পাই, 
[ln ERO UES 
৮০০ CEDH 
1 
am n — 1 একটি পূৰ্ণসংখ্যা এবং ডানপক্ষের — (75035) * ছাড়া 
অবশিষ্ট সকল পদই পূর্ণপংখ্যা বিশিষ্ট | 
1 1 ...... Á esp 
(1)নং এর বামপক্ষের সকল পদই ধনাত্মক, স্থতরাং তাহাদের mi» 
1 1 1 
এবং Fi OU OE GFI “a... 
wis <-i 2 auo < 


স্বতরাং (1)নং এর বামপক্ষ - d এবং & এর মধ্যে অবস্থান করে। স্থৃতরাং 


উহা একটি ago ভগ্াংশ। কিন্তু পূর্বেই দেখান হহয়াছে বামপক্ষ একটি পূর্ণসংখ্য।। 
স্বতরাং e প্রমেয় এই কল্পনা ভুল । অতএব e প্রমেয় সংখ্যা হইতে পারে না। Weis 
e একটি অমেয় সংখ্যা | 
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eas অসীম শ্রেণীর পদসংখ্যা বৃদ্ধি করিয়া e এর মান আসন্ন যে কোন দশমিক 
পর্যন্ত নির্ণয় কর! যায় 1 আসন্ন 6 দশমিক অঙ্ক পর্যন্ত e এর মান 2718282 
৪*-এর বিস্তৃতি (Expansion of «*) 
ই বল্‌ সালের 4 


a" 
eT pen (1) 


যদি ॥>1 হয় (অর্থাৎ, 161 ), fast উপপাদ্য হইতে পাই, 


nz(nz—1). 1 1. 


st n MM 


CESON 


WES যখন ॥-> ec, E eom 


(e^ চে 


_ =l+z+——— 


(02) "erbe IA ET eem -. (9) 


স্থতরাং (DR এ z=1 বসাইলে, যখন % এর মান অসীম 


102 dui. E 
(1+3) Houra 


y- 
*, n A মান অসীম পর্যন্ত বৃদ্ধি করিলে, z এর সকল মানে, 


+2" ec... 
e =1+ + CTF siet (1) 


£* এর এই বিস্তৃতিকেই স্থচক শ্রেণী (Exponential Series) বলে ! 
অনুসিদ্ধান্ত 1. যেহেতু এর সকল মানে (1)নং শ্রেণীটি সিদ্ধ হয়। স্থতরাং 
z এর পরিবর্তে — z এবং —1 বসাইয়া পাই, 


এ ... Lay €. ...... 
SS E Ed +(-1) TAs 


nit 
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অনুসিদ্ধান্ত 2. ॥ এর মান অসীম পর্যস্ত বৃদ্ধি করিলে (1+1) =e ইহাকে 
সাধারণতঃ এইরূপ লেখ! হইয়া থাকে | 
Lt (14205 die 
E P 3) : bius E (1+3) 
us £ সুচক শ্রেণীর উপরের প্রমাণটি সম্পূর্ণরূপে যুক্তি গ্রাহ না হইতে পারে । 


a -3)"(=-"72) z 
m কে?” এর সকল মানে ৮৯৪7০ 


few % এর খুব বড় হইলে ( অসীম ) 7০, 2-0, "20! কিন্ত ইহা সর্বদা 


কারণ সেক্ষেত্রে 


বলা যায় না যে Ç এর মান সব সময় 0 হইবে যখন ৮ও n অনেক বড় হইবে (অশীম)। : 


সূচক শ্রেণীর বিকল্প প্রমাণ (alternative proof of exponential series) 
এই প্রমাণটি অধ্যাপক হিল (Prof. Hill) সর্বপ্রথম উদ্ভাবন করেন। এক্ষেত্রে 
কল্পনা করা হয় দ্বিপদ উপপাদ্যে ঘাতের সুচক ধনাত্মক পূর্ণসংখ্যার জন্য সত্যি। 
প্রমাণ $ মনে করি, 
MELE Hp ce FF qq 


u 14 N lr 
= x n? n” *.*..... 
J(y= 537 শি (9) 


n)? m+n)" 
E REN etn s) 

Am), f(n) এবং f(m+x) শ্রেণী তিনটি m এবং n এর সকল মানের জন্য 
অভিসারী (convergent) 

(1) এবং (2) কে গুণ করিয়া এবং m, n এর একই ঘাতের পদগুলিকে একত্র 
করিয়া পাই, 

fex fom Ee +E an MUN EN 


m'- ^s n^ 
den t i EE imu em) DADA 
72 (m+n): + PS 


Vicini imr in E Dania p Tei 


এবং fen) + 
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=1+ E+ ment TRR SA 
1077) 
sS fm) xf(n)- f(m 4-2), m, n এর সকল মানের জন্য 
অনুর্ূপে, 101) ১/)১/0)-1৮4+7)%/0) =f(m+n+p) 
এবং এইভাবে অগ্রসর হইলে, 
10) x Ja) ৮৫) x .......fafità সংখ্যক উৎপাদক পৰ্যন্ত 
- fim nd pF fafta সংখ্যক পদ পৰ্যন্ত ) EON 
m, n, py .-.... IA সকল মানের জন্য । 


G) মনে করি, z একটি ধনাত্মক পূর্ণসংখ্যা | 
(4) 4, mon7 po 771 বসাইয়া পাই, 
10) f() x) x :--" সংখ্যক উৎপাদক 
=fü+1+1+-....z-Sq পদ) 
~ F=f) 
(i) মনে করি, ০ একটি ধনাত্মক মূলদ ভগ্নাংশ +, যখন h, % ধনাত্মক RT! 


মনে করি, m=n=p= ==} (4) হইতে 
, pe) sem 
০/(৮+1+-7৮ত পদ) 
vy = rl x) rur 
যেহেতু h ধনাত্মক পূৰ্ণসংখ্যা! 
n few - quar 
(ocv 1 2 এর সকল ধনাত্মক মানে, UC) — f) 


(ii) মনে করি, z AIF এবং= — y, যখন y ধনাত্মক | 
এখন, f(-yxfu)-fK-yt»-f0-1 


rip d 1 


ন্সচক ও লগারিদ্‌ম্‌ শ্রেণী 
mcn iade 
fe) K- 9 7g op ER 9 Set ৷ 
=A "=f 
z এর যে কোন মানই হউক না কেন, (1))*-/2) 


কিন্ত /)-1412+4+18+- 


[419 13 
mz? 
এবং fa)= att spei 
% এর সকল মানের জন্য 
zt 
৫০2) ++ Ld E 
a^ এর বিস্তৃতি (Expansion of a”) 


যদি ৫ যে কোন ধনাত্মক সংখ্যা হয়, তবে 


191 


a” = 1+ (losa) 7: (log. + soeces +2 (log) + Me oC 


1? 
% এর সকল মানের জন্য | 
যদি ৫ যে কোন ধনাত্মক সংখ্যা হয় এবং %-র মান এরূপ হয় যে, a= e" 
অর্থাৎ k-loga| তবে 


ka 271 kryr 
25 (29555 25551 M9. E mU oa nd al t 
at m (ey a 1+ E+ UEM + > + 
P esc z? EE T ০11 r 
a "119 124০8) + +1 log,a)' + 


বিকল্প পদ্ধতিঃ মনে করি a= — 7. y-loga*-zloga 


"=e=1+ + 412 a 
k 7: 


Hg g gs E] t পন 
a* «1 + (losa) tig (loge) + [a 0842 T 


রষ্টব্য £ ইহাকে সুচকীয় উপপাদ্য (Exponential Theorem) বলা হয়। 
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11023215816 
Sui. 1. i+) এবং (এ 1) এর মান নির্ণয় কর ৷ 
P; g* ,2* a 2* Vues 
এখন e =1+e+ tatg T 
z=1 বসাইয়া, 
EPLF ILEN: 
০৮15৬: (1) 
m= —1 বসাইয়া, 
prinio _ P T 1 ITE 
| D 2 1 pur" a^a (2) 
(1) ও (9) যোগ করিয়া এবং উভয়পক্ষকে দ্বারা ভাগ করিয়া পাই, 
i EHI Hu, D Aa Ezi 
১৪১৪ We) titat 
(1) হইতে 2 বিয়োগ করিয়া এবং উভয় পক্ষকে 9 দ্বার! ভাগ করিয়! পাই, 


Swi.2. দেখাও যে, 
` 34274921251 142498498 +.৮..,০6৪_ 
Mat E BH সু ri me 
(C. U. °29] 
1 21T949!g- 3*3 2—1 
š . শ্রেণীটির ॥-তম পদ t, [n Ln 


... 


8 
pu ^ 
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প্রদত্ত শ্রেণী-(৫৯-1)-(6-1)-63--1--6+1-6-6 ^ j 


AM 
Set. 3. Lem এর বিস্তৃতির z" এর সহগ নির্ণয় কর। 


Itete’ (ype 
e 
2 f n-2 
i=(14+e+ rtl -e4 p... —1ys- s 2 
(1+৮+52)1 9 T(—1) e 
n-1 n 
HD Ept E+} 
z^ এর সহগ (n>1) 


(UUs (1s (Cie «Cay naaa 
NE Mo (n—21 n] T. UAE 


(711 —n+n(n— Dj CD's —9n+1)=(— 1 D 


উদ. 4. ০ এর OW mx ঘাত অনুসারে বিস্তৃত কর ঃ 


N 9 3 4 


(যোগ করিয়া) UL ALPE EE uus) 
"eto EEH? su 
বা, dre DAE id NU 
k g? gè w (B 
f ° (ere) =+ e) 
উঃ মাঃ গঃ বৌজ)-13 


Hes ss 


wx 


Te _ . 3 
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প্রদত্ত শ্রেণী = ক(৬৮+6-) )৯- 465৯৮71৫779) 
+ 823 , 16z* 
=t mtata t 
Dp ope dat. Bo* LS 
X 1172 "PM ^) 
+ 1118৮৮82551...) 14-22- 8z* , ... 
=ilt+ e t )=1+ Dr 
E aetates 
Mere ) 
b. hg)? 
উদ্দা, চ.. 1,0079 Der zi dena a Pide এই অনীম শ্রেণীর 
| £-এর সহগ নির্ণয় কর | 
এ E E R 
D ETAT Tt 
£-এর পরিবর্তে ৫4১% TART পাই, 
qma] quere denm. et) DTE 
প্রদত্ত শ্রেণীর €-এর সহগ = crea বিঙৃতির 27-2 সহগ = ৫৯,৪৮৮ 
০৫০11৮০1৮০7 aca 
eH dieat 
frfa ০-এর rd 
T 
*-এর সহগ ৭% হয়, তবে দেখাও যে 
ds ds-1U a] 
æ 
Te LO) 
=(1 Fretta" Re" +) | 
fs YA gi g^ 
(LL "m tactu 


E 


সুচক ও'লগারিদ্ম্‌ শ্রেণী 


i 1 81১৮4 
an aT ae a- Fa 


zm 1 1 ...... 
p» Cay gE) BLE EN 


G 


(বিয়োগ করিয়া) Qs — dn, -1 


Exercise—17 


নিম্নলিখিতগুলি প্রমাণ কর : 


! 


2. 


[iit 1৭ সঃ 


৮281-00-8৮ ]-i 


ha ite) -fitte =! 


atg B'E 
DEU š 
a niet =1 
1] log, CoE 13 ets 
+ E 
bm s] bgt} =1 
151 EC 
+t তি 
Fu MC uS 
uiua rd 


e*—1 


š qu SE মান আসন্ন চার দশমিক স্থান পর্যন্ত নির্ণয় কর | 


f 20 
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(B. U. *64] 
[C. U. '36] 


(C. D. *37] 


[C. U. 85] 


[C. 0,784] 


` f. v. *86] 
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12. 0+55+88+" )0৮-35+38-1-+8-5 
(C. ঢ.:88] 
নিম্নলিখিত শ্রেণীগুলির অসীম পর্যন্ত সমষ্টি নির্ণয় : 
13. tbe 8 
14. (Log EE (log, 2)? + Ug 1*9 105.2) + 
15. "M 
16. যে শ্রেণীর %-তম পদ ” তাহার সসীম পর্যন্ত সম fafa — [C. U.'39] 
17. Qt. -এর ৮"-এর সহগ নির্ণয় কর। 5 
18. Me xit paran + .--এৱ &’-এর সৃহগ নির্ণয় কর । 
19. z এর CREI ঘাত অনুসারে ০০” কে or^ পর্যন্ত বিস্তৃত কর। 10. U. 788] 
20. eM কর" এর বিদ্তৃতির ০” এর সহগ Hem 


BS m 
হইতে প্রমাণ কর 57 Haj tar + = 156 


21. 


22. 


23. 


24: 
25. 


26- 


E] 8 
যদি y=ot tt “হয়, দেখাও যে z-l—e LCU. '5!] 


6,12, 90 ; 
প্রমাণ কর t G. U. ^48] 
TETUN utc [ 

PELITA HEATH, 6 G. U. 7491 
প্রমাণ কর Gt [8 T emt [ 


et 
নট কে z এর উধ্ব ক্রম ঘাত অন্সারে বিস্তৃত কর | 


= কে z এর «x ঘাত অন্সারে এ পর্যন্ত বিস্তৃত ক্র। 


(2+ +7 +3 +") * কে z এর উধ্বর্রেম ঘাত অন্ুসারে বিস্তৃত কর! 
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27. x কাল্পনিক হইলে Wü c*—1-4 24-7 n dus “হয়, তবে $67 Hen) 
কে এ এর উধ্ব'ক্রম ঘাত অনুসারে বিস্তৃত কর (ie JT D! [C. U. 736] 
লগারিদ্‌ম্‌ শ্রেণী (Logarithmic Series) 


log, (1+%)-এর বিস্তৃতিকে লগারিদ্ম্‌ শ্রেণী বলে। নিয়ে ইহার বিস্তৃতি নির্ণয় 
করা হইল | 
স্থচকীয় উপপাদ্য হইতে পাই, vi 


a=14 0০844150০8০) " 
a-3 পরিবর্তে 1+% ব্সাইয়া পাই, 

(12) —1-4y log; 1+a)+1— * [log 1--a))4- (1) 
যদি |= | <1 ০০ 

(baro ieget Dan AE D Dun n (9) 
FAR | z | <1 হইলে (1) ও (2) হইতে পাই, 

1+y log.(1 a) T Mog 14e 2) e 

pk D Da 9199) I raat 
যেহেতু ইহা একটি অভেদ, উভয় পক্ষে y এর সহগ সমান হইবে। 
বামপক্ষে y এর সহ্গ = logal +z) 
ডানপক্ষে y এর সহগ 

17 


g? x° gt 


T Ehe E 


g? e r 
an 96 PET ২71৮০) 
যখন 11 <1 


as log(1--z):«x বিস্তৃতি সিদ্ধ হইবে যদি —1<s<1 হয়। কিন্তু 
z=1 হইলেও বিস্তৃতি সিদ্ধ হয়। তবে বর্তমানে প্রমাণ দেওয়া সম্ভব নয়, পরে তোমরা 
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ও emis পাইবে ।  স্কতরাং log(1-z) এর বিস্তৃতি "সিদ্ধ হইবে যদি _1-251 
হ্য় । 
(3) নং এ 2—1 বসাইয়া পাই, 
log2=1-1i+i-T+i-+#+... 
অনুসিদ্ধান্ত : যেহেতু ০ এর সংখ্যা মান 1 অপেক্ষা ক্ষুদ্র হইলে লগারিদ্ম ' 
শ্রেণী সিদ্ধ হয়, তবে (3) নং এ z এর পরিবর্তে -% বসাইয়া! পাই, 


g? 3 Ld 
1 EDC ES ERN aa, 
og(1— z) ru g Aaa: (4) 
যখন —1<z<1 


লগারিদ.ম্‌ শ্রেণীর প্রয়োগ (Application of logarithmic series) 
log(1-2)- 2-945 - "^... 


lo 1-2-- pat strat 
g.( t z "unt ws 


বিয়োগ করিয়া পাই, 
log(14-2)—log.(1—2)— e+ el 


ltz 28:৫8 
| = — —— ... 
ৰ, Hog; Met LE 0 


হস T ..(—1<z<1) 


ৰা, togi? 
der ? (m2) বসাই। $Á ডিক 
opum 
log." =" "yl iB 4H m m-n E (6 
E m+n 81717715711 
এখন n—1 বসাইয়া পাই, 
m 1, 1171 1[m-1 +} ৰ (T) 


log,m- 

oem amt Ei ; "i 

. "আবার (6) নং এ m n-F1 231291 পাই, 
1০871 =log/(n+1)— logan 


১ বনি UP EC il 4p 8 
impit mt SUID T EN. 
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এখন 1091472) এ z এর পরিবর্তে যথাক্রমে L এবং _ L ব্সাইয়া পাই 


‘n+l dads lui ae 
1০847) m 3n? (9) 
nce xod. Ie 21 
"i PUES ০ (10) যখন % 
(9) হইতে (10) বিয়োগ করিয়া পাই, 
log.n4- 1) —log,n — log,(n— 1)+log,n 
= l+ tt} n deg(ee)- logo - 1) 
Mitt pt} a1) 


লগারিদৃম্‌ শ্রেণী প্রয়োগ করিয়া বিভিন্ন সংখ্যার matifaw a. নির্ণয় 
(Calculation of logarithms of different numbersapplying logarithmic 
series) 

(7) নং হইতে পাই, 

1০87৮795581 ti em *$ ers j T ] 

এই শ্রেণীটি ব্যবহার করিয়া আমরা 1 অপেক্ষ! বড় ছোট ছোট সংখ্যার লগারিদ্ম্‌ 
নির্ণয় করিতে পারি । তবে এক্ষেত্রে নিধান সর্বদাই e হইবে 1 

m=2 বসাইয়। পাই,“ 


1০৪০-০1+10+73+18+-) 
—90:33333-- 1x 03704 +4 X 00432 4- 1 X *00046 4- --:] 
—'69315 ( ina 5 দশমিক পযন্ত ) 

পর পর দুইট সংখ্যার মধ্যে যদি একটি সংখ্যার লগারিদ্‌্ম্‌ জানা থাকে তবে 


(8) নং শ্রেনী প্রয়োগ করিয়। অপর সংখ্যার লগারিদ্ম্‌ সহজেই নির্ণয় কর! যায় । 
8 নং এ n=9 বসাইয়। পাই, 


1518 
log3-log2- 2 [1L Le] 


—'40547 ( আসন্ন 5 দশমিক পৰ্যন্ত ) 
log,3 — 40547 --1og,2 — 40547 4-69315 = 109862 
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আবার 10g,4—9 1og,2— 2x 69315— 138630 
আবার ৪ নং "ws প্রয়োগ wp log এর মান ব্যবহার করিয়া টি , এর 
মান নির্ণয় কর! যায় । এইভাবে eps সংখ্যার লগারিদ্ম্‌ ও নির্ণয় কর! যাইবে। 
এইভাবে পাওয়া যায় । 
1og,10— 2"30258509 ( আসন্ন) 
(9), (10) বা (11) নং শ্রেণী ব্যবহার করিয়াও লগারিদ্ম্‌ নির্ণয় করা যায়। 
লগারিদ্ম, এর "ya হইতে আমরা পাই, 


1 
log,M—-log;,MXlog,0 ^ al, logioM— logeM X 5 10 10 


এই স্থত্র ব্যবহার করিয়া কোন সংখ্যার Napicrian পদ্ধতির (নিধান e) 
লগারিদ্ম হইতে সাধারণ লগারিদ্ম ( নিধান 10 ) এ পরিবর্তন করা যায়। 
সাধারণ লগারিদ্ম, এর ম“ডউলাস (modulus) 
নদ রা 
1০8,100 230258509 
সংক্ষেপে মডিউলাদকে p(mu) চিহ্ন দ্বারা স্থচিত কর! হয় 1 
p= "43429448 
(8), (9), (10) ও (11) নং > p দ্বারা গুণ করিলেই উহ! সাধারণ লগারিদ্‌ম্‌ এ 
পরিবতিত হইবে । 
8 নং হইতে, 
log; o(n4- 1)— log 1 on = p log.(n-- 1)— p logon 


= 438429448 


ud. (3 এব NN +} 
2477 80547) SUC TTN 
যথন p='43429448 
wc (9), (10) এবং (11) নং এর স্তর পাওয়া যাইবে । লগারিদ্ম, তালিকা 
ও এই "ra প্রয়োগ করিয়া নির্ণয় করা হইয়া থাকে । 
ELO UL নিয়া 
Sql. 1. প্রমাণ কর ০+ নুনু tggi t" ৮1০৪4 
z? z* 
dogilz)mz- 5 +2- 4 এ 
z= -t$ ব্সাইয়া পাই, 


1০৪2০ -10-71-545+৮ 


295. 8.৪ 
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বা, logi-log3e-- [ Bi 4 vc 
aes ons; 1a aat agt ) 

E doi TE T. 10 2 É $ lo 1=0] 
' i29 333 8.925 Be 1:১৮) 


Sn 2. এরনাধ বর 12৮০-৫2-2৯ 2 
দা. 2. প্রমাণ কর 1০৪-৮-27518:643)৯+ 657৮৯ 


mu il 1 22—1 ,1 z?-1 
bie 3 (c2 8x17 
S UTE mri e 
MC 71. 2(z+1)” Z(z4-D* 


M o rrt 
3'(z + 1)Š 3'(z+ 1)5 ... 


-[- abs s A --) 
ecl 2(z+1)* 3D 
-[- po qut 1" --j 
z+1 হত), FEHI? 


=log, ভায়া (17 zl 


zibg s f 
loge 3t 1 — log, — = =log, 


wi. 3. যদি <, 9, এ৮ঃ4+১%4০=0 সমীকরণের বীজ হয়, তবে দেখাও যে, 
log.(a — bz + cz?) — logia +*+ Be — Ye? + 82)c* --1(«? + B9 29 — ++ 
যেহেতু az? +br+c=0 এর বীজদ্বয় 4, B 


25710) utosa 


b c 
epe «Bez 
ala ert eoa - Pa at] oti Ge Bo t 


— ajl +w + Bz+ «B2? | a[1( +<e)+ Ba (1 + <) 
=a(1+ <a)(1+ Bz) 
log,(a— ba + cz?) 
— log,a-- log(1 + «z) + log. (1 + Bz) 
—log,a-- («z — 1«?2? -- $4? 2? — ...) 

(Bx — 18*2* -- $892? — ...) 
—loga,-(«-- Be — 444? + 8*)z* + (4? + B)? — 
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Gv. 4. যদি /-০+৯০৪+8০৯+-8০44,-হয় দেখাও যে, 


Td NE 
চা 2 +81 un s 
yc iz? ia? tiet p... 
3l, -yc(-2-ida* - dz! - 42 - = log(1— 2) 


বা, 1—-z-2e7 বা, z-1—e7 


2ed5[i-y,piasc4b.. 47 
বা, 2%=1 Í v+ 3 +4$ ) 
SY ELS Ln 4, 
y a +s nid m 
Qvi. 5. log Hete?) এর বিষ্তৃতির z” এর সহ্গ নির্ণয় কর। 


1০840172752) loge = 1০8. —25)- log(1—) 


log, 1-23) = Todes 
log(1—4)— 2-2: - 


32৮... 
it-.. 
+. log(1 T+z+z2)=(z-+1e8 iz + .-..)— (3 +270 Tja? + ---.) 


2+%8224-$০৪+-...এর ৪৮ এর সহগ= [ যখন r, 3-41 গুণিতক নয় ] 


1 
z da da? ug at এর mr Í যখন r, ৪-এর গুণিতক ] 

iy) 

r 

ewe বিভ্ৃতির z” এর m1. 9. ca 


Exercise—174 


নিয়লিখিতগুলি প্রমাণ কর : 


৭11, posa v i an aul. 1 
ati ARR aqp "= 


[C. U. '45] 
I4 o NU 
13134 tggt log 


-3 


8. 


9. 
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dig E i 
astistor tu = 1-lom9 fc. U. 40] 
1 Cy PEA DRM 
5*1*8 aeq) tier) mon va 


At gata te= loger log(z--1)- log (2-1) 


"E 

[C. U. ^54] 
87175121425 i 
stizst sist oot ০০ =log,2 [C. U. 57] 
[OUI AE এ BOB NE [C. U. '58] 


12.8 3.45 5.6.7 


D Ya ¿O bs. bk 
log(a--5)- loge 7. us Catus a<b< a) 


log(l—z2-4-z?) কে % এর উধ্বক্রম ঘাত ws বিস্তৃত কর এবং 


z” এর সহুগ নির্ণয় কর | 


19. 


log(1+2+%24+234...০) কে z এর উধ্বক্রম ঘাত অনুসারে বিস্তৃত 


কর এবং z" এর সহগ নির্ণর কর। যখন 2 
নি্লিখিত শ্রেণীগুলির সমষ্টি নির্ণয় কর £ 


11, 
12" 
13. 


14. 
s 6-3 rin cma +" 


wes era 


l EE us iro (C. U. '53) 


1 H 1 2 
E ০ x $ C. U. 43 
lHa tga tga t7 (Cu ] 
ঠ০182841$54 --- 


1 Ll iul 
ge tot 


2 
এবং ০০০৪০৯0০541 -gteu, তবে ৮৩ ৯ এর মধ্যে 


একটি সম্পর্ক বাহির কর। 
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17. যদি log(1—2— 22 23)-1 কে -এর CRT ঘাত অঙ্গসারে বিস্তৃত কর1* 


হয়, তবে দেখাও যে z"-aq সহগ 1 অথবা a হইবে, যখন % যথাক্রমে m বা qm 


হইবে | 


18. যদি ০০-?7০+৫-0 সমীকরণের Jea <, 


B হয়, তবে দেখাও যে 
logÁ1-pa--qe*)- (s — («2 4-522 + 3 


«3 B3)r3 — ... 
19. . যদি ৮--8০১14০৯- ‘হয়, তবে দেখাও যে, 

y? y E 
৪৮141. i. C. D; 13 ] 
90. প্রমাণ sz: 

2 4 6 
lo; 1tm(1—m)1i-m= g[m" | m* m’ 
(1 +m) tmi — mn) A2 sat eet. 


21. যদি ab bc — 906 এবং ৪৯৪০, হয়, তবে প্রমাণ কর, 


EDGER 0-2) iten 


৫ 
c 


22. যদি ৮ y 8 তবে দেখাও যে, 


12০ 
%-/---- — yt 
y a Mu qp 


—— 


চকতুদ | exe 


saga yi ৪ বা্িকী 


(Compound Interest and Annuities) 


তোমরা মাধ্যমিক স্তরে sqa এবং তাহার সরল হুদ সম্বন্ধে বিভিন্ন প্রশ্নাবলীর 
সমাধান দেখিয়াছ । চত্রবৃদ্ধির ক্ষেতে qwe আসলে রপাস্তরিত RÈM থাকে । যখন 
কোন আমলের নিদিষ্ট সয় অন্তর সুদ হয়, তখন সেই হুদ আসলের সহিত যুক্ত হইয়া 
পরবর্তী সময়ে এই FAAA আসল রূপে কা্জ করে। ফলে স্থদের উপরও ww হইয়া 
থাকে। এই 'ভাবেই প্রক্রিয়া চলিতে থাকে | এই স্থদকে চক্রুবৃদ্ধি সুদ (Com- 
pound interest):aca i 
চক্রবৃদ্ধি সুদ সুত্র ( প্রতি বৎদর সুদ আসলে রপান্তরিত হইলে) 
(Compound Interest Formula— Conversion per year), 
প্রমাণ করিতে হইবে, A= P(14-7)" 
যখন ৮--আসল (Principal) A=" বৎসর পরে মোট টাকার পরমাণ 
n =S] সংখ্যা ( বা স্থদের কাল ) 
/-বসরে 1 টাকার উপর যে সুদ দেয়। 
মনে করি স্থদ প্রতি বৎসরের শেষে আসলে পরিণত হয় | 
1 টাকার 1 বৎসরের হুদ =! টাকা 
ENS বাটি জিন 
1 বৎসর অন্তর মোট আসল-৮+৮ বা, P(- টাকা। 
P টাকার 2 বৎসর অন্তর মোট আসল হইবে = P(1--r) টাকার 1 বৎসর 
পরে মোট আসল। 
=P(1+r).(1+r)=P(1 +r)? r 
P টাকার 3 বৎসর অন্তর মোট আসল হইবে=(1++7)* টাকার 1 বৎসর পরে 
মোট আসল — P(1 4 7)* (124-7)  P(1 4-7)? 
P টাকার n বৎসর অন্তর মোট আমল হইবে P(14-)" 
A-P1-Tr"... (1) 
যদি % বৎসরে P টাকার উপর মোট I টাকা y হয়, তবে, 
I=A-P=P{(1+7)"— 11 (9) 
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1+7-এর পরিবর্তে R বসাইলে; R হুইবে 1 টাকার 1 বৎসর পর মোট আসল। 
সেক্ষেত্রে উপরের "raa নিম্নরূপেও লেখা gza] থাকে | 
A=PR"...(1') এবং I= P(R"— 1)...(9) 
স্থতরাং চক্রবৃদ্ধি ques ক্ষেত্রে আসল ectrez প্রগতিতে বৃদ্ধি পায়। 


অনুসিদ্ধান্ত $ শতকরা বাষিক TU হাত ০ হইলে nt সেক্ষেত্রে (1) 
* (2) নং wasa নিম্নরূপ হইবে, à 
=P [+S ; 7-৮0+60 -1) 
SES: NS tt নির্ণয়ে লগারিদ্ম্‌ প্রয়োগ করাই বিধেয়। (1) নং-এর উভয় 
পক্ষে লগ, লইলে, 
| log A—log P+n log(1 +r) 
এই সৃত্র হইতে A, P, n, r- যে কোন তিনটি জানা থাকিলে অবশিষ্টটি 
জানা যায়। 
$ করব সত সূত্র (বৎসরের আংশিক সময়ে qe আসলে রপাস্তযিত হইলে ) 
উপরের যে স্তর প্রতিষ্ঠিত হইয়াছে, সেক্ষেত্রে কল্পনা করা হইয়াছে যে, আসলের উপর 
যে হুদ হয় তাহা প্রতি বৎসর অস্তর আসলের সহিত যুক্ত হইয়া নতুন আদল তৈরী 
করে। কিন্তু যদি প্রতি বৎসরের এ-তম অংশ পরে যে হুদ হইবে তাহা আসলের সহিত 


যুক্ত হইয়া নতুন আসল গঠন করে, অর্থাৎ বৎসরে এ বার সদ দেওয়া হয়, তৰে পূর্বের 
Wh একই প্রকার প্রতীক লইলে, 


LETTER ew অংশ পরে 1 টাকার উপর মোট আসল। 

š: ৮140, ০7121 

P[i+1]) 21m এনা 

৮111 n 
q 


| ABE, AEA 


"o % বৎসর পরে মোট wmee[ie] 


s ^er)", in 1-+-৮-৮0৮0”-] 


en: I em 123 dL es 


চত্রবৃদ্ধি হুদ ও বাষিকী 207 


WBL: যদি স্ব অর্ধবৎসর অস্তর, একচতুর্থাংশ বৎসর অন্তর বা মাসে মাসে 
দেয় হয়, তবে স্থত্রটি যথাক্রমে A-P(-i)*", ৯৮601 4$774* এবং 
A  P(1 3-47)! *? হইবে | 


82372: যদি ৫এর মান অসীম পর্যন্ত বিস্তৃত হয় তবে, 
n 
Matin ovn] 
Azpenr 
বৰ্তমান মূল্য এবং বাটা (Present value and Discount) 


Sig: নির্দিষ্ট সময় অন্তর দেয় কোন টাকার বর্তমান মূল্য ও 
বাটা 'নর্ণয়। 


[ To find the present value and discount of a given sum due in a 
given time, ] 


মনে করি n বৎসর পরে দেয় P টাকার বতম'ন মূল্য V এবং 1 টাকার 1 বৎসরের 
সদ? টাকা। 
(ü) যখন সরল স্থদ হইবে। j 
1 টাকার 1 বৎসরের Wy r টাকা 
NA Su. L $ Wt 
» * gs » VNF y 
দেয় টাকা P=V +Var=v(1+nr) 
P 
বর্তমান খাট 


P. PRE = 
বাটা DE Pep l+nr 1777 


(H) যখন চত্রবৃদ্ধি ww হইবে। 
পূর্ব নিয়মে পাওয়া যাইবে Po v(1+r)"=vR" 


জরি 

Maire R^ 

ep-.P lp. 

p P7) - 1). P(R"- 1) 
(14 7)" R^" 
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উদ. 1. কত সময়ে কোন BT] 5% হারে চত্রবৃদ্ধি সুদে দ্বিগুণ হইবে? B. 
" [ C. U. 49] 
[ দেওয়া আছে log 2—'3010300, log 3—4771918, 
log 7 —:8450980 ] 
মনে করি P টাকা n বৎসরে 5% চত্রবুদ্ধি হারে দ্বিগুণ হয়। 
`. (14785) ^ (88) 

উভয় পক্ষে লগ, লইলে, n(log 21 — log 20)-108 9 

বা, (log 3--log 7—1og 2- log 10)—1og 9 

বা, এখন log 2, log 8, log 7-4 মান এবং log 10—1 বসাইয়! পাই, 


—`3010300_ 
"0911898 142 (প্রায়) 


+". নিৰ্ণেয় সময় 14'2 বং্সর প্রায়। 

wl. 2. 4% bafa হারে 5 বসকে 1800 টাকার বর্তমান মূল্য ও বাটা নির্ণয় 
কর। I 

(দেওয়া আছে, log 18—1 2552, log 1479 47= 31701 ) 
বর্তমান মূল্য v—. P 


M wx bua 
এখানে P-—1800, r 100 35 n=5 


= 1800  1800x(95)s 
“01881 
উভয় পক্ষে লগ লইয়া পাই, 10 v=log 1800--1og (2) 1 


বা, log v= 8:55 T 5(log 25 — log 26) 
792552—'0851—3:1701— log 147947 (প্রদত্ত) 
V*147947  .. বর্তমান মূলা= 147947 টাকা 
3l5]- P— v — 1800 — 147947 = 82053 টাকা | 


Syl. 3. যদি কোন টাকা নিদিষ্ট চত্রবুদ্ধি 
^ B, C টাক! হয়, তবে প্রমাণ কর। 
(b — c) log A- (c —a)log B+(a—b)log c=0 
মনে করি আসল = P, 1 টাকার 1 বৎসরের সুদ =r, 
A=P(1+r)%, B=P(1+r), C=P(1+r)° 


Or? হারে a,b,c বৎসরে যথাক্রমে 
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প্রত্যেকটির লগ লইয়া পাই, è 


log A—log P+alog(1+r), log B =log P4-b log(1 +r), 


বা, 


log ০৯1০৪ P+c log(14-7) 
log A—log B —(a—) log (14-7) 


a—b=108 A—log B 
log(14-r; 


অঙ্গরূপে, b — = log B-log c ০-৫৯1০৪ C—log A 


log (14-7) ' log(14-5) ' 
(b —c)log A-F(c— a)log B+(a—b)log c 


= log A(log B —log c) 4108 B(log ০-1০৪ A) 
log(1 +7) log(14-7) 


log c(log A-—logB) _ 
UT len ৯৪ 


Exercise —18 


[ প্রয়োজনে লগ, তালিকা ব্যবহার করিবে ] 


1. 


2. 
হইবে। 


5. 
কি পার্থক 
হার 4%। 


কত সময়ে কোন টাকা শতকরা বার্ষিক 10% চক্রবৃদ্ধি সুদে fae হইবে? 
[log 11104189, log 2 = :30103] 
কত বৎসরে 100 টাকা শতকরা বার্ষিক 4 টাকা চক্রবৃদ্ধি হারে 1000 টাকা 
আসন্ন দুই দশমিক পর্যন্ত মান নিয় zq | [C. 0. 750] 
[log 26— 141497] 

শতকর] কত চক্রবৃদ্ধি হুদের হায়ে কোন টাক! 1? বৎসরে দ্বিগুণ হইবে? 

(C. U. '47] 
কত টাকা বাষিক 4% চক্রবৃদ্ধি qur 18 বৎসরে 10000 টাকা হইবে? 

[G. 0.5] 
100 টাকা 2 বৎসরের জন্য চক্রবৃদ্ধি sor রাখা হইল । মোট টাকার পরিমাণের 


J ঘটিবে যদি সদ বাৎলরিক বা অর্ধ-বাৎলরিক হারে দেয় হয়। Gon 


[ log 1'0816='03407, log 1:08243—:03440 ] 


6. WU হার কত হইলে 800 টাকা 20 বৎসরে 10000 টাকা হইবে যদি সুদ 
বৎসরের + অংশ পর পর দেওয়া ex | 


উঃ 


মাঃ গঃ (বীছ)-14 
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* 7. 10000 টাকা 10 বৎসরে 10% চক্রবৃদ্ধি সুদের হারে কত টাকায় পরিণত 
হইবে যদি সুদ অর্ধবৎ্স্র অস্তর দেয় হয়। [log 26532975— 749379] 
8. যদি কোন টাকা নির্দিষ্ট চক্রবুদ্ধি wu ৫ বৎসরে মূল টাকার m গুণ এবং y 
বৎসরে n গুণ হয়, তবে প্রমাণ কর ^ y-clogan. 
9. যদি কোন টাকা নির্দিষ্ট চত্রবৃদ্ধি wort হারে p, q,r বৎসরে যথাক্রমে 
P, ০১ R হয়, তবে প্রমাণ কর, 


a R P 
p log RTI log, +r log: =0 


10. 463050 টাকার 3 বৎসরে 5% চক্রবৃদ্ধি হারে বাটা কত হইবে? বর্তমান 
মূল্যই বা কত হইবে? 

11. কত টাকা 20 বৎসরে 500 টাকায় পরিণত হবে, যদি সুদের হার 5% হয়, 
এবং প্রতি মুহূর্তে দেয় হয়। [ প্রদত্ত ৫": —'3678 ] 

12. যদি কোন সহরের লোকসংখ্যা, বৎসরের প্রারস্তে È সহরে যত লোক আছে 
তাহার 1'8% প্রতি বৎসর বুদ্ধি পায়, তবে কত বৎসরে মোট বৃদ্ধি 80% হইবে? 


[C. U. 35] 
বান্বিকী (Annuities) 
একটি নিদিষ্ট পরিমাণ টাকা যদি নিদিষ্ট উল্লিখিত শর্তে সাধারণতঃ এক বৎসর অন্তর 
দেয় হয়, তবে এ নিদিষ্ট টাকাকে WAA বলে। কোন কোন ক্ষেত্রে ইহা অর্ধবৎসর 
এক চতুর্থাংশ বৎসর অস্তর বা অন্যান্য সময় পরেও দেয় হইয়া থাকে | 
যদি কোন বাঁধিকী কয়েক বৎসর ধরিয়া জমা না দেওয়া হয়, তবে উহাকে এ কয় 
বখসরের জন্য অদেয় (unpaid) বলা হইয়া থাকে এবং বাৎসরিক টাকার পরিমাণ এবং 
তাহার qt সহ বাধিকীর পরিমাণ হইয়া থাকে। 
যদি কোন বাধিকী নির্দিষ্ট বৎসরের জন দেয় হয়, তবে উহাকে নিদিষ্ট afa 
(Annuity certain) বলা হয়। অপর পক্ষে যদি কোন বাধিকী চিরদিন দেয় হয়, 
তবে উহাকে চির ্থায্ী বাৰিকী (perpetual annuity) বলা হয়। 
যদি কোন বাষিকী একটি নির্দিষ্ট সময় অতিবাহিত না হওয়া পৰ্যন্ত সুরু না হয়, 
তবে তাহাকে বিলন্দিত বার্ষিকী (detfered annuity) বলে। যদি কোন বাধিকী 
% বৎসরের জন্য বিলম্বিত (deffered) হয় তবে (n+ 1) বৎসর পরে প্রথম টাকা দেয় 
হইবে। 


বাধিকীর বর্তমান মূল্য বলিতে বুঝায়, বিভিন্ন প্রকার দেয় টাকার বর্তমান মূল্যের 
"xf i 


১ 
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অনাদেয় বাধিকীর পরিমাণ (Amount of annuity left unpaid). 

কয়েক বৎসরের অনাদেয় বাখিকীর পরিমাণ : i 

(ü) যখন সুদ সরল হইবে। 

মনে করি £-বাধিকী, n বৎসরের সংখ্যা এবং 1 টাকার 1 বৎসরের Q r এবং 
M মোট টাকার পরিমাণ | 

প্রথম কিস্তিতে যে টাকা দেওয়া হইবে তাহার ‘পরিমাণ A; এবং যেহেতু ইহা 
(n—1) বৎসর অদেয় থাকে, স্থৃতরাং (n — 1) বৎসরে সরল হুদে ইহার পরিমাণ হইবে 
AÍ1- (n— Dr]. 

দ্বিতীয় কিন্তিতে টাকার পরিমাণ A এবং যেহেতু ইহা (n— 2) বৎসর অদেয় থাকে, 
"rex (n — 2) বৎসরে সরল quc ইহার পরিমাণ হইবে A{1+ (n — 2)+}. 

অন্রূপে তৃতীয় কিস্তির টাকার পরিমাণ = AfT-(n— 8) ইত্যাদি 1 

n বৎসর পরে মোট টাকার পরিমাণ, 

M — Afl d- (n — 1)r] H- 8117 (n — 2)r}+ -::n-W3 পদ 

—nA-Arf(n — D+ (n —9)4- 2-1] 


—nA-d Arx n =nA+4n(n— 1)rA 


Gi) যখন mw চক্রবৃদ্ধি, পূর্বের ন্যায় একট প্রতীক fs ব্যবহার করিলে, 
প্রথম কিস্তির পরিমাণ = A(1LH-7) 7! 
দ্বিতীয় » . » =A)? 
তৃতীয় / ৮ —AQTDUT 


M — A((1- 7)"7* --(14-7)^7 - LH 7) 3-14 
» ১1416 
=A TU e AS, যখন 1 বৎসরে 1 টাকার মোট পরিমাণ R. 


বাধিকীর বর্তমান মূল্য (Present value of an annuity), - 
চক্রবৃদ্ধি হারে কয়েক বৎসরের বাধিকীর বঙমান মূল্য fadi i 
মনে করি বার্ষিকী A, 1 টাকার 1 বৎসরে যাহা হয় তাহার পরিমাণ R, n, 
বৎসরের সংখ্যা এবং V বর্তমান মূল্য | 
1 বৎসরে A টাকার বর্তমান মূল্য — ART? 
BLAUE c. hi SABES 
83g AF232 T » —AR^? 
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V=AR IARTHAR? 4 ......1-তম পদ 
=AR (1+ R71 +R? + ......n॥-তম পদ ) 


৩ (1-4 =“ 1 } 


REI RU rl চেক 
দ্বিতীয় প্রণালী £ n বৎসরে ৬ পরিমাণ টাকা হইবে vR” 
VR*=AP TI pen ve (B TI) A. H 
R-1 R(R-1) R-1 R^ 


বর্তমান মূল্য হইবে, 


যেহেতু, যখন ॥->*০, R"e অর্থাৎ ER) 


TAG: বাষিকীর বর্তমান মূল্য নির্ণয়ে সাধারণতঃ চক্রবৃদ্ধি হারে সুদ ধরা 
হইয়া থাকে। 


ৰিলন্িত ৰাখিকীর বৰ্তমান মূল্য (Present value of Deffered Annuity) 
m ISAI পরে আরম্ভ হইয়া n বৎসরের জন্য চক্রবৃদ্ধি হারে কোন বিলম্বিত বার্ষিকীর 
বর্তমান মূল্য নির্ণয় i 
মনে করি বাধিকী A, 1 টাকার 1 বৎসরের পরিমাণ R এবং বর্তমান মূল্য ৬. 
যেহেতু প্রথম কিন্তি (m+1) বৎসর পরে, দ্বিতীয় fefe (m+) বৎসর পরে, 
এই ভাবে দেওয়া হয়, স্থতরাং প্রথম, ছিতীয়,...কিস্তিগুলির বর্তমান মূল্য যথাক্রমে, 
ARTMED 88052) +. AR (m+n) 
বিভিন্ন কিন্তিগুলির মোট সমষ্টি = বর্তমান ger i 
V=ARTMHD E ARM) i AR-(m+3) -%-তম পদ 
—ARCUM D. R-1 4+R-২+ .-.॥-তম পদ 1 
-ARUménli-R7 A R"—| 


ICRA হি] 


"elem - h-j 
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অনুসিদ্ধান্ত £ %-এর মান অসীম হইলে বিলম্বিত বাধিকীর বর্তমান মূলা (যাহা 
m বৎসর পরে আস্ত হয় ) হইবে, 
ARTA 
R-1 
উদ্দা. 1. 19 বৎসরে একটি নির্দিষ্ট বার্ষিকীর পরিমাণ এবং বর্তমান মূল্য কত 
হইবে, যদি 319; হারে চক্রবৃদ্ধি ww হয় [C.U.] 
[দেওয়া আছে (17035)! ? = 1:511066] 


এখানে A—150 টাকা, n—19, += 9$ — 35 _. 
Preno 71097 099 


V= 


L^ মি 15160 Tid pe 
M a+r) 1 085 (1039) 1 gg 1 511066 — 1) 


=150 x 1000 x 511066...» 90-98 টাকা 


35 ^ 1000000 


আবার ৬৭-70-5011) 


— 150x d 2 1 .150x 1000১ ‘511066 
35 151106 BOIS 1'511066 
— 150 X 1000 x 511066 
im 144950 P$, 
35 x 1511066 HOS 


Swi.2. কোন সমিতির এক ব্যক্তি 400 টাকা এরূপ শর্তে ধার করিবেন যে তিনি 
5% চন্রবৃদ্ধি স্থদের হারে 5টি সমান বাধিক কিস্তিতে উহা পরিশোধ করিবেন এবং প্রথম 
কিস্তি বৎসরের শেষে দিবেন প্রতি কিস্তির পরিমাণ কত হইবে? [0. U. 48] 


মনে করি প্রতি কিস্তির পরিমাণ A | 
এখানে V = 400, n=5, r= iT = ‘05, A=? 
_A(1+r)"—1 ° = A (1'05)5— 
MEE EE ride di CT ০ 
মনে করি z=(1'05)5 .. log 2=5 log 1°05= 5 x ‘0219 = "1060 
`. e= Antilog `1060=1'976 -.. z-(105)5—1976 


AX 100, "276 = ^X20x276 


5 T276 1976 — 


400 x 1976 
a cT abd 46 bts | 


400— 
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Exercise—18A 
1. 800 টাকার 5 বৎসরে 4% চক্রবৃদ্ধি হারে বার্ষিকীর বর্তমান মূল্য কত হইবে? 
[log 1704 —*01703, log 891998-₹9'91489] 
2. 100 টাকার একটি বাধিকী যাহ! 10 বৎসর দেওয়া! হয় নাই তাহ! 5% 
চক্রবৃদ্ধি স্থদে কত টাক! হইবে? 
[log 1'6289 ='211893] 
3. 100 টাকার একটি বাষিকীর 40 বৎসরের জন্য 4% হারে মোট কত টাকা 


দিতে হইবে 
[log 26— 141497, log 20835 = 431880] 


4. 1000 টাকার একটি «4 10টি সমান কিস্তিতে পরিশোধ করিতে হইবে। 

যদি 4% চত্রবৃদধি স্থদের হার হয়, তবে বৎসরে কত টাকা দিতে হইবে? 
[log 1480238 — 170333] 

5. এক ব্যক্তি 5000 টাকা মূল্যের একটি বাড়ী amp করিতে চান এবং নগদে 
1732 টাকা দিতে রাজী আছেন । অবশিষ্ট টাক! 9টি সমান কিস্তিতে পরিশোধ করিতে 
চান। যদি 43% হারে সদ ধার্য হইয়া! থাকে, তবে বৎসরে কত টাকা দিতে হইবে? 

6. এক কোম্পানী 10000 টাকা এরূপ সর্তে ধার করিল যে, 5% চত্রবৃদ্ধি সুদে 
বৎ্মরে 1000 টাকা পরিশোধ করা হইবে । কত বৎসরে ধার শোধ হইবে? 

7. 20000 টাকার একটি খণ 308 সমান কিস্তিতে শোধ করিতে হইবে | 
যদি 4% চক্রবৃদ্ধি qurs হার ধার্য হইয়া থাকে তবে প্রতি কিস্তির পরিমাণ কত হইবে? 

8. 60 বৎসর বয়সের এক ব্যক্তি বাষিক 1900 টাকা পেন্সন্‌ পান। তিনি 
তাহার সমস্ত পেন্সন্‌ বর্তমানে পাইতে চান! যদি 4% হারে সদ ধার্য হইয়া থাকে এবং 
যদি তিনি আরও 10 বৎসর বাচিবেন বলিয়া আশা করেন, তবে কত টাকা পাইবেন? 

[log 1480238 — 61703) 

9. এক ব্যক্তি 4X চক্রবৃদ্ধি হারে 2000 টাকা ধার করিলেন এবং 1098 সমান 
কিস্তিতে শোধ করিবেন বলিয়া ঠিক করিলেন। যদি প্রথম কিন্তি বৎসরের শেষে 
দেন তবে প্রতি কিস্তির পরিমাণ কত হইবে ? 

দেওয়া আছে (104)! 9 = 1"480944 
10. যদি 1 টাকার উপর বৎসরে + টাকা 54% সুদ ধার্য হয় এবং প্রতি বৎসরে 
i টাকা করিয়া দিয়া n বৎসরে উহা শোধ হয়, তবে প্রমাণ কর 


_log(1— mr) 


^7 "log rr) 


fencesterif fe 


( TRIGONOMETRY ) 


1 কোণ-গরিমাণ 


প্রথম অধ্যান্ MEASUREMENT OF ANGLES 


L1. ত্ৰিকোণমিতি (Trigonometry) 


ত্রিকোণমিতি গণিতশাস্ত্ের একটি অন্যতম মুল্যবান শাখা । ত্রিভুজের কোণ, বাছ, 
ক্ষেত্রকল ইত্যাদির পরিমাপ ও পারস্পরিক সম্পর্ক নির্ণয় ছিল এর প্রাথমিক উদ্দেশ্য। 
পরবত্তিকালে, - এর প্রয়োগক্ষেত্র আরও ব্যাপকতা লাভ করে এবং শুধু তিভুজই নয়, যে 
কোন বহুতুজক্ষেত্রের কোণ, বাহু, ক্ষেত্রফল প্রভৃতি সম্পর্কেও যাবতীয় তথ্য এই শাখার 
আলোচ্য বিষয় হয়ে ওঠে। দুরত্ব, উচ্চতা ইত্যাদি নির্ণয়েও ভ্রিকোণমিতির ব্যাপক 
প্রয়োগ রয়েছে। এর ছুই ভাগ--জামতলিক ত্রিকোণমিতি (Plane Trigonometry) 
“ও গোলকীয় ত্রিকোণমিতি (Spherical Trigonometry) | 
12. কোণের পরিমাণ (Measure of an angle) 

যে কোন মাপজোখের ক্ষেত্রে প্রথম প্রয়োজন হল একক (Unit) নির্ধারণ করা 1 
কোণ পরিমাপের ক্ষেত্রেও তাই প্রথম কাজ হল একক কোণ স্থির করা। তা হলে, 
যে কোন কোণে ও একক কোণ কত সংখ্যক বার রয়েছে তা দিয়ে ও কোণের পরিমাণ 
প্রকাশ করা চলবে। একক কোণ .নির্ধাণের উপর কোণ নিরূপণের বিভিন্ন পদ্ধতি 
সৃষ্টি হয়েছে। 
1.3. ষষ্টিমূলক পদ্ধতি (Sexagesimal System) 

এই পদ্ধতিতে কোণের একক হল ডিগ্রি (degree) | এক সমকোণকে 90 সমান 

ংশে ভাগ করে প্রত্যেক ভাগকে ডিগ্রি বলা হয়। এক ডিগ্রি থেকে ক্ষুদ্রতর কোণকে 
অথণ্ড সংখ্যায় প্রকাশ করার জন্য ডিগ্রিকে 60 সমান অংশে ভাগ করে প্রত্যেক 
ভাগকে এক মিনিট (minute) এবং প্রত্যেক মিনিটকে 60 সমান অংশে ভাগ করে 
প্রত্যেক ভাগকে এক সেকেণ্ড (second) বল! হয়ে থাকে। 


A টি ^ 
£T টা 

E 

j ; 


é 
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কাজেই, 
60 সেকেণ্ড (607) —1 মিনিট (1) 
60 মিনিট (60)—1 ডিগ্রি (1°) 
90 ডিগ্রি (90:)=1 সমকোণ 

কোণের পরিমাণ সাধারণত এই পদ্ধতিতে প্রকাশ করা হয়। একে মুলক 
মান বলে। 
1.4. বৃত্তমূলক পদ্ধতি (Circular system) 

এই পদ্ধতিতে একক কোণকে এক রেডিয়াঁন (Radian) aca | 

রেডিয়ান- কোন বৃত্তের -ব্যাসার্ধের সমান দীর্ঘ যে-কোন চাপ এ বৃত্তের কেন্জে 

যে কোণ উৎপন্ন করে তাকে রেডিয়াঁন বলে। 
মনে কর, ABC বৃত্তের কেন্দ্র ০ এবং ব্যাসার্ধ r | 
বৃত্তের পরিধিস্থ যে কোন বিন্দু B থেকে ব্যাসার্ধ 
T-43 সমান করে BC বৃত্তচাপ কাট । oB, oc 
যুক্ত কর। Boc কোণটি এক রেডিয়ান। 

আমরা পরে দেখাব যে, রেডিয়ান একটি ধ্রবক 
"esta 1 


Y 1 চিত্ৰ 1 
15. পরিধি 
diameter of a circle) 


ধর ABC ও A'B'C' যে কোন ছুটি qui r ও ৮ যথাক্রমে ওদের ব্যাসার্ধ । উভয় 


E 


ও ব্যাসের অনুপাত (Ratio of circumference and 


' বৃত্তের SN কোণ এ কোণ-উৎপন্নকারী চাপের 
এ 


কোণ পরিমাণ : : DN 
P এবং যথাক্রমে প্রথম ও দ্বিতীয় বৃত্তের অন্তলিখিত বহুভুজের পরিসীমা | 
=” (^ OA-r, O'A'—r) 
AA মান যাই হোক না কেন উপরের সন্ধটি সর্বদাই mfi] | কাজেই %-এর মান 
সীমাতীতরূপে বাড়ালে, বহুভুজের পরিসীমাহয় বৃত্তদ্বয়েয় পরিধিতে পরিণত হবে। 
r _ ABC বৃত্তের পরিধি 
T NEC বৃত্তের পরিধি 
যেহেতু ব্যাস ব্যাসার্ধের দ্বিগুণ, কাজেই, উপরের সম্বন্ধ থেকে লেখা যায় ঃ 


এই ঞ্রবকটিকে গ্রীক অক্ষর z দিয়ে সুচিত করা হয়। অতএব 


বৃত্তের পরিধি _ ... সং 
EC LO Em বৃত্তের পরিধি27৮ 
পরিমাপ করে দেখা গেছে যে ন-কে দশমিক ভগ্নাংশে প্রকাশ করলে দশমিকটি অসীম 
এবং অনাবৃত হয় | £-এর 5 দশমিক ঘর পর্যন্ত শুদ্ধ মান হল t 77-3:14159 | কার্যত 
ন-এর মান ভগ্নাংশরূপে 22/7 (স্বক্্মতর হল 355/113) ধরা ex | 


1.6. রেডিয়াঁন একটি ঞ্রুবক কোণ (Radian is a constant angle) ` 
ধর, ৮ ব্যাসার্ধহক্ত কোন বৃত্তের কেন্দ্র 0। ., ০87 বৃত্তের AB চাপটির 
দৈর্ঘ্য OA এর দৈর্ঘ্যের সমান। ০৪ যোগ কর। তা হলে LAB —1 রেডিয়ান। 


এখন, জ্যামিতি থেকে জান! যায়, যে কোন w 


aate 
LAOB চাপ AB 


NL = সমগ্র পরিধি 
1 রেডিয়ান r 
ET = নুর 1 
2 ৪ 
^od রেডিয়ান= সমকোণ-গ্রুবক। aufm 
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1.7. রেডিয়ান ও ডিগ্রির সম্পর্ক (Relation between degrees and 
radians) 


পূর্ব অনুচ্ছেদ থেকে, সহজেই পাওয়া যায় 
z রেডিয়ান-ঠ সমকোণ-180” 


পা রেডিয়ান-180 ভিগ্রি-57:29571 ডিগ্রি 
=57°1744'8” (প্ৰায় ) 
এবং 1 ডিগ্রি রেডিয়ান='0174533 রেডিয়ান (প্রায় ) 


1.8. রেডিয়ান ও ডিগ্রির সম্পর্ক থেকে সহজেই লেখা যায় £ 


15°= 77 রেডিয়ান 90—7. রেডিয়ান 
w= ৯ uy d 

6. m 
45 চহ) » 88055 D 
60*—7 d 

Ek 3 360 L2 


EI 


19. কোণের বৃত্তমূলক মান (Circular measure of an angle) 


ধর £8০০ একটি কোণ। এর বৃত্তযূলক বা রেডিয়ান মান বের করতে হবে। 
19 CFR করে যে কোন ব্যাসার্ধ” নিয়ে একটি Testi অশক। চাপটি OA কে 


. A বিন্দুতে এবং OQ কে Q বিন্দুতে ছেদ করল। ও ' 

Q P বৃত্তের ব্যাসার্ধ r4 সমান করে আর একটি চাপ AP 

VA আঁক। op যোগ কর। * ZAOP-I 
A^ » রেডিয়ান। 


এক্ষণে, / A০0৭ এর বৃত্তমুলক বা রেডিয়ান মান 


—LAOQ চাপ Aa চাপ AQ 
LAOP BAP 


চিত 5 
** 1 দৈর্য্যের একটি চাপ যদি কেন্দ্রে 9 রেডিয়ান কোণ উৎপন্ন করে এবং যদি 
বৃত্তের সাধ r হয় তবে ৪1 


T Ma A. 
^ ei 
>J ¥ 


^. কোণ-পরিমাণ 5 


^ Gram Bi s চাপের 'দৈর্ধ্য_কোণ ব্যাসার্ধ 
1.10. ত্রিকোণমিতিতে কোণ উৎপাদন (Generation of angles in 
trigonometry) 


ত্রিকোণমিতিতে কোণের ধারণা জ্যামিতির তুলনায় ব্যাপক । নিচের আলোচনা 
থেকে তা. স্পষ্ট হবে। 


ধর, OP রেখাটি OA অবস্থান থেকে ০ বিন্দুর চারদিকে ঘড়ির কাটার বিপরীতমুখী 
B XI E. LAOP উৎপন্ন হচ্ছে। ০৪-এর ঘূর্ণন মাত্র! oA ও 
০৪ রেখার মধ্যবর্তী কোণের পরিমাণ 
নির্ধারণ করছে। 6 নং চিত্রে oP রেখার 
এমন একটি অবস্থান দেখান হয়েছে. যে, 
L AOP কোণটি সুন্মকোণ। 

মুরতে ঘুরতে OP রেখা যখন OB অবস্থানে 
আসে তখন এক সমকোণের উৎপত্তি হয়। 

OP যখন ০/ অবস্থানে আসবে তখন 
_' উৎপন্ন কোণের পরিমাণ দাড়াবে 2 সমকোণ। 


. চিত্র 6 
মরতে মরতে OP ? নং চিত্রে প্রদশিত অবস্থানে এলে উৎপন্ন কোণের পরিমাণ 2 
সমকোণের চেয়ে বেশি দীড়াবে। 


এমন করে OP যখন তার পূর্ব অবস্থান 
OA-CS ফিরে আসবে তখন পুরো একবার 
আবর্তন ঘটবে এবং উৎপন্ন কোণ হবে 
4 সমকোণ। 
এইভাবে অনির্দিষ্টকাল ঘূর্ণন চললে যে 
কোন মানের কোণ উৎপন্ন হতে 
পারে। প্রতি পূর্ণ আবর্তনে 4 সমকোণ করে 
চিত্র? কোণের স্্টি হবে। ঘড়ির কাটার অভিমুখে 
OP ঘুরতে পারে এবং ও দিকে acm আরো এক প্রস্থ নুতন কোণের উৎপত্তি হবে। 
ঘড়ির কাটার বিপরীতমুখী আবর্তনে উৎপন্ন কোণগুলিকে ধনাত্মক কোণ 
(positive angles) এবং ঘড়ির কাটার অভিমুখী আবর্তনে উৎপন্ন কোণগুলিকে 


খণাজ্মক কোণ (negative angles) বলা! ex | 
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কাজেই ভ্রিকোণমিভির কোণ ধনাত্মক ও খণাত্মক এবং যে কোন মানের 
হুতে পারে। জ্যামিতির ক্ষেত্রে ধনাত্মক এবং 4 সমকোণের চেয়ে ছোট কোণই শুধু 
অর্থবহ t 
1.34. চার পাদ (Four quadrants) 
XOX' এবং YoY' রেখা ছুটি পরস্পর m এবং ০ বিন্দুতে ছেদ করেছে। চিত্র 10 
দেখ। ফলে সমতলটি xov, Yox', x/ov' এবং Y'ox এই চারটি প্রকো্ঠে বিভক্ত 
হয়েছে। এগুলোকে এক একটি গাঁ (quadrant) বলে। xov হল প্রথম পাদ 
(first quadrant), YOX’ দ্বিতীয় পাদ (second quadrant), x'ov^ তৃতীয় পাদ 
(third quadrant) এবং v'ox চতুর্থ পাদ (fourth quadrant) | 
০X এবং OY বরাবর বা এদের সমান্তরাল দুরত্বগুলোকে প্রথামতে ধনাত্মক এবং 
ox ও ov বরাবর বা এদের সমান্তরাল ECCE: খণাত্মক ধরা হয়। 


যে মানের কোণই উৎপন্ন হোক না কেন, কোণটি অবশ্যই পাদ চারটির যে কোন 
একটিতে থাকবে। 


112. কষে দেওয়। উদাহরণ (Illustrative examples) 
wb 1. ষ্টিযুলক মান নির্ণয কর G) ও সমকোণ (Gü) 2 সমকোণের Ac 


6) 1 সমকোণ =90° Gi) 2 সমকো৭-180 
7 90 
e ds সমকোণ= 7 ৬ Ax 2 সমকোণ = 
7০30, —11:15' 


* উদ্দা, 2. 45* 15 27" কে বৃত্তীয় মানে প্রকাশ কর। 
45° 15/27" —45:2575 ডিগ্রি 


^O কোণটির বৃত্তীয় মানু) 80452575 রেডিয়ান 
. উদ্দা, 3. যে কোণের বৃত্তীয় মান $ তার ষষ্টিমুলক মান কত? 


ধর, কোণটি D ডিগ্রি | 
২1053. ০-3৯180_ 3x180x7 
SIME PSE 525: M 


*34'21'49" 


E UT MP etat 12:3; কোণগুলোকে ডিগ্রিতে 
প্রকাশ কর। 


কোণ পরিমাণ í 45 i 
ধরি, কোণগুলোর মান, <, 2« ও 3« ডিগ্রি Lid OUS 2M 
<+ 2x+3<=180° Ñ & š / 
s. 06421809... «230? A O, 
অন্য কোণগুলো 60° এবং 90° N 
Sri. 5. কোন বৃত্তাকার বাগানের পরিধি 330 মিটার। বাগানের ব্যাস কত? 
বাগানের imd (ধরি)। অতএব প্রশ্থীস্থসারে, zd = 330 মিটার 


3 l 
= 350. 3897 8.105 fit | 


x= 


Vri. 6. 17 গজ ! ফুট 3 ইঞ্চি দৈর্ঘ্যের একটি চাঁপ বৃত্তের কেন্দ্রে 1.9 রেডিয়ান 
কোণ উৎপন্ন করে।  ব্যাসার্ধের দৈর্ঘ্য ইঞ্চিতে প্রকাশ কর। 


আমরা জানি, Sce (রেডিয়ানে ) 


3 (1753) +1} 124-3 ১43 ইঞ্চি 21:9 


r( ইঞ্চি) 
. = 52X12+3_624+3_ A 
i হা. 29 শরিক 


Sri. 7. 5ঃ ফুট উচু একটি টাওয়ার poga থাকলে দর্শকের চোখে 12 কোণ 
উৎপন্ন করবে? 


ধরি, AB হুল টাওয়ার, o দর্শকের চোখ । e ZAOB=12 অর্থাৎ Z AOB 
অত্যন্ত ছোঁট। কাজেই A৪-কে ০ (PAJE একটি চাপ বলে ধরা যেতে পারে। 
৪ 
5৮6৮ 
rft. A. 
চিত্র 8 


Gia tex i-i 7 ফুট -০/ 


= TEX 18961. —1875 ft. 


8 উচ্চতর মাধ্যমিক গণিত 
উদ্বাহরণমাল। 1 
1. রেডিয়ানে প্রকাশিত নিচের কোণগুলিকে ডিগ্রিতে প্রকাশ কর : 
37/4, 57/4, 1/54, 13, 0 02, 1:309 
2. রেডিয়ানে প্রকাশ wq: 
60°, 110°, 57:30, 14°24, 18733, 45", 45°13 30° 


3. একটি ww পঞ্চভুজ ও একটি সুষম দশভুজের বহিঃকোণকে রেডিয়ানে প্রকাশ 
কর। r 


4. একটি স্থষম ॥-বাহুবিশিষ্ট বহভুজের এবং একটি qux সপ্তভুজের অস্তঃস্থ কোণকে 
রেডিয়ানে প্রকাশ কর। ç 

5. একটি ত্রিভুজের কোন একটি কোণ 45°, অপর একটি কোণ 55/8 রেডিয়ান। 
তৃতীয় কোণের ষষ্টিমূলক ও বৃত্বীয় মান নির্ণয় কর। y 

6. একটি কোণে যত সংখ্যক ডিগ্রি আছে তা ও কোণের রেডিয়ান সংখ্যার 14 
‘গুণের চেয়েও 51 বেশি। কোণটির যষ্টিযূলক মান কত? 


7. ছুটি কোণের অন্তর 10° এবং তাদের সমষ্টির বৃত্তীয় মান 2। প্রতিটি কোণের 
বৃত্তীয় মান নির্ণয় কর। 


8. ছুটি কোণের সমষ্টি 3 রেডিয়ান এবং তাদের অস্তর 101 প্রতিটি কোণকে 
ডিশ্রিতে প্রকাশ কর (437—135 ধর ) | 


9. একটি ত্রিভুজের কোণগুলো সমাস্তর শ্রেণীভুক্ত এবং বৃহত্তমটি ক্ষৃত্বতমের fes 1 
কোণগুলো ডিগ্রি এবং রেডিয়ানে প্রকাশ কর। (ক. বি. 1951) 
10. কোন ইঞ্জিনের ফ্লাইহুইল সেকেণ্ডে 40 বার ঘোরে। 9 রেডিয়ান ঘুরতে কত 
সময় লাগবে? 


11. কোন ত্রিভুজের কোণগুলো সমাস্তর শ্রেণীভুক্ত; ক্ষুদ্বতমটি 36। ত্রিভুজের — 
টকাণগুলি রেডিয়ানে প্রকাশ কর। 
13. একটি ত্রিভুজের কোণগুলো সমাস্তর শ্রেণীভুক্ত। ক্ষুদ্রতম কোণের ডিগ্রি 
সংখ্যা এবং বৃহত্তম কোণের রেডিয়ান সংখ্যার অন্থপাত 60 : = | কোণগুলো! রেডিয়ান ও 
ডিগ্রিতে প্রকাশ <q À (পঃ ৰঃ উচ্চ মাধ্যমিক 1960) 
13. একটি ত্রিভুজের কোণগুলো সমাস্তর শ্রেণীভুক্ত। বৃহত্তম কোণের ডিগ্রি 


N সংখ্যা এবং অন্ত কোণ দুটির সমষ্টি রেডিয়ান সংখ্যার অনুপাত 450 : 111 কোণগুলো 
— ডিগ্রিতে প্রকাশ wq | k 


ix 


কোণ পরিমাণ 9 


14. দুটি ত্রিভুজের প্রত্যেকেরই কোণগুলো গুণোত্তর শ্রেণীভুক্ত । একটির ক্ষুদ্রতম 
কোণ অন্তটির ক্ষুদ্রতম কোণের তিনগুণ । আর বৃহত্তম কোণ দুটির ax? 240* | কোণত 
গুলোর বৃত্তীয় মান নির্ণয় কর। 

15. 37/8 কোণের সম্পূরক কোণের রেডিয়ান সংখ্যা কত ? 

16. একটি বহুভুজের কোণগুলো সমাস্তর শ্রেণীভুক্ত । ক্ষুদ্রতমটি 22/3 রেডিয়ান 
এবং সাধারণ অস্তর 5° ; বহুভুজটির বাহুসংখ্যা কত? ( বহুভুজটিতে প্রবৃদ্ধ কোণ নেই )। 

17. T'5 ফুট দৈর্ঘ্যের চাপ কেন্দ্রে কত কোণ উৎপন্ন করবে? বৃত্তের ব্যাসার্ধ 5 গজ 1 

18. একই দৈর্ঘ্যের চাপ দুই বৃত্তের কেন্দ্রে 6০০ ও 75? কোণ উৎপন্ন করে। দেখাও. 
যে, বৃত্তছয়ের ব্যাসার্ধের অস্থপাত 5:41 (পঃ বঃ উচ্চ মাধ্যমিক ) 

19. কোন বৃত্তাকার পথে ঘণ্টায় 10 মাইল বেগে দৌড়ে এক ব্যক্তি 36 সেকেপ্ডে 
কেন্দ্রে 56৭ কোণ উৎপন্ন হয় এরূপ চাপ অতিক্রম করল। দেখাও যে, পথের ব্যাস 
360 গজ। (পঃ as মাধ্যমিক, 1958) 

20. কোন বৃত্তের ব্যাসার্ধ 10 সেমি. । 6 সেমি. দীর্ঘ একটি বৃত্তচাপ কেন্দ্রে যে কোণ 
উৎপন্ন করে ডিগ্রি ও মিনিটে ভার মান নির্ণয় কর। ( পঃ বঃ উচ্চমাধ্যমিক, 1961 ) 


21. 1 মাইল yu কোন ত্রষ্টার চোখে 1' কোণ উৎপন্ন করে এরূপ একটি 
টাওয়ারের উচ্চতা কত? 


22. 10 ফুট উচু মঞ্চ zËtq চোখে 00 কোণ উৎপন্ন করে। মঞ্চের দুরত্ব কত? 
23. 5$ ফুট দীর্ঘ একজন লোককে আধ মাইল ga থেকে দেখা যাচ্ছে। তিনি 
সেখানে যে কোণ উৎপন্ন করেন তার পরিমাণ কত? (পঃ বঃ মাধ্যমিক 1952 ) 
24. পৃথিবীকে 4000 মাইল ব্যাসার্ধের একটা গোলক ধরলে কোন স্থানের 200 
মাইল উত্তরে অবস্থিত অপর একটি স্থানেব অক্ষাংশের পার্থক্যের আসন্ন:মান নির্ণয় কর। 
25. একটি বৃত্তাকার পথে কোন ব্যক্তি সমবেগে দৌড়াচ্ছে। প্রতি মিনিটে সে বৃত্তের 
` কেন্দ্রে 2% রেডিয়ান উৎপন্ন হয় এরূপ চাপ অতিক্রম করে। যদি প্রতি আবর্তনে। 
792 গজ অতিক্রান্ত হয় তবে মাইল দৌড়তে কত সময় লাগবে? 
26. একই মধ্যরেখায় অবস্থিত দুটি স্থানের অক্ষাংশের অন্তর 110 1 যদি কোন 
aaa পৃষ্ঠ বরাবর মাপলে স্থান ছুটির দুরত্ব 1 ইঞ্চি হয় তবে গ্লোবের ব্যাসার্ধ কত? 
27. 27 ফুট md একটি দড়িতে কোন খু'টির সঙ্গে একটি ঘোড়া বাধা আছে। 
দড়ি টান রেখে ঘোড়াটি বৃত্ত পথে কত দ্র গেলে দড়িটি কেন্দ্রে 70° উৎপন্ন করবে? 
28. বছরের ছুটি নির্দিষ্ট দিনে দেখা গেল স্থর্ষের কৌণিক ব্যাস যথাক্রমে 31” ও 
32'| ও ছুই দিন স্ূর্ষ-পৃথিবী acus অনুপাত কত? 


2 UERGE অনুপাত 


fagi অধ্যাজ TRIGONOMETRIC RATIOS 


 ——— rr cn mr a 
2.4. আমর! এখন ত্রৈকোণনিতিক অনুপাত বা বৃত্তীয় অপেক্ষকের (circular 
function) সংজ্ঞা নির্ধারণ করব। 

ধর, XOP যে কোন একটি TETA 01 ০৮-এর উপর যে কোন একটি RP 


নাও এবং OX এর উপর PM লঙ্ব টান | অতএব A POM একটি সমকোণী faga । 
9 কোণের siae বা sin 0 বলতে MP/OP, ৪-কোণের cosine বা cos 0 বলতে 


'OMJOP এবং 0 কোণের tangent বা tan 9 বলতে MP/OM-C$ 343 | sine 6-এর 
^ অন্তোন্তক cosecánt বা cosec 0, cosine 

৪ এর অন্তোন্যক secant বা sec 0 এবং 

tángent-4q অন্তোন্তক cotangent q 


AA cot 0. 

o M x 
চিত্ৰ 9 
£ gin 0 = বিপরীত বাহ সম্মিহিত বাহু 
০০৪1062০০২৯ 0m — RIS 
à = sag. -সম্সিহিত বানু : 

২8 rdi icr 
sec o= অতিভুজ Hd = অতিভুজ 
je mee  *০৫- বিপরীত বাছ 
s RII) সুঙ্ছকোঠ নিয়ে সংজাগুলো নিধণৰণ করা হলেও redi "ORC 
খান হবে যে, এই সংজা যে কোন মাপের কোণের পক্ষেই aca] 


. (ü) উপরের ছটি sint ছাড়া আরও ছুটি অনুপাত কথন কখন উল্লেখ করা e 
‘যেমন, 1-005 0 কে বলে versed Sine @ বা! vers A এবং 1 —sin 0 কে বলে 
Coversed sine A «| co-vers A, ° à 


M 


ট্রকোণমিতিক অঙ্গপাত 1 


(üi) ত্রৈকোণমিতিক অনুপাতগুলে! শুদ্ধ সংখ্যা, কেননা এর! দুটি দৈর্ঘ্যের অনুপাত t 
কাজেই, এদের উপর সমস্ত বীজগাণিতিক নিয়মগুলো প্রযোজ্য । 


22. ত্ৰৈকোণমিতিক অনুপাতের pz: যে কোন কোণের অনুপাত 


(Sign of trigonometrical ratios: ratios of any angle) i 


ধর, xx এবং YY রেখা দুটি o বিন্দুতে পরম্পরছেদী ও লশ্ব। তলটিকে রেখা- 
wa চারটি পাদে বিভক্ত করছে? XOY, YOX’, X'OY', +০'৮- যথাক্রমে প্রথম পাদ l 
দ্বিতীয় পাদ, তৃতীয় পাদ এবং চতুর্থ পাদ। 


চিত্র 10 চিত্র 11 
০%বা ০৮-এর সমান্তরাল যে কোন রেখা বরাবর এবং OY বা OY এর, 
সমান্তরাল রেখা বরাবর দুরত্ব মাপা হলে দুরত্বকে ধনাত্মক চিহ্নযুক্ত ধর! হয়। আর 
OX বা তার সমান্তরাল রেখা বরাবর এবং ০7 বা OY! এর সমাস্তরাল রেখা 
বরাবর দুরত্ব মাপা হলে & দুরত্ব খণাত্মক ধরা হয়। ç 
ধর, কোন-উৎপাদ্রক wu. রেখাটি প্রাথমিক অবস্থান ox থেকে বামাবর্তে বা 
দক্ষিণীবর্তে, যে কোন দিকে ঘুরে OP অবস্থানে এল এবং 0 কোণ উৎপন্ন হল। 


Wata রেখাটির চুড়ান্ত অবস্থান ০-এর উপর P একটি বিন্দু নাও এবং P থেকে 
১১৫ এর উপর PM লঙ্ব টান। তা হলে, A OPM সমকোণী ত্রিভুজে OP যে 


পাদেই থাকুক না কেন, পূর্ববর্তী অনুচ্ছেদে বর্ণিত অন্নপাতগুলোকে ৫-কোণের 
ই্রকোণমিতিক অনুপাত বলে। অর্থাৎ, যথোচিত চিহ্নসহ্‌ 


; PM OM PM 
tin 0=— ; cos = — ; tan g——— 
0 OM? op! OF ইত্যাদি 1 


siat রেখা! oP কোণের সীমাজ্ঞাপক এবং সর্বদাই ধনাত্মক বলে ধর! হয়। 
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কাজেই ত্রৈকোণমিতিক রাশির চিহ্সংক্রাস্ত নিম্নলিখিত সিদ্ধান্তগুলে! সহজেই করা 
চলে || ~~ 
প্রথম পাদে OP, PM, OM সকলেই ধনাত্মক; কাজেই এই পাদ ত্ৰিকোণমিতিক 


সকল অনুপাতই ধনাত্মক | 
দ্বিতীয় পাঁদে oP এবং PM ধনাত্মক, OM ANTE | ফলে sin 0 এবং এর 


Y Y 
, «M 
x (s X xt 5 x 
+ P P 
Y Y 


চিত্র 12 চিত্র 13 
অন্তোন্তক cosec 0 ধনাত্মক, বাকীগুলো খণাত্মক। তৃতীয় পাদে oP ধনাত্মক, 
OM এবং PM খণাত্বক, কাজেই 
tan 0 এবং এর অন্যোন্যক coto 
ধনাত্মক ; বাকী অনুপাত ANAF, 
চতুর্থ পাদে, OP ও* OM ধনাত্মক, 
PM খণাত্মক । ফলে cos Q এবং এর H 
অন্যোন্যক sec 0 ধনাত্মক এবং বাকী- Tan) | | Cos (+) 
গুলে! খণাত্মক। মনে রাখার সুবিধার eg 
দিদধান্ত গুলিকে পাশে চিত্ররপ দেওয়া wa | 
23 জম-প্রান্তিক কোণ 
(Coterminal angles) 
যখন কোন কোণকে 2: (রেডিয়ান) এর কোন গুণিতকের দ্বারা 
বাড়ানো বা 
কমানে| হয়, তখন কোণ উৎপাদক বুর্্যমান রেখা এক বা একাধিক পূর্ণ আবর্তনের পর 


চিত্র 14 


ব্রকোণমিতিক watts 13 


একই অবস্থান গ্রহণ করে। একই প্রান্তরেখ! বিশিষ্ট এই জাতীয় কোণগুলোকে 
সম-প্রান্তিক কোণ বলে। ০-কোণের সমপ্রান্তিক কোণগুলোকে- সাধারণভাবে 
2n z + 0 (n পূৰ্ণসংখ্যা ) দ্বারা প্রকাশ করা হয়। 

স্পষ্টত স্ব সমপ্রাস্তিক কোণের ত্রৈকোণমিতিক অঙন্ুপাতগুলো সমান। অর্থাৎ 
sin (2nz 4-0) —sin 9 ইত্যাদি 1 


2.4 নির্দিষ্ট মানবিশিষ্ট কোণের ত্রৈকোণমিতিক অনুপাতও নির্দিষ্ট 
আনবিশিষ্ট (For a given angle, the trigonometric ratios are unique) 
ধর, Xov একটি সুক্মকোণ 0; ০%-এর উপরে যে কোন দুটি বিন্দু P, ০ নাও এবং 
০X-এর উপরে যথাক্রমে PM ও QN AT টান। ধর, ০%-এর উপরে R আর একটি 
বিন্দু । R বিন্দুতে ০Y-এর উপরে RS aa টান। 
` 


o M N S x 


চিত্র 15 
অতএব, 


sin. oP, APOM সমকোণী ত্রিভুজ থেকে ; এবং 
sin e= ANQON সমকোণী ত্রিভুজ থেকে; এবং 


sin ০.৩, ASOR সমকোণী ত্রিভুজ থেকে 1 
কিন্ত A’ POM, QON এবং SOR সকলেই সমান কোণী। 


কাজেই ৫-কৌণের ৪1০৮এর মান, তা যে কোন সমকোণী ত্রিভুজের সম্পর্কেই fade 
করা হোক না কেন, সর্বদা একই থাকবে 1 | 
. অন্তান্ত ত্ৰিকোণমিতিক অঙ্পাতের পক্ষেও এটি প্রযোজ্য । কাজেই, নির্দিষ্ট মানের 
কোণের ত্রিকোণমিভিক অন্ুপাতও নির্দিষ্ট মানবিশিষ্ট 1 : viue 


1d 3 mis 
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2.5. অন্ুপাতসমূহের পারস্পরিক সন্ধন্ধ (Relations between trigono- 
metrical ratios) 


84৮1 d 1 

আহার ueteres MERIT Tena (I= T° 
x : —PM , cos o. 0M 

চিত্র নং 1 অনুযায়ী £ ৪100 ge) 99৪6৩ 


„m Sino LPM OM _PM PM GO A 
cos OP OP OM 


2.6.. AII সংযোজক AAE (Others connecting relations) | 
যেহেতু MOP একটি সমকোনী A এবং /1/-সমকোণ, 


+". OP? =PM2 + 0OM2 .....(A) 
=([PM\*_ [OM 
on 14) «(ens 
4 1 = (sin 6)* + (cos 9)* 
বাঁ,  sin*0--cos*0 = 1 
(A) 3১৮88 
05. OM 
eu) 7^ (eu) 
বা, cosecsg=1+ cot*0 
° OP)* 1 [PM 
S R (ae) -1e (2n 
বা, sec*0 = 1--tan?5 
অনুসিদ্ধান্ত 8 sin*ó—1—cosso 


Sin 0= JI- 69589 
A C08?0—1 — sin? 


cos 0=+ J/1—sia?9 

Se tan 90= 4 Jsec?o 1 
€ot*ü-.cosec*o—1 ^ . cot 0= X V cosec*o —1 
bak যদি 0/2 qia ০-কে পরিবতিত করা হয় তবে FAN এরূপ হবে: 


68000755009] 
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27 ভ্রৈকোণমিতিক অনুপাতের মানের জীমাবদ্ধতা (Restrictions in. 


the value of trigonometrical ratios) 
অতিভুজই একটি সমকোণী ত্রিভুজের বৃহত্তম বাহু। কাজেই, ব্রকোণমিতিক' 
অঙুপাতের সংজ্ঞা থেকে বলা যায় : 
G) sine ও cosine-এর মান (সাংখ্যিক ) > 1 হতে পারে না। 
(ii) cosecant ও secant-s মান (সাংখ্যিক ) < 1 হতে পারে ন|। 
(i) tangent ও cotangent-এর যে কোন সাংখ্যিক মান সম্ভব। 


2.8. 45 (2/4) কোণের ভ্রৈকোণমিতিক অনুপাতের মান (Values. 
of trigonometrical ratios of 459) 


ধর, ABD একটি সমধিবাহু সমকোণী ত্রিভুজ ; LOG, + LA=/B= 
45°। ধর, সমান বাহু ছুটি BD ও £০-এর প্রত্যেকেই দৈর্ঘ্যে এ একক | 
+. AB=NVBD* FAD =v Ua 


sin 45: ^D... a L 


€ , ^ VE C 
a 45°=BD a 1 
cos AB JE 
C 
B D tan 45০55105595] 
চিত্র 16 
es cosec 45^ = ১2) sec 45^—1/3; cot 45:-1 


2:9. 60° (=z/3) এবং 30০ (2/6) কোণের অনুপাত (Ratios of 60° 
and 30°) 


ধর, ABC একটি সমবাহু ত্রিভুজ ; .*, প্রতিটি বাহু দৈর্ধো সমান এবং প্রত্যেকে 22 
একক ধর। প্রতিটি কোণও সমান-_ 


A 
প্রত্যেকে 60? | ç / 
BC এর উপর AD Ww টান; ^S 
TO AD রেখা Z BAC কে এবং ভূমি e 
8০-কে সম দ্বিখণ্ডিত করল | y 
“^ ZABD= 60°; /^ 60 
LBAD—30*; BD=a এবং B 2 
চিত্র 17 


AD * /AB3 — BD? = V dq* B oso. 


ds উচ্চতর মাধ্যমিক গণিত 


* o ADL 43a NS. ০ ০805৫ m 
4. sin 60 T AB 2a ; sin 30 AB 


«cB S: 1 oS AD, 3a. 8 
e Gwen oT em DU. 
০০০৯০১০৭৫৪৫ খাত) BO. EE 
tan 60 EBL এও tan 30° — Jb 1 


J অন্তান্য অন্ুপাঁতগুলোর মান হল : 
cosc 60°= 2; sec 60^—2, cot 60=1/y 3 
cosec 30°=2 ; — sec 30°=2//3; cot 30° = J3 
2.10. 90° (22/2) ও o* কোণের অনুপাত (Ratios of 90° and ০০) 
ধর, BOC কোন বৃত্তের একটি পাদ 1 পরিধির উপরিস্থ কোন বিন্দু থেকে ০০-এর 
B x PN #@q ধান। তা হলে যদি Z PON=0 
হয়। sin 0=PN/OP, cos 0=0N/OP 
f ইত্যাদি । এখন যদি P fas ক্রমাগত ৪-এর 
দিকে যায়, তা হলে PN ও 6 কৌণের 
e + J মান ক্রমে বাড়তে থাকে) ON ক্রমে ছোট হয়ে 
“Aqa যায়, কিন্তু OP এর W অপরিবতিত 


থাকে । P যখন বিন্দুর SOT মিশে যায়, তখন 0=90°%, ON লুপ্ত হয় এবং PN= OP 
হয়ে যায়। 


. ° PN z Š 
<. Sin 90০ = zo DE m] ^. cosec 90° = 1 
$ ! 
Nen cer Š oN-o "9 sec 90? s oo 
e. 9০5৪ 050 =% (অসীম) tan 90°=0 


( oo — সীমাহীন বৃহৎ সংখ্যার cares ) 


“কিন্ত যদি P ক্রমাগত, c অভিমুখে যায়, তবে ০-এর মান এবং PN-aq Dep ক্রমে 
i কমতে থাকে। শেষে P যখন ০-এর সঙ্গে মিলিত wu তখন ০:০০ তে দাড়ায় 


E 


ত্ৰৈকোণমিতিক অন্থপাত 17 


sin 0°= (5) =0 ++ cosec 0°= cc 
OP |PN=0 

cos 0 = (8) = sec0" =1 
OP/|oN=0P 

tan 0°= (PN) =0 cot0 =x 
ON PN-0 


2.11 উপরের অনুচ্ছেদগুলোতে আলোচিত ব্রৈকৌণমিতিক অন্থপাঁতসমুহের মান 
প্রায়ই কাজে লাগে। এজন্য ছাত্ররা এগুলো মুখস্থ রাখবে। মানগুলো নিচে 
তাঁলিকাবদ্ধভাবে উপস্থাপিত করা হল। 


1 ১ REI 
2 v 2 
438 1 1 ; 
cos 1 2 B š 0 
tan 0 d 1 J3 oc 
J/3 


অন্তান্ত অন্গপাতগুলো যথা ৫99৫০, sec এবং cot যথাক্রমে sin, cos ও tan-এর 
গানের অন্যোন্যক। 


242 _9 কোণের অনুপাত (Ratios of - ০) 
ধর, / xoP=0 এবং বামাবর্তে ঘূর্ণনের ফলে উৎপন্ন Zxoo=—0. সীমারেখার 


উপর যে কোন বিন্দু P নিয়ে Ox এর উপর PM mw টান [ (ii) ও (iii) নং ক্ষেত্র 
০%',এর উপর 1 PM কে এরূপে বধিত কর যেন ০০ রেখাকে Q বিন্দুতে ছেদ করে | 


যেহেতু / xop= Z xoo (মানের দিক থেকে, চিহ্নের দিক থেকে নয় ), কাজেই 
4 POM ও QOM পরম্পর সমান ; অতএব A! POM 'ও QOM সর্বসম। 


‘+ QM=-— PM, এবং 00—0P, 
উঃ মাঃ ত্ৰিকোণ 2 


৪ উচ্চতর মাধ্যমিক গণিত 
চিহ্নের রীতি অনুসারে খণাত্বক চিহ্ন বসানো হয়েছে | 


ce sin C=" —sin 9 


(iv) 
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2.3 (90*—0) কোণের অনুপাত 
(Ratios of 90° — 0) 


ধর, LXOP = 01 প্রাথমিক অবস্থান ox থেকে একটি দুর্ণ্যমান রেখ! দক্ষিণাবর্তে 
XOY কোণ=90° উৎপন্ন ক'রে পরে বামাবর্তে ০-পরিমাণ ঘুরে চূড়ান্ত অবস্থান 


(i) 
০০নিল। ~. /৯০০-:9০০৪)। oP ও ০০-এর উপরে যথাক্রমে Pe a ছুটি 
বিন্দু নাও যেন op=oQ zx! ox ( বা ০১৫)-এর উপরে PM ও ana টান। — 


Gi) (iv) 
এক্ষণে, যেহেতু, /৯০৪-০/+০০. (মানের দিকে, চিহ্ছে নয় ), 
ʻe LPOM—ZOQN 
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আবার, যেহেতু, OP—OQ, .. APOM-—/AOQN 
4 QN-OM, ON—PM, 0a—oP ( উপযুক্ত চিহ্ন সহ) 
i = =si —-QN. OM 
- sin (900—0)—sin xoa Sd" OP cos 0 
SON PM 
cos (90°—6)= 50 SE sin 9 
o- =QN_OM 
tan (90? — 0) CR pu cot 0 
-. Cosec (90°—6)=sec 0; ^ sec (90° — 0) =cosec 0; 
à cot (90° — 0) = tan 0. 


mge (90°-0) কৌণকে ৫-কোণের পুরক কোণ (complementary 
angle) বলে। কাজেই কোন কোণের প্রতিটি ভ্রৈকোণমিতিক অনুপাত তার পৃরক 
কোণের “কো।'-অস্থপাতের সমান। প্রধান প্রধান কোণের অন্ুপাতের মানের তালিকা 
থেকেও এর সত্যতা যাচাই করা যায়। 


244 (90° +0) কোণের অনুপাত 
(Ratios of 90:49) 


(i) 
ধর, ঘূর্ণ্যমান রেখ! oP দক্ষিণাবর্তে দরে Z xop=0 উৎপন্ন করল এবং পরে একই 
দিকে আরও ঘুরে ZPoQ-90 উৎপন্ন করল। ss LX00=90°40 


Ç 
pm ^. 


ব্রৈকোণমিতিক অনুপাত 2t 


০৮ ও ০০-এর উপর যথাক্রমে Pe ০ ছুটি বিন্দু নাও যেন OP-00 হয়। 
ox (বা ০৮/)-এর উপর PM ও QN 9m টান। $ 


(ü) 
যেহেতু oo 1 OP, Z POM= Z ০0 ( ~. উভয়েই / QON-44 939 ) ! 
AN OPM ও OON সর্বসম। কাজেই, উপযুক্ত চিহ্নসহ লেখা যায় £ 
0014, ONZ-PM, ০০০৪, 


3 ON. OM 
ue $ sin XOQ = ——=— —ctcs 0 
sin (90° + 0)= x DS Ds 


cos (90°+0)= 2N- TE = sin 0 


tan (90* 4.0) ON — fet 0 
cosec (90° + 0) —sec 0, sec (90° +0)= — cosce 0, 
cot (90° + 0) — — tan 0. 
245 (180^—0) কোণের অনুপাত + (Ratios of 180^ —0) 
ধর, Z xoP =O এবং মনে কর, প্রাথমিক অবস্থান OX থেকে দক্ষিণাবর্তে ঘুরে 
একটি যূর্ণ্যমান রেখা /.%০%'=180° উৎপন্ন করল এবং পরে বামাবর্তে ০ পরিমাণ 
ঘুরে চূড়ান্ত অবস্থান OQ নিল। -. Z xoq=180°—20. f 
op=0à নাও এবং Ox (বা ০*')-এর উপর PM,QN a3 টান। এক্ষণে, 
LPOM= ZOON (মানের দিক থেকে ) এবং OP= OQ ; কাজেই সমকোণী ত্রিভুজদ্বয় 


POM ও QON সর্বসম | অতএব উপযুক্ত চিহ্ন সহ 
9966 
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QN=PM; ON—-OM; ০০-০৮ 


ee Sin (180°— 0)=sin xoa S5 —sin 0 


cos (180°—0) = ON- E LI 


tan (180?—95)— EN Neu tan 0 


(ii) (iv) 
898৫০ (1805-0) cosec 0; sec (180° — 9) — sec 0 
$ cot (180°—9)=cot 0 
জষ্টব্যঃ (180'—0) কোণকে "কোণের সম্পূরক (supplementary angle) 


ত্ৰৈকোণমিতিক wants . 23. 


বলা হয়। কাজেই সম্পূরক কোণের sine গুলো সমান ; cosines এবং tangent সমান 
কিন্তু বিপরীত চিহনয়ুক্ত l 

246 (180° +0) কোণের অনুপাত :. (Ratios of 180° +6) 

ধর, OP দুর্ণ্যমান রেখাদ্বারা seta Z xoP=0 এবং ধর, OP একই দিকে আরও 
ঘুরে Z POQ=180° উৎপন্ন করল। 


ü Gi) 
/X00=180040 এবং OP ও ০০ সমরৈখিক। 
OP=0Q নাও এবং OX ( 4l ০১৫) এর উপর PM ও QN aa টান। যেহেতু; ' 


(iii) (iv) 
LPoM-LaoN (মানের দিকে-_যেহেতু বিপ্রতীপ ) এবং OP=00; অতএব 
সমকোণী aswaa POM ও QON সর্বসম। অতএব, উপযুক্ত চিহ্সহ 

QN-—-PM, ON--9M, OQ-OP 


24 E EE 


QN -PM 


১১১ Sin 0 
oa oP 


sin (180°+0)=sin xoq= 


° "ON OM 
=— `= ৮ শি আজ COS 
cos (180 SS e os 0 


'QN —PM_PM 
0^ =—= — [= estan 0 
tan (TI +6) ON —ON OM 


=,  cosec (180°+0)= Zee 0; sec (180-+9)-59০ 9 
cot (180*-- 0)=cot 9 
247 (27045) কোণের অনুপাত 2 (Ratios of 270° 4-0) 
ছাত্ররা জ্যামিতিক পদ্ধতিতে (270^ 1-0) কোণের সব কটি অনুপাতই বের করতে 
পারে। বিকল্পে নিচের পদ্ধতিতেও মানগুলো বের করা চলে। 
sin (2700). (1804-90-49) — sin (90* 4. 0) — — cos 9 
cos (270° + 6) = cos (180*--90* -- 9) — — cos (90°+0)=+-sin 0 


tan (270° +0) Sin (270° £6) — cos o 
T £6) cos (270° + 0) 2590 o 


cosec (270° + 0)= -sec 0; sec (270° --0)— -- cosec 0 ; 
cot (270* € 8) — + tan 0 


= +cot 0 


দ্রষ্টব্য ঃ এই পদ্ধতি (1804-0) কোণের ক্ষেত্রেও ব্যবহার করা যেত। 


218 (n. 360০4:) কোণের অনুপাত ; ৪-একটি পূর্ণনংখ্যা 
(Ratios of n.360^ + 0, where n is an integer) 


n একটি পুর্ণসংখ্যা হলে %.360” অর্থ মূর্ণ্যমান রেখার ॥-সংখ্যক পূর্ণ আবর্তন) 
কাজেই %.360.7-9 কোণের সীমারেখা ও 9 কোণের সীমারেখা একই ; তেমনি 
3.360^—8 কোণের সীমারেখা ও —0 কোণের সীমারেখা অভিন্ন। কাজেই fecu 
এবং মানে %.360*+/ কোণের অশ্থপাতগুলো 0 কোণের অনুরূপ অন্কুপাতের সমান । 
তেমনি ॥.360°_0 কোণের অন্থপাতগুলো, চিহ্ন এবং xicnL—0 কোণের অনুরূপ 
_ অঙুপাতের সঙ্গে অভিন্ন। 


++ sia (n.360° — 6) = sin (-0)=-—sin 9 


4 0, 


ত্রৈকৌণমিতিক অনুপাত 25. 


cos (n.3609— 0)= cos (— 0) = cos 0 
tan (n.360? — 0)=tan (— 0)— — tan 0 

249 উপরের অস্ুচ্ছেদগুলিতে প্রকাশিত তথ্যগুলো মনে রাখার সুবিধার জন্য fac 
ছুটি নিয়মের উল্লেখ করা হল । 

L 6 যদি 90°-র যুগ্ম-গুণিতকের সঙ্গে xe থাকে (যথা 180540, 36029) 
তাহলে অস্থপাতের আকুতি অপরিবতিত থাকে অর্থাৎ sine হয় sine, cosine হয়: 
cosine ইত্যাদি | 6 যদি 90০-এর pr গুণিতকের সঙ্গে যুক্ত থাকে (যথা 90? 4-0, 
270-3-9) তবে wee “কো'-_অঙ্থপাতে পরিবতিত হয় । sine হয় cosine, 
tangent হয় cotangent ইত্যাদি | 

IL, চিহ্ন সংক্রান্ত নিয়ম £ 9-কে p মনে করে কোণটি কোন্‌ পাদে অবস্থিত ঠিক কর: 
এবং তারপর 'সব, সাইন, ট্যান, কস’ নিয়ম লাগাও 1 

Way: - 9 কোণকে (0.360'- 0) এইভাবে লিখে এবং ‘0’ কে যুগ্ম মনে 
করে —0 কোণের ক্ষেত্রেও উপরের নিয়ম প্রয়োগ করা যায়। 

220 প্রথম পাদের বহির্ভূত কিছু প্রয়োজনীয় কোণের কয়েকটি 
ত্ৰৈেকোণমিতিক অনুপাত ঃ (Certain ratios of some important angles. 
outside first quadrant) 

sin 120?—sin 60°=V 3/2 cos 180°= - cos 0^/— —1 
cos 120°= —cos 60^ e —š tan 180°=0 
sin 180^ e sin 0°=0 ইত্যাদি 

221 কবে দেওয়া উদাহরণ (Ulustrative examples) 

উদ]. 1. সমস্ত ত্ৰিকোণমিতিক অপেক্ষককে ৪19৫-এর হিসাবে প্রকাশ কর। 

c05?0 —1 —sin?0 cocos 0=+ J1- sin*ó 


sin 925 sin 0 C. cot 1 „~v 1—sin*0' 
০০56 + J1-sin* 0 tan 0 sing — 


1 


cosec PSS ; sec 92508 0 * + J1-sin* 6 
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উদ্ব|. 2, সমস্ত ত্ৰিকোণমিতিক অপেক্ষককে tangent এর হিসাবে প্রকাশ <q | 
sec? ০17021050৮৮, sec 0= + Jl+tans 0 


1 
cos (m r B 
seo EVI taa i 


tan 8 


sinÜetang.cos g= — “M0 — 
+V 1+tan* 9 


B ^ | tan? 0 1 
cosec o=} . titan? 0 "NOT M 
ai 0 tan 0 : চা tan ó ` 


gge যদি ছুটি বাহু দেওয়া থাকে তবে সৰ্বদাই একটি সমকোধী ত্রিভুজ আকা 
SX! এই প্রণালীতে একটি অপেক্ষক দেওয়া থাকলে অন্তান্ত অপেক্ষকগুলো সহজেই 
পাওয়া যায়। 


Bal. 3. যদি tan <=1 হয়, তবে sec < এবং ০০9৫০ < কত ? 


A ` tan Xe $১অতএব AC=1 একক 
"d এবং B0=2 একক নিয়ে ABC একটি 
1 সমকোণী ত্রিভুজ আঁক যেন //9০-. 
sem ; x হয়। 
s জ্যামিতি থেকেঃ AB- ২15725 
“V5 


‘Sec «E এবং cosec == š 
বিকল্প পন্ধতি : যেহেতু, Sec? «—]-tan? <, 
^ see<a=+ ৭1647180585. =+ 41518)25 ও 212 
কিন্তু < সুন্মকোণ হওয়ায় sec«— এ5)2 


EE I 1 4 == J 
Sna Lan < cos« 2:১5 l 1 
. RCK ir 
S Sis: পি পরা prc sor cem 
— 39«.4. দেখাও যে, 


Sin*A tan A +cos?A cot A--2 sin A cos A=tan A + cot A 


ত্ৰৈকোণমিতিক অনুপাত 27 


sin lá s Ta 


বামপক্ষ = sin? A A A F 0085 A "uult Sin A cos A 


= Sin*A + dfe: sin? A CORA 
sin A COS A 
__ (sin?A--cos*A)* _ 1 = 8ID*A + cos” A 
Sin A COS A sin A COSA sin A COSA 


810 A COSA tan A+cot A. 


COSA Sin A 
উদ. 5. দেখাও থে, = sin A—sin A -tan A 
I+sin A 
l-smA l—sinA .. l—sinA 
aue I+sin A ° 1—sin A [ ` 1-sin A21) 


$ 1 -sin A .1-sin A 
N1 — sin? A COS A 
=sec A tan A 
Sal. 6. যদি sin A4-3i0:A=1 হয়, দেখাও যে, cos*A + cost Ac] 
sin A +sin’A = l, ^. 1—sin?A =sin A বা cos? A=sin A 


COS* A + costa es Sin A + (cos?A)* esin A + (sin A)* 
-Sin A-Fsin*A-—1 
Dwl. 7. যদি tan 0 +sec 0=x হয়, দেখাও যে, sin 6 = = 


3 sin ð 1 „l+sino 
x=tan ৪7882276587 টা 0 cos 


ae Eo ; Comp. ও Div. কারে 


x?—1, (L4sin 0)? — cos? 9 
xpi (I+sn 0)*-- cos* 0 


—2 sin 0+2 sin? 0 _2 sin 0 (1+sin 0) “Bao 
2+2 sino .2( sino) - 


asin 0-bcos0 | a*—b* 
a.s. যদি tan ০-% হয়, দেখাও যে, sin o Fb coso স্তন 


28 
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2 
শর্তানুসাবে, tan 0-5 টা: 


85০56 b? 


a sin 0 — b cos 90- a* =b? 


৮18৮-৯২-৯৯ Comp. ও Div PA 
`° asinücbcoso a?+b* ( P ) 


2 
Wwi.9. xq » অপমান হলে, দেখাও যে, Sin” ৪১). m 


uot rent og. অস š, 
pecca কাজেই সমীকরণটি eorg 


উদ, 10. cos?A-—sin*A e 18109) দেখাও যে, ০9398 - sin?B—tan* A 


C0$?A —Sin*A—tan?B ( 4l ) 
(1 —sia?A)—sin?A -tan?*B 

বা, 1-2sin?A—tan?B 

বা, 2sin*A—l-tan?a 

আবার, যেহেতু COS'A—Sin*A-tan*B 

+. cos*A — (L— cos?A)—tan?*B 

<q, 2 cos?*A- 1 —tan?B 

বাঁ, 2cos?A—l-tan?B 


sin? B 
^ tan A=2 SinA 1 —tan°B 99558৮০0558 -sin*G 
4€C08?A l+tan’B 1 15105 B 90959 +SIn2B 

vos? B 


-co0s?B - sin*B 


উদ, 11. যদি sin A+ cos A—m এবং Sec A + ০05৫০ A «7 হয়, তবে 


দেখাও যে, nim? — 1) =2ní. 


m? —(sin A--cos A): —sin*A-FCOS*A + 2 sin A COS A 
=l +2sin A cos A 
ʻe m?—l=2 sin A cos A SEN 


কিন্তু n=sec A--cosec A= la 41 yz Sin A+ cos A 
COSA SIDA sSin ACOSA 


2 Mf " 2 
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m 
- SiBACOSA TIPPS (2) 


n(m3-1)9———" x 2sin A cos A—2m 
sın A COS A 


উদ, 12, যদি tan*0e1—e" হয়, তবে দেখাও যে, 
sec 0 -- tan*0 cosec 0=(2 — - 2) 
যেহেতু, tan*6= 1 — e* re bTtan?082-6* 

বা, sec?ó-(2- e?) 

‘= Sec 0=(2 - eit 
|] 19656  1-. 1 78856 


$ 
i 0 9 0=— NR m Sp as 
sec 0 + (8৪৭6 cosec O= S T coss0 * Sin Ü cos 0 cos"? 


cos? + sin?0 Lord , 
e E uo ciere enl 


উদ. 13. 2 sin 30? cos 30° cot 60°-এর মান নির্ণয় «4 1 
fafa মান-2.নু * 2 và 


Bai. 14. দেখাও C _ —— sin z/3 


উদ. 15. 6 ধনাত্মক সুক্মকোণ হলে, 4 cos*0 — / 3 cos 0 —1—0 সমীকরণটি 
থেকে 0-3 মান নির্ণয় কর। 
4 cos20= V3 cos 0—1—0 
এই সমীকরণটি cos 0-3 দ্বিঘাত সমীকরণ | কাজেই cos 0-4 মান হল £ 


V 3+ 2.4-4.4.1 - 53/8 


cos 0 pis 
cos Ue 24 $ 


EA ?- H 
2039 Z এবং 25 
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ix 728 কাজেই dia মান হল £ 


cos 0= 3 ^o 0=45° 

al. 16. নিয়লিখিতগুলোর মান নির্ণয় কর। 

(i) sin (5404C) (ü) ০১৪৩০ (210) (iii) ০০৪৩০ (— 1200?) 

(i) sin (540° + C) —sin (350 4- 180?-- C)2sin (180? + C) & - cos C 
Gü) ০০০০ ( - 210^) 2 —cosec 210^ = — cosec (180^ 4- 30?) 

—cosec 30০- 2 
(iii) ০০৪০০ (-1200-)- — ০০9৩০ 1200?— — cosec (3x 360? + 120°) 
= — cosce 120^ — — cosec (90* 4-30?) = — sec 30° — —2/ JS 


| উদ. 17. প্রমাণ কর যে, n Tt কি saw তার উপর নির্ভর করে 
sin 04-sin (2z+0) + sin (1z+0)+......n পদ পৰ্যন্ত রাশির মান 0 


বা sin @ | 
sin (z--0)- -sin 0 sin (22 + 0) sin 0- 
sin (37 + 0) —sin (z + 0) sin (4z 4-0) - sin 0 
| = sin 9 7-৯ ইত্যাদি 
s বাম্‌্পক্ষ=sin 0—sin 0+sin 0—sin 0+ ...... n পদ পর্যন্ত 


=0, যখন n gt ; বা sin 0 ( যখন n IR) 


উদ. 18. সংক্ষিপ্ত আকারে প্রকাশ কর ঃ 
sin (— A) COS A tan (90° +A) 


sin (160° +A) sin (9০০) Cot A 


ELE, — Sin A , cos A | Cot A 
RS, প্রদত্ত রাশি= Sn Atos Atop LF itle 


ra 19. 0° থেকে 360? সীমার মধ্যে 0 এর sgt মানগুলো! tan 0=1 
E oue 
ME 4 
IE ডঃ যেহেতু tan 0=1 .. 02453 হল সমীকরণ-সিদ্ধ সর্বনিয় মান. | 
আবার, কোণ তৃতীয় পাদে থাকলেও তার tangent ee হয় বলে 0-4 দ্বিতীয় 1 
i 
J 


si 
y "S মান 180 A5 2255 
S o  0= 455, 225 
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উদাহরণমাল! 2 


প্রমাণ কর যে ঃ 


1. 
2. 


'A 


Sow 


« (cot 0+cosec 0)? = 


Sin*A cot*A--Cos?A tan*A—l 
sin A ^] —sin*A-sSin A COS A 
(1 +tan*A) cos?A=1 


sinA ,CcOSA — 
০০১৪৬ A SINA 


sin A (1--tan A)4-cos A (1 + cot A) » sec A + cosec A. 
Sec^0 — sec? 0 = tan?0 + (2049 


.Sin A+cos A. =sin A COS A 
Sec A4-coscc A 


SIAM TE + C08 AL) cosec A 
l +cos A Sin A 


1—2 sin?A cos? A 


tan?A--CcOol*A- - 
Sin? A COS*A 


sin A+sin B 20098 — COS A 
cos A+cCos B sin A -Sin B 


(cosec 0-- sec 6,2 


sec" ü--cosec*0 


=1 4+2 sin 0 cos 0 


. (tan 0- sec 0j = Lin 6 পে: বঃ মাঃ 1960) 


1—sin 0 


1- cos 0 
1-cos 0 


(পঃ ৰঃ মাঃ 1956) 


? sin 0 cos 0 — cos 0 1] 


` ] —sin 0+sinš0 — cos*ó 


tan?« 4- sec? B =sec%< + tan° 8 
(14-tan2A) (1 — sin24) 1 (কঃ বিঃ) 
(sin 4+cos <) (tan «--cot 4)=sec < + cosec < (Pią: sil: 1957) 


COS A Sin A 


Ur Ee Cs =S BI A sb GUB TA : a: মাঃ 
l-tan A 1-cotA PENTA Brew ve 
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19. 


1-tan?0 [L—tàn 3 
1xcot*ó Vi-—cot 8 


tan 0+sec 0—1,,1-sin 0 
tan 0 —sec 0+1 cos 0 


21. N: 2 $-০১৯০০ ৪4০০9 


" 82০ sec 0 =sec 0 — NE 


20. =sec 9+ tan 0 


) «24. cos A=5/13 হলে, জ্যামিতিক পদ্ধতিতে cosec A, cot /-এর মান 
নির্ণয় কর। 
25. যদি sin ATE হয়, প্রমাণ কর y n* —m? tan A—m. 


Pooti- p cos 0—q sin 0 
Nene ৪7০ ০০৩৪+৭ 5100 ? 


i 27. cos A=m,cot A=n; প্রমাণ pa: (l—m?)(1l4-n*)—1 
28. tan Ae হলে COS A এবং sec A এর মান নির্ণয় কর | 


Li 
+ ; COS A এবং ০০৪৫০ A এর মান নির্ণয় কর 1 


29. sec A= 


u 8.43 
30. sin mes cos 0 এবং tan 0 এর মান নির্ণয় কর। 


1 


31. tan 0= 7; mate যে, m*cosec? 0 = m° +n? 


sin 0 _cos 0 
Vu EE 
J 33. sin 0 — cos 0—p এবং sec 0—cosec 0=q দেখাও q(1 - p?) —2p 


sin 0 এবং cos 0 এর মান নির্ণয় কর। 


` হন - ৯ 


Q m যদি tan 0--sin 0=m এবং tan 0 — sin 0=n হয়, তবে দেখাও যে, 
Eee m -n=4 dus _ (কঃ বিঃ 1914) 
35, যদি sin A—cos A=0 হয়, দেখাও যে, sec A= + Ju E 
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36. f a cos 0--b sin 0—1 এবং c cos 0--d sin 0 — 1 হয়, 
দেখাও যে, (a 7c)? +(6- ৭d): —(bc - ad)* 
37. 1-2 sin 0 cos 6-কে পূর্ণবর্গ রূপে প্রকাশ কর। 
38. sin? 0 tan 0--cos*0 cot 0+2 sin 0 ৫০১৪-কে tan ৪-র হিসাবে 
প্রকাশ কর। 
39. 15 81029+-2 cos 0—7; tan ৪-এর মান নির্ণয় কর। 


40. 75sin*0--3 coss0=4; দেখাও যে, tan TES 


41. যদি 1--sin*0—3 sln 0 cos 0 হয়, cot 0-« মান নির্ণয় কর 1 
42. cos «-Fsin <= J/À cos < দেখাও cos < —sin < =y F sin <, 
43. coss0 —sin20=tan% হলে, দেখাও যে, cos*ó - Sin? $ = tan 20. 
44. a cos0-)bsin 0=c হলে, দেখাও যে, 

a sin 0 +b cos 0= 45 gx +b: —c* 
45. tan 0=2 হলে, sin 0—cos ৪-এর মান নির্ণয় কর 1 


46. x এবং ছুটি অসমান প্রকৃত রাশি; দেখাও cos 0=x+L অসম্ভব | 


47. ==) হলে, দেখাও যে, secte 2) সম্ভব। তখন ৪-র মান কত? 


(x+y)? 
প্রমাণ কর যে, 
48. (sec 9—cos 9) (cosec 0 —sin 0) (tan 6+ cot 9) =1 
49. — ll d dde I IM 
` coseco—coto sing Sinó cosec 6 +cot 0 
1 1 ৮22 
n Sec A-tan À cos A cosA sec A-tan A 
tan 9 cos 0 , Sin* 0 1. sec 0 
zy 3 eh sin 0 + cos? 
52. tan < cot ০5810. < cos < 


(1--tan? <)% (1 -+cot* <)° 


l-tang|? _l+tans 0 পঃ 4: আঃ 1956) ; 
53. 1- cot 6 m + cot? ৪ ( 


উঃ মাঃ ত্রিকোণ--3 
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54. (cos A ০09 3 —sin A sin B)* +(sin A cos B + cos A sin B)*—1 


cos A- 


sin A 


tan? «--cot* «.. sint <+ cos* < 
tan" ০০700 X. টা পপ 
tan? «—cot* < Sin? « —cos? < 


1+2 sin A cos A 1-2 sin A eot 4.2 ০09 A 
sin A+cos A 


51. tan? A= 1-2 tan? B হলে, দেখাও যে cos? B=2 cos? A 


58, tan 0= ean Co COSA হলে, দেখাও যে NZ sin 0=sin < — cos < 


sin <+cos < 


59. ufi x sins <+y cos* <=sin < cos < এবং 
x sin <—y cos < = 0 হয়, দেখাও যে, x? +}? =1 
60. প্রমাণ কর যে, (2 — cos? A)(1 +2 cot? A) =(2+ cot? AJ(2—sin*A) 
61. নিচের রাশিগুলির মান নির্ণয় কর : 
(i) cos 30? cos 60? + sin 30? sin 60° 
(ii) 2 cosec? 45° + cot 60°, tan 30° 
(il) tan? 45? sin 60° tan 30^ tan* 60° 


(iv) 2 cot 45?--cos* 60^ — 


2 tan? 30° 
(MT tans 30 


+ (sec? 45° — cot? 45°) 


62. নিম্নোক্ত ক্ষেত্রগুলিতে %-এর মান নির্ণর কর : 


(i) x sin 30° cos? 45°= 
(ii) x sin 60° cos? 30°= 


63. সমাধান $3: 


64. tan pit 


৭3 


( 0 ধনাত্মক "RC ) 
(i) 29105 09-3 cos 0 (ii) 
(ii) 6 cos? 0 -1«cos 0 

(iv) 3 458 56০ 0 tan 0--193 sec o0 -- J3 tan 0 
(v) sec ০+2 NZ cos 0—24- J} 


হলে, 


cosec?* À — 
cosec? A+sec? A 


2 cos 0=cot 0 


৪৫০৯ A aa 


2 sin* 60?--2 tan? 30° 


(গৌহাটি, 1950) 


cot? 30? sec 60? tan 45* 
cosec? 45? cosec 30? 


tan? 45? sec 60° 
cot* 45? 


(পঃ a: মাঃ 195) 
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65. A ও B ধনাত্মক সুন্মকোণ এবং sin A $, cos Be 1$ হলে, 


tan A—tan B 
Irtan A tan B কত ? (পঃ a: মা: 1958) 
66. A=60°, B=30° ; দেখাও যে, COS A-cos? B —sin* B 


67. মান নির্ণয় কর ঃ 
sin ( — 870০), tan (-855০), cos (960°), ০০9৪০ ( —660^), cot (840°) 
sin (930০), sin 117/4, tan 167/3, sec (37012141714) 

68. ৭. 117/4 হলে, sin?« —cos?«--2 tanx -secta এর মান নির্ণয় কর _। 


69. + (i Sin(180°—0) cot(90^—0) cos (360° —0) 
সরল 91: () pr (80740) tan (9072-0) ' sin (—6) 
(ii) ০০9৩০ (180°—0) . cos(—6) 

sec (180?--8) ` cos (90? 4-0) 


70. মান নির্ণয় কর ঃ 
(i) sin? 20144175105 37014451025 57014415105 77/4 
(di) cos? z/8--cos? 3z/8--cos? 57/8 + cos? 7z/8 
(ii) cos «-Fcos (z+<)+ cos (2z --x) + ..... nS পদ পৰ্যন্ত 


s. tan a tan Dr. tan 9x 


(iv) tan নয tan 20° গুটি" 30 


71. 0? থেকে 360° সীমার মধ্যে 9 নির্ণয় কর £ 
(i) 6 81029--5 sing—120 (iv) 
(ii) 8 sin?0--6 cos 9—9—0 (v) 
(iii) 4 sin20--3 cosec*o—7 (vi) 
72. A, B, C একটি ত্রিভুজের তিনটি কোণ, দেখাও যে, 
(i) sin (A4 B) - cos Cecos (A+B)+sin C 
(ii) tan (B--C) tan (C-- A) - tan (A -B)—tan (z — A)4- 
tan (2z — B) --tan (3x — 
73. A, B, C, D xfi কোন চতুর্তুজের চারটি কোণ হয়, তবে দেখাও G, 


A+C B+D 
2 +০০৪ —— 0 


74. wf 73 নং প্রশ্নের চতুর্ভ জটি বৃত্তস্থ হয়, তবে দেখাও যে, 5/008 A =0. 


cot 0 —tan 


cos 


3 যোগ ও বিয়োগ Taqi 


gsm nuyta (ADDITION-SUBTRACTION FORMULAE) 


3.1. দেখাও যে, 
(i) sin (A +B)=sin A cos B+cos A sin B 
(ii) cos (A+B) =c0s A cos B—sin A sin B. 


ধর, LXOY-— A এবং LYOZ-B; A ও B উভয়েই ধনাত্মক | 
A LXOZ-A-*B. 


(A+B) কোণের প্রান্তরেখ| oz-«q উপর যে কোন বিন্দু P নও | P থেকে OX ও 
০%-এর উপর যথাক্রমে PM ও PN ল্গ টান। আবার থেকে OX ও PM-aq উপর 
যথাক্রমে NR ও NS লন্ব টান। 


P 
‘জ্ঞান্ুসারে, sin (A+8)= = PS+SM_PS+NR_NR, PS 


"OP ü OP OP OP 
—NR ON} PS PN 
TON’ OP PN OP 


=sin A COS B--cOS SPN sin A 
কিন্ত,  LSPN-90— / SNP = L SNO= / NOR = A 
-. sin (A+B)=sin B cos B+ COS AsinB  .......(1) 


OM „OR-MR „OR-SN_OR_SN 
অনুরূপভাবে, cos (A+B)= Se a 
' ) oP oP OP OP OP 


=9R ON. SN PN 
“ON OP PN‘ OP 


==ÇC08 A COS B—8in SPN. sin B 


—— s. ra — 
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কিন্তু, | SPN=A ; অতএব : 
cos (A + B)= cos A cos B—sin A sin B ০৮১72) 


32 দেখাও বে, 
(i) sin (A —B) sin A cos B—cos A sin B 
(ii) cos (A - B)— cos A cos B+sin A sin B 
ধর, /X0Y =A and L YOZ=B ; A একটি ধনাত্মক কোণ, B খণাত্মক কোণ 
IR ASB; J. LXOZ-(A-B) 
(A-B) কোণের প্রান্তরেখা ০2-এর উপর যে কোন একটি বিন্দু P নাও) P থেকে 
OX ০%-এর উপর যথাক্রমে PM ও PN WW টান। আবার N থেকে OX ও MP. 
( বধিত )-এর উপর NR ও NS 93 টান। 


xatta, sin (A—B)— -M—SM—SP ..NR-SP .NR SP 
OP OP OP OP OP 


-.NR OON SP NP 
ON ‘OP NP OP 
=sin A cos B—COS SPN Sin B 
fes, L SPN=90°—/ PNS-/SPN-/YOX-A. 
-. sin(A—B)—sin A cos B—cos A sin B.........(3) 


OM OR -- RM ,,OR * NS. OR , NS 
অহরগতাবে ০00 OP ০৮ oP “OP oP 


-OR ON NS NP 
TON’ OP NP ` OP 
==cos A COS B 4-Sin SPN sin B 
কিন্তু, LSPN=A, অতএব, 
cos (A _ B) &cos A cos B sin A sin B.........(4) 
দ্রষ্টব্য : sin(A&B) এবং cos(Ad-B) সুত্রগুলো সাধারণতঃ ‘যোগ ও বিয়োগের 
সুত্র’ বলে পরিচিত। 
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উপরের প্রমাণে A, B, A+B সকলেই 90°-এর চেয়ে ছোট এবং A—B ধনাত্মক। 
চিত্রগুলোর সামান্য পরিবর্তন ঘটিয়ে দেখানো! যায় যে, স্ত্রগুলো যে কোন মানের কোণের 
পক্ষেই সত্যি 1 


ধর, A এবং B ছুটি ধনাত্মক সুন্মকোণ, AHB < 90 1 এখন ধর, A'=90° +A 
এবং B'-B 


sin (81181) 101 ( 90° + A) -B ] -sin ( 90° + A+B ) 
- C08 (A + B) 
-c08AcosB-sinA.sinB (প্রথম অনুচ্ছেদ ) 
Sin (90°+ A) cos B4-cos (90^ + A) sin B 
['^ sin (90°+A)=cCosA, cos (90?-- A) 1 —sinA ] 
sin (A'4-B')—sin A’ cos B'--cos A’ sin B”. 
অন্রূপভাবে, অন্তান্য wacha প্রমাণ করা যায়। 
কাজেই সূত্ৰগুলে| যে কোন কোণের পক্ষেই সমভাবে প্রযোজ্য | 
সাবধান! sin (Ac8)-sin A sin B, এবং 
cos (A+B)= cos A + cos B, ইত্যাদি | 
কেননা ‘সাইন’, ‘কস’ এরা সংখ্যা নয় এবং শুধু ‘সাইন’ বা শুধু ‘কস’ অর্থহীন। 
এদের লঙ্গে কোন কোণ যুক্ত হলে তবে অর্থবহ হয়। 
3.3 sin 75°, cos 75^, sin 15°, cos 157-43 মান 
sin 75^ =sin (45? - 30^) -sin 45^ cos 30°+-cos 45? sin 50৭ 


cos 75^ —cos (45°+30°) = cos 45 cos 30° — sin 45০ sin 30? 


1243-1 
242 


x 
t 
N 
Ld 
b 
৯১1 — 


^3—1 
AO =cos (90°—15°)= cos 75 -— 
n 15^ —cos ( 15) 24i 


1০ = H nas o res 2 ° = বি] 
cos 15^ «sin (90°—15°)=sin 75 l4 
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T: 50 15° অবশ্য sin (45°—30) ধরেও বের করা যেত। তেমনি 
cos 15? বের করা৷ যেত cos (45০ - 30°) থেকে। 


34 প্রমাণ কর বে, 


(i) sin (A+B) sin (A - B) —sin*A _ 91098 60588 _ cos*A 
(ii) cos (A +B) cos (A — B)= cos? A —sin*B—cos*B — sin? A 
(i) বামপক্ষ=(sin A cos B +cos A sin B) (sin A cos B—cos A Sin B) 

—sin?A 09528 — C0S?A sin*B 

-sin?A—sin*B = (1—cos*?A;—(1— cos?B) 

= COS" B— C0S"A 
(i) বামপক্ষ - (cos A cos B—sin A sin B);cos A cos B + sin A sin B) 
- C08? A cos? B— sin? A Sin? B 
= COSA (1—sin?B) — sin*B(1—cos?A) 
—c08?A —sin?B — (1—sin?A) _ (1— cos?B) 


= 00588 — Sin? A 


3.5 প্রমাণ কর যে, 


tan A + tan B 
1—tanÁ tan B 

tan À — tan B 
1—tan A tan B 


(i) tan (A+B)= 


(ii) tan (A—Bje 


G) tan A+B) TO. 
= Sin A cos B+cos A Sin B 
COS A COS B —s!n A sin B 


sin A , sin B 


.,.€08A COS B ( cos A cos B দিয়ে 
jS A 8108 লব ও হরকে ভাগ ক'রে) 


COSA ` cos B 


= tan A + tan B 
1—tan A tan B 


ii og — tan A—tan B 
G) অনুরূপভাবে, দেখানো যায় যে, tan (A-B,— fan A tan B ` 


40 
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3.6. প্রমাণ কর যে, 


() eot ($+8)-5০০ A cot B-1 


cot A cot B--1 
cot B+cot A ' 


8) eA D ay 


() cot (AB) ATO) COE Y*U 

. cot A cot B- 1 (sin A sio B দিয়ে 

^ eot BFA qq ও হরকে ভাগ ক'রে) 
(i) ww দেখান যায় যে, 
cot A cot B--1 


enia pm cot B—cot A 


37 tau 75° এবং tan 15-44 মান 


E. 2.309) —. fan 45°+tan 30° 

৮0৮৮৮ m sU nad 

LH J8_ JPRI (VERUS 44243 
TENET V TET হি 2 


[T LIE 


^8 
=2+ J3 


tan 45০ - tan 30° 
°= (51109 ১০০০০২০০13৯ 
৮৬৮ ) l 7580 45° tan 305 


-l-1/48..J3—1. (J8—1)* 4-248 
n ২/৪+1 321 2 
I+ তব 
=2- 43 
দ্রষ্টব্য tan 75°=sin 75°/cos 75০ ইত্যাদি ধরেও করা যেত। 


3.8 দেখাও যে, 


o alttan A. o Nd 1—tan A 
(i) tan (45^4-A) fu! (ii) tan (45^ — A! সির 


o Ay tan 45°+tan A _1-+tan A 
(ü) tan (4514) I—tan 45. tana 1-—tan A 


c Aj tan 4°- tana | 1-tan A 
y tan M5 — A) lctan 455 tan A ITFtan A 
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39 (D sin(A*B-C) (ii) cos (A+B +c) এবং 


(iii) tan (A+B+C) সুত্ৰ 
(i) sin (A+B-C)=sin (818 +C) 
=sin (A +B) cosC + cos (A+B) sinc 
=(sin A cos B +cos A sin B` cosC 
+(cos A cos B—sin A sin B) SinC 
=sin A COS B cosC + cos A Sin B COSC 
--cos A cos B sin C—Sin A sin B sin C 
*. sin (A+B+ Š= cos A cos B cos C (tan A+tan B + tan C 
— tan A tan B tan C: 
(ii) cos (A+B + C)e cos (578+০) 
০009 (A+B) cosc—sin (A +B) sin C 
= (cos A cos B—sin A sin B) cosc 
—sin A cos B-Fcos A sin B) sinc 
= os A COS B COFC— Sin A sin B COSC 
— sin A cos B SinC - COS A sin B sinc 
cos (A+B+C =cos A cos B COSC (L—tan A tan B— tanc 
tan A— (an B tan C) 
(ii) tan (A+B+C)=tan (A+B+O) 
tan (A+B)+tan C 
1—tan (AT B). tan C 


tan A+tan B 
— 1—tanA tan B 
— fan A-tan B 

1 ]—tan A tan B 


-tan C 
.tanc 


—tan A 4- tan B+tan C - tan A tan B tan C 
=. tan’ (AT ON 1—tau A tan B— tan B tao C— tan C tan A 


দ্রষ্টব্যঃ tan (A-FB--C) sin (A+ B+ C)/cos (A+ 840) ধরেও করা যায় ॥ 
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3.10 কৰে দেওয়। উদ্বাহরণ (Illustrative examples) 


উদ, 1. / B ধনাত্মক THF এবং ০০5 A=3/5 ও sinB—5/13; 
%os (A — B) এবং sin (/4-8)-এর মান নির্ণয় wq | 


cos A «3/5, ^ sia A= J1—(3[5)s = 415 
* sin B=5/13, ms. 608 825 41—(5/13)3—12/13 


^  €08(A—B)-cOS A COS B +sin A sin B 
A 12,4 5_36+20 56 
5*1:73^1 ^65 765 

sin (A + B, sin A cos B--cos A sin B 
-2,12,3 5 49415 63 “ 
SLE 54313. 65. 63 


sin(«--8) _ 
Wwl 2. দেখাও যে, cos < cos 78180 44802 


Sin < cos 8 +cos < sin 8 sin < ,sin 9- E 
বামপক্ষ- COS < cos B LY 92877 me নাজ 


in? — gin? B 
3. ও tan (A+B) ta =- 8805 
Lu দেখাও যে, +B) tan (A—8) SN A WE 


বামপক্ষ _ sin (A+B) sin (A - B) 


Cos (A +B) COS (A - B) 


(sin A cos B--cos A sin B) (sin A cos B -cos A sin B) 


T LI /—————  —%<B N.A—O 
(cos A cos B—sin A sin B) (cos A cos B-Fsin A sin B) 


= SID? A cos" B—cos? A sin? B 
cos? A cOS? B—sin? A sn? B 

— Sin? A (1—sin? B)—!1— sin? A) sin? B 
cos? A (1 —sin* B) - (1—cos? A) sin? B 

Sin? A—sin? B 
cos? A—sia* B 

উদ্দা, 4. A-B--Cez এবং COSA = cos B cos C; দেখাও যে, 
|. tàn Aetan B--tan C 


E A «Sin A. sin (z gro (S z=A+B+OC এবং 
Pos" COSA cos B co; C COS A=cos B cos C ) ` 
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sin (B +C) _sin B cos c--cos gsin c 


. COS B cos c^ cos B. COS C 


'uo Bg: sin sin C. (an B+tan C 
cos B * cos ০ 


উদ. 5 দেখাও যে, ELLE 53* 


os 8°— sin 8 
৫ 1 - tan 89 
tau 53^ — tan (4 yer ardt 
au an (45° --8*) — um 
Mead 8° 


cos 8u- cos 8?--sin 8° 
. Sin 8° cos 8"— sin 8° 
cos 8° 
উদ। 6. ৪-কোণকে « এবং | এই ছুই অংশে এমনভাবে ভাগ করা হল যে, 
tan « : tan =x : y ; দেখাও যে, 


sin («— = sin 9 


x tan < Sin < cos B 
y tang cos < sin B 
Ls sin < cos 8 —cos < sin B 
xy — sin < cos ñ + os f sin B 


sin («- B) = —sin («— en B. «+8=0) 


~ Sin (<+ E sin 0 


-^—sin(«- pet v sin 9 


উদাহরণমালা। 3 
1. Sin <=, cos 0=4; “এবং 8 ধনাত্মক সুন্মকোণ হলে cos (< + B) 


-এর মান নির্ণয় কর। 
2. যদি sec A=17/8 এবং ০০৪৪০ B 55514 হয়, তবে sec (A + B) কত? 


sin (A—B) -cot B — cot A 
3. প্রমাণ কর যে, sin A sin B c 
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cos (4—B) _ 
4. দেখীও যে, sin হার 8৮ < cot 84-1 


m sin (8—7) ,sin (z -© , sin (4—8) 19 
2 e cos B cosy cos; cos K os < cos B 


6. প্রমাণ কর যেঃ 1 
(i) sin (A--28) cos A+cos (A--28) sin A—sin (25729) =0 
(ii) sin A cos (B--C) -sin B cos (C-- A) - sin (A—B) cos ০50 
(ii) sin px. cos (p- 1) x - cos px. sin (p - 1)xesin x 
7. দেখাও যে, sin 20 cos 0 +cos 20 sin 0—sin 40 cos 0—cos 40 sin 0 
8. দেখাও যে, cot 2A+tan A= 00360 2A 


zd ও tan*A—tansg— In (A+B sin) (A—B) 
TOUS ON ০14 tane COS? A COS? B 


10. নিয়লিখিত অভেদগুলো! প্রমাণ কর ঃ 


(i) Sin (A— EUM sin(B-c) , sin(c— A) -0 
SinAsInB sinB Sin C ` sin 0510 A 
(i Sin/B- C) , sin sin (C- A) sin (A—B) 
COSBCOSC COSCCOSA COSACOSB 


(7) tan A- tan (A - gy 
1+tan A -tan (A—B) 


(iv) 14080 < tan 2«—sec 24 


-0 


=tan B 


t 0 —C0S A+sin A 
(v) tan 45547) COS A—sin A 


(vi) 1--sin 29 


=tan% 
রানী tan* (01449) 


এ t —Bye . Sin 2A 
(vii) ta» (A +B)+ an (A—B) COSTA SIE 


viii) | sho MO BEC y 
QUON (rey) 1—tan x tan y 


j প্রমাণ কর যে, 


Q4 1—tans (45°— 
an  1-«tan? (455 Bsn 4 


12. 
13. 


14. 


15. 
16. 
17. 


18. 


19. 


20. 


21. 


22. 


23. 


tan 30--tan à. cot 30 4 cotó 
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cos? «--sin* « -1—2 sin? 24 


Cos A — Sn A soo IA [atl 2A. 


COS A+sin A 
— 8 P TUTE ANE SEE 2A 
tan 3A—tan A cot 3A—cOL A 


1 cot 40 


tan 3A — tan 2A —tan A «tan 3A. tan 2A. tan A 


cos 13?-- sin 13? 
cos 13^ —sin 13° 


যদি sin < sin B—cos < cos 8 +1=0 হয়, দেখাও যে, 

| 1-4 cot < tan 8—0 

যদি m cos (x--0)—n cos (x—6) ; হয় তবে দেখাও যে, 

(m+n) tan x = (m — n) cot 0 

A+B+C=<=, cos A—COS B COSC; দেখাও যে, 2 cot B cot C T 
cos (8—7)--cos (7 —«) +cos («— B) — — 3/2 হলে, দেখাও যে, 
(sin 4 -- sin 8--sio 7)* --(cos < + cos B+ cos 7)*—0 এবং এভাবে 
প্রমাণ কর যে, Zsin <=0 এবং Xcos «—0. 

~ cos <=cos B--cos?B এবং (Sin < =sin 8—sin*8 হলে 
প্রমাণ কর যে, sin (4-8) = x 1/3 

যদি tan (x— 8) | tan < + sin?y | sin*« «1 হয়, তবে দেখাও যে, 

tan < tan B =tan y. 


-tan 58° 


ব্ৈকোণম্জিতিক অনুগাতের সমষ্টি 
4 ও গুণফনের গারম্পরিক TNA 


চতুর্থ অধ্যান্স (TRANSFORMATION OF PRODUCTS & 
SUMS OF TRIGONOMETRIC RATIOS) 


41 গুণফলকে যোগ 41 বিয়োগফলে পরিবর্তন 
(Transformation of products into sums & differences) 


যোগের স্থত্র থেকে 


Sin A cos B + COS A Sin B—sin (A + B) .., ...(1) 

Sin A cos B—cos A siu B—sin (A—B) ... ...2) 

আবার, | cos A cos B—sin A sin B—cos (A+B) 
cos A cos B+sin A sin B—cos (A—B) ... ...(4) 

(1)--(2) করেঃ 2 sin A cos B—sin (A + B)+sin (A— B) ...(5) 

(1)—(2) করেঃ 2cos A sin B—sin (A + B)—sin (A — B) (6) 

(3)--(4) করে £ 2 cos A cos B—cos (A+B 4-cos (A— B) ...(7) 

(3)—(4) Fa: 2510 A sin B—cos (A— B) — cos (A4-B) ...(8) 


কাজেই এই স্ুত্রগুলো থেকে আমরা 
(i) sine এবং cosine এর গুণফলকে দুটি 510৩.এর সমষ্টি এবং অস্তররূপে 
(i) ছুটি cosine-ax গুণফলকে ছুটি ০০%০৫-এর সমষটিরূপে এবং 
(ii) ছুটি 910৩-এর গুণফলকে দুটি ০০৪1০৩-এর অস্তরবূপে প্রকাশ করতে পারি! 
E IM OIL 
2 sin A cos B=sin (sum)-Fsin (diff.) 


2 cos A sin B=sin (sum)s — in (diff.) 
2 cos A cos B—cos (sum) + cos (diff.) 
2 sin A sin B=cos (diff ) — cos (sum) 
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লক্ষ্য কর যে, শেষ স্ুত্রটিতে (diff? আগে বসছে, ‘sum তার পরে বসছে। 
4.2 সমষ্টি ও অন্তরফলকে গুণফলে পরিবর্তন 

(Trausformation of sums & differences into products) 


ধর, A+B=C এবং A-B=D 555, 555, 


A ও B-43 এই মান পুর্ব অনুচ্ছেদের স্ুত্রাবলীতে বসিয়ে 


sin C +sin D—2 sin cD cos bs ...(9) 


sin C —sin D=2 cos cp sin 7x me D. (10) 


cos C4-cos D= 2 cos CD cos os Cz D z> (11) 


cos C — cos D 2 sin C+ sin ve (12) 


দ্রষ্টব্য ঃ ত্রিকোণমিতিতে এই চারিটি m বিশেষ প্রয়োজনীয় এবং সর্বদ! met 
রাখা কর্তব্য । মনে রাখার স্থবিধার জন্য নিম্নোক্তভাবে "aec লেখা হল £ 


ছুই লাইনের সমষ্টি =2 সাইন (š যোগফল) কস (3 অন্তর) 
দুই সাইনের অস্তর=2 কস (š যোগফল) সাইন (সর অস্তর) 
দুই «ow «ux? =2 কস ($ যোগফল) কস (š অস্তর) 
দুই কসের অস্তর =2 সাইন (4 যোগফল) সাইন (3 অস্তর, উল্টো) 
43. কষে দেওয়। উদাহরণ (Illustrative examples) 
উদা. 1. দেখাও যে, sin 50--sin 20 - sin 0=sin 20 (2 cos 30 +1) 
বামপক্ষ=(sin 50—sin 06) + sin 20) 
=2 cos 30. sin 204-sin 20 ` 
=sin 20 (2 cos 30 + 1) 
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উদ. 2. দেখাও যে, cos 20° cos 40? cos 60° cos 80^ এ 
( বেনারস, 1951 ) 
বামপক্ষ = 3 cos 20? cos 40? cos 800 — (*^ cos 60?—1/2) 

=} cos 10° (2 cos 40০ cos 80°) 

= £ cos 20? (cos 120? + cos 40°) 

=} cos 20° (—i--cos 40?) (' cos 120°=—4) ^ 
=} (2 cos 40° cos 20°— cos 20) 

=} (cos 60° + cos 20? — cos 20") 


সু cos 6০০6 ( cos 60^ —3) 


Bal. 3. দেখাও যে, cos 2(°+ cos 100? + cos 140? - 0 
-atat = cos 20?--(cos 100° +-cos 140°) 
x cos 20° +2 cos 120 ', cos 20° 
= cos 20^ + 2( — 3) cos 20 
=cos 20^ — cos 20^ 20 
০১১০৮ 
i sin A) — (si i 
2 sin 4A cos 3A — 2 sin 4A cos A 
2 sin 4A sin (—3A) —2 sin 4A sin (—A) 
— 2 sin 4A (cos 3A— cos A) 
2 sin 4A(sin A— sin 3A) 


=tan 2A 


2 Sin 2A sin (—4A) 


Ronda saca) EAS 


Bgl. 5. 4 cosx ০051) cos 7-কে চারিটি cosine পদের যোগফল রূপে 
প্রকাশ কর। 


প্রদত্ত রাশি =2 cos < (cos (8 +7) +০০৪ ()-7)1 
" =2 cos < cos (B + 7)4-2 cos < cos (8—7) 
=cos («+B + 7) + eos («—8— 7) - cos (< +B +7) 


4 eos (x — B - 7) 
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উদ, 6. যদি sin x=k sin y হয়, প্রমাণ কর যে, 


sin x—-sin y . k—1 / 
Sin x+ sin y rm 


2 cos XE” sin Z Ñ. SJ 
ql, A APTON E > 


2 
XEY tan X-I _k-1 
বা, cot tan — EFI 
কি ১. x+y 
3l, aa, ছু tan xm 


Dri. 7. দেখাও যে, sin? 5x—sin? 3x sin 8x. sin 2x 
বামপক্ষ —sin (5x--3x) sin (5x — 3x) 
—sin8x.sin2x  ( ww 5.4 দেখ) 


Bri. 8. cosec A--sec A = cosec B + sec B হলে দেখাও যে, 


tan A tan B = cot AFB (পাটনা, 1936) 


séit, sec A—sec B= cosec B—cosec A 


REM 9590 SAP PON 
' COSA COSB sinB sin A 


বা cos B—Cos A Sin A—sin B 
' COS ACOSB  SinASinB 
in A+B 27 A—B A+B... A—B 
2sin —— sin —— 2908 ——— এ 
বা, 2 i5. 2005 2$ 
COS A COS B sin A sing 


উঃ মাঃ ভ্রিকোণ__4 


50 


2. 


e 


15. 


. Sin 2x--sin 54—sin < 


A+B 
ৰা sin asing _ ০০১ চুর 
' Q0SACOSB  . A+B 
Sin —— 
2 
বা, tan A tan ৪-০০৯৪ 
উদ্দাহরণমাল। 4 
দেখাও যে, 
sin A-Fsin B | a A +B 1955, 
cos A+cos B Ar 2 (আগ্রা, > 


sin «—sin 24 + sin 34=4sin š Cos < cos sa] 


sin A--2 sin 3A-- sin 5A = 4 sin FA COS? A 


sin 5A—sin 3A 


pcc c == fan. A 
cos 5A-FCos 3A 


= ta 
* COS 24+ cos 54+ cos < 92^ 


cos 70-- cos 30—cos 50 —cos 9 
sin 70— sin 30 —sin 50--sin 0 
cos 20? cos 40? cos 80^ =š 
sin 20° sin 40° sin 60° sin 80°= 7; (পাটনা, 1942) 
cos 80°+ cos 40?— cos 20? = 0 
sin 78?—sin 18°+cos 132? - 0 
sin? 50 —sin? 20 = sin 7A sin 3A 
cos 9? — sin 9° A f ০২ 
টি iain 54" (510 0=cos 90—9 ব্যবহার কর) 
sin 40? -- cos 10+ 
cos 409— sin 10° 
cos 10:— sin 10° 
cos 10?--sin 10° 
sin C sr rem: («—B-—-7)+sin («4-8—7) 5 
+sin (x - 84-7)=4 sin < cos B cos 7 ` 


=cot 20 


=cot 20° 


=tan 35° 


16. 


17. 


18, 


23. 


24. 


25. 


26. 
27. 
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sin (f +y — «)--sin (y +<—PB)+ sin (x4-8—7) 
—sin (<+ B--7)—4 sin < sin B sin y 
cos (B --7 —«)— cos (7 +<—B)+ cos («4-8—7) 
-cos (X 4-B4- 7) 24 sin < cos 1 sin 7 
cos <+cos B--cos 7 4-cos (<+ B -- 7) 
=4 cos arr cos 744 cos <+8 
2 2 2 
০১৪ A — cos (60°+ A) — cos (60°—A)=0 
Sin A + sin (60? — A) — sin (60*--A)2 0 
a A-B. 2sin A 
T TOR 2 COS A +cos B 


qfy sin < "Sing, দেখাও যে, tan zl a—b (0 5f x 


a+b 
X cos A+y sin A=Kk= x cos B+ y sin B হলে, তবে দেখাও যে, 
< y k 


cos 4 (AFB) Sin (A+B) ™ cos š (A—B) 


যদি, sin 94510 $ =a এবং cos 0--cos $= b হয়, তবে দেখাও cq; 
(i) cos 97 9, Vas, + bs, 
T 040. b is 
(ii) cos = DU un , এবং 
ii) tanlo 4—a*—b5 
(ii) tan টি + SAY. 


যদি ০০১ X..7 হয়, তবে প্রমাণ কর যে, 


a tan x4- b tan y=(a+b) tan = 


A+B=90° হলে, দেখাও যে, cos A cos B এর সর্বোচ্চ মান 2. 
দেখাও যে, n জোড়-সংখ্যা হলে 


(২৪:৪৮ A-+cos B r« EH A-TSinB'^ n, cotn ^ - B 
sin A—sin B cos A— cos B' 2 


কিন্তু n বিজোড়-সংখ্যা হলে রাশিটির মান শুন্ত। ` (পানা, 1933) 


5 গুণিতক কোণ এবং অংশ কোণ 


পঞ্চম অধ্যায় (MULTIPLE & SUB-MULTIPLE ANGLES) 


5-1 যদি A একটি কোণ স্থচিত করে তবে 2A, 3A, ইত্যাদি কোণকে /-এর 
গুণিতক কোণ (Multiple angles) এবং A/2, A/3 ইত্যাদি কোণকে /-এর 
অংশ কোণ (Sub-multiple angles) বলে। 


52. 2A-কোণের ত্রেকোণমিতিক অনুপাত 
(Trigonometrical ratios of angle 2A) 

sin 2A—sin (A+A)=sin A cos A--sin A cos A 
—2sinAcosA- ...... (1) 

€os 2A= cos (A + A)—cos A cos A —Sin A sin A 
—c0s?A-—sin*A  ... ০১০ Q).— 
-»2c09*A-1 “...... (3) 
-1- 2 sin?*A Es) 


(3) ও (4) থেকে পক্ষাস্তর ক'রে 


1-- cos 2A=2 cos? A «ien (3) 
1-cos2A—2sin*'A in (6), 
€6).কে (5) দিয়ে ভাগ করে 
.,1— cos 2A 
tan?A = IF cos 2A *** ... (7) 
tan A+tan A 


tan 2A —tan(A--A) nA MODA 


.. 2tanA 
হস্মু ১৮ (8) 
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5-3 দেখাও যে, 


1-tan?* A 
1--tan? A 


2 tan A 


(i) sin AM RA ; 


(ü) eos 2A= 


(iii) 1-4sin2A-(cos Asin A)? 


Sin A 
COS A 


(i) sin 2A—2 sin A cosA «2 COS*A 


—2 tan A c0s*A —2 tan A/sec?A 


2 tan A 
রন ভিটা LUE (9) 


(ii) cos 24—cos*A — sin*A--cos?A (1 - tan?) - (1— tan?A)/sec?A 
_1-tan?A ; 
আতা E (10) 
(iii) 1--sin 2A-(cos?A --sin?A)--2 sinA cosA 
= (009 A+Sin A)? ......(11) 


5-4 3A কোণের ভ্রৈকোণমিতিক অনুপাত 
(Trigonometrical ratios of angle 3A) 
sin 3A —sin (2A 4- A) 
= sin 2A COSA +cOS 2A. SinA 
=2 sinA cos?A-- (1 —2 sin?A) sinA 
=2 sina (1 —sin*A--4-(1 —2 sin*A) sinA 
—3 sinA — 4 sin*A To d12) 
cos 3A cos (2A + A) 
= cos 2A COSA - sin 2A sinA 
—(2 cos*A — 1) COSA — 2 sin*A COSA 
=(2 cos?A — 1) cosA — 2 (1 — cos? A) cosA 
-4cosA-3Cc0SÀ ^ (13) 
tan 3A—tan (2A+ A) 


— tan 2A  tanA 
-1 — tan 2A tanA 
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জষ্টব্য £ উপরের স্থত্রগুলো /-র যে কোন মানের পক্ষেই সত্য | 


5-5 উপরের সুত্রগুলোতে যদি আমরা যথাক্রমে A=0|2 এবং 0/3 বসাই তা হলে 
ংশ কোণের জন্য নিচের সূত্রগুলো সহজেই পাই। ! 
(i) sin 0= 2 sin 0/2 cos 912 (ii) cos 0=cos2 6/2 — sia? 0/2 
=2 cos? 0/2 - 1 
=1- 2 sin?60/2 


1- cos 0 


(iii) Prae im 0/2 

y GESXI.U ita U O CUP tan 02 

a ain" 0 Itame (9) sinó 1-tan* 0/2 

(vi) cos o= Le 2: (vii) sin 093 sin 0/3—4 sins 0/3 


(viii) cos 0 — 4. cos*0/3 — 3953 06/3 
3tan 6/3 — tan? 6/3 
1-3tan* 0/3 
5.6 cos 0 দেওয়া আছে ; sin 6/2 এবং cos 6/2 fes % | 
(Given cos 0, to find sin 9/2 and cos 0/2) 


(ix) tan o= 


যেহেতু, cos 072 cos* 9/2—1—1—2 sin? 912 

-— Sin 0|2= + ২ (1—cos 5) 

এবং cos 0/2= //3 (1 + cos 0) 

cos 6-এর একটি মানের জন্য sin 0/2 এবং cos 0/2-এর ছুটি মান রয়েছে । 

ছুটি মানের অস্তিত্বের ব্যাখ্যা এইরূপ £ cos 6 দেওয়া থাকলে এবং 0 সম্পর্কে কিছু 
জানা না থাকলে, ৪-র এবং কাজেই 02-4 একাধিক সাধারণ মান রয়েছে। কাজেই 
8/2 কোণটি যে কোন পাদে থাকতে পারে এবং সেই অনুসারে sin 0/2, cos 0/2 
ধনাত্মক বা sene চিহযুক্ত হয়। 0 কোন্‌ পাদে অবস্থিত তা জানা গেলে অবশ্য 
চিহ্নসংক্রান্ত দ্ার্থকতা ya হয়। 
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5:7 sino দেওয়া আছে, sin 0/2 এবং cos 912 নির্ঘয় 1 
(Given sin 0, to find sin 0/2 aud cos 6/2) 


আমরা জানি : sin? 9/2--cos? 0|2 = 1 

এবং 2 sin 0/2 cos 0|2=sin 0 

যোগ ক'রে (sin 0/2 + cos 6/2)? = 1 +sin 0 
বিয়োগ ক'রে (sin 0/2 — cos 8/2): =1 — sin 9 


sin 0/2 +cos 6/2= + ২1451 ৮, এবং 
sin 0/2 — cos 012- + V7 —sin 0 | 
sin 0/27 +š Ji-psimó ti 41 589. 


NC LIS Rd 
cos 0/2 +à 1+sin 0 ti^1-sin8 ap 


যেহেতু ছুটি /-চিহ্নের আগে + চিহ্ন রয়েছে, কাজেই sin ৪-এর একটি মানের 
জন্য sin 0/2 এবং cos 0/2 উভয়ের চারটি মান রয়েছে। 


feces ছ্যর্থকতার কারণ আগের মতোই । 0-4 মানের সীমা জানলে তবেই 
্র্থকতা দুর করা সম্ভব। 
5.8 tan 9 দেওয়! আছে, tan 6/2 নিৰ্ণয় করণ। 
(Given tan 9, to find tan 0/2) 


= 2tan 0/2 - h 
tan 0 icm z s: tan 0. tanz0|2+2 tan 6/2 — tan 00 
in Pausa s IM 9 -lXwVivtan* 0 (17) 
2 tan 0 tan 6 
feces দ্র্থকতার কারণ আগের মতোই 1 


5.9 9-এর ভ্রৈকোণমিতিক অনুপাত থেকে 6/3-এর অনুপাত নির্ণয় 
(Trigonometrical ratios of 0/3, from those of 0) 
আমর! জানি £ sin 0=3 sin 8/3- 4 sins 6/3 
কাজেই, যদি sin 0 দেওয়া থাকে, তবে sin 0/3 নির্ণয় করার জন্ত আমরা একটি 
্রিঘাত সমীকরণ পাচ্ছি এবং sin -র একটি মানের জন্য sin 913-র তিনটি মান 
পাওয়া যাচ্ছে। . 
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অনুরূপভাবে, cos 9 এবং tan 9 থেকে আমরা যথাক্রমে cos 0/3 এবং tan 0/3- 
এর মান নির্ণয় করিতে পারি । 


5-10. 18°, 36, 54", 72^ কোণের অনুপাত 
(Ratios of 18°, 36°, 54০, 72°) 
ধর, 0-18, .. 50290? বা 20—90*—39 
= Sin 20 =cos 30 
বা, 2 sin 0 cos 0=4 cos* 0 3 cos 0=cos 0 (4 cos?28 — 3) 
বা, 2 sin à 24 cos? 9-3 ( cos 00) 
74 (1 - sin? 0) — 3 
| বা, 4sin* 0--2 sin 6-120 


j _ 43844116715 J5 
CE 0 =; om SATIS 4 


যেহেতু 18" সুক্্কোণ, শুধু ধনাত্মক মানটিই গ্রাহ্য হবে। 
s পরত 18458 (18). 


cos 18০-+ JI — sins DN, TENE 


SM ES 
—3 "1042y 5 ০019) 


যেহেতু 72° এবং 18" পরস্পর JAF কোণ, অতএব, 
sin 72^—cos 18=1 vV 104-245 ...(20) 


cos 72°=sin 18°— a N$-1 (21) 
আবার, cos 36০] _2 sins WA a4 0/5*1)..2) 


sin 36°= JT cos? 3 ui ( J10—2 J5 7243.03) 


যেহেতু, 54° ও 36° পরস্পর পুরক, কোণ, অতএব 
* Sin 54/—cos 36-21 (454-1) ... (24) 
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° 1 AGE 
54° = H~~ ay z sft 
cos sin 36*—: (V 10-275) (25) 


5-11 কষে দেওয়া! উদাহরণ (Illustrative examples) 
উদ, 1. gos 4A কে sin A-x হিসাবে প্রকাশ কর 
cos 4A=1 —2 sin? 2A 

= 1—2 (4 sin*A cos* A) 
—]—$8 sin*A (1 —sin?A) 
—1 —8 sih?A --8 sin*A 

উদ. 2. যদি tan x—b[a হয়, তবে acos 2x+b sin 2%-এর 

মান নির্ণয় কর। 


i 1—tan?x 2 tan x 
a cos 2x ঠুকে এএসপি Na = a TY 
Etro l+ tan?*x 1+uanzx 
1— b? |a? 2b/a 
1 4 b? [a? i 1 4 b?/a* 


_all—b2/as)+2b2/a 


=g 


1+ b*ja*. 
Sarl —b*[a*)d-2b* . a* -b* 2৪ 
—  &au-b*[a*) (a?-52)a 


উদা.3. দেখাও যে, sin 5x — sin*3x—sin 8x. sin 2x 
বামপক্ষ e (sin 5x + sin 3x)(sin 5x—sin 3x) 
—(2 sin 4x cos x)(2 cos 4x sin x) 
—(2 sin 4x cos 4x)(2 sin x cos x) 
—sin 8x. sin 2x 
বিকল্প পদ্ধতি £ sin 8x sin 2xe (cos 6x—cos 10x) 
=f {1-2 sinz3x—(1— 2 sin*53)). 
esin?’ Sy — sin?3x 


cos A — Sin A 
COS A+SIn A 


1] sins 2A 
দক্ষিণ পক্ষ Tos 2A Coss 2A 


..l-sin 2A, cos*A--sin?A —2 sin A cos A 
005 2A cos? A — sin? A 


উদ, 4. দেখাও যে, —sec 2A —tan 2A 
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p (cos A—sin A)? 5০09 A- sin A 
— (cos Asin A(COSA —Sin A) cos A+sin A 
( `: cos Az sin A) 


উদ, 5. xf& 2tan«-3tan B হয়, তবে দেখাও যে, 


-gy-.Sn28 _ : 1949 
tan(«-9)— szp কেঃ বিঃ 1946, আগ্রা, 1949) 
যেহেতু 2 tan <=3 tan B, ;. tan «=i tan B 


tan<—tan 8 _ $tan-g—tan 8 
I+tan < tan B 1+3 tan?f 
tan  _sinB/cos B 
2+3tan28 2+39105? 
0099 
28171900303. ০810 28 ` 
4cos?g-6sin*B 4-2sin*B 
sin 28 
১- (172 51080) 
— Sin 28 
5 — cos28 
Sil. 6. t 2,3008 2-1 
Wl. 6. যদি < e 8 সুক্মকোণ হয় এবং cos 2« 3— coss] হয়, তবে 
দেখাও যে, tan <= / 9 tan f. (কঃ বিঃ 1941) 
3 cos 28-1 
3—cos 28 


এক্ষণে, tan (< — 8)— 


cos 2<= 
3 Latang 1 
1-tan*« ^'itan?f 2(1 -2 tan*8) 1—2 tan° 8 
I-2-tan*« ^ 3.1 tansa =2(1 +2 00519) 112 tan: B 
1 -ian*B 
^, উভয়পক্ষে যথাক্রমে 1 যোগ এবং 1 বিয়োগ ক'রে 
21805 4tan? B 
ভা 
বা, tan?« «2 (9190 শত. tan <= Ji tan B 


যেহেতু < ও 8 সুক্মকোণ, s. tan«—y/2 tan £ 
Sl. 7. দেখাও যে, sec 9 tan o= tan (7+0/2) (পাটনা, 1950) 
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বামপক্ষ = ! +sin 0 (sin 0/2--cos 8/2)% 


cos 0 cos? 9/2 —81n?0/2 


cos 0/2--sin 0/2. 1--tan 0/2 


wl. 8. যদি tan cA. E tan Š হয়, দেখাও যে, 


cos 0—e 


cos 
x 9? i-e cos 0 


(পাটনা, 1940 ; আগ্রা, 1949) 


s9, 1-e 2% 
শর্তান্ুসারে, " s=]. tanto 


বা, tan? $= tan? 0/2 | 


1-ta2u0?49/2 (d res 
এখনও" ৬ P Im om 
1-rtan?4/2 1417 tan? 912 


(1০) (0-6) tan*6/2 
(1—- e) - (1 +e) tan*6/2 
C —120*0/2) - 60140805912), 
(1+ tan?0/2)— e(1 — tan*0/2) 
11905 92 , 
— 1+tan* 0/2 (লব ও হরকে 1-rtan* 0|2 
15e hz tan" 0/2 দিয়ে ভাগ ক'রে) 
17005 012 


— cos 0—e 
1—e cos 0 


Dri. 9. দেখাও £ sin x=2" cos à cos $ cos gs." COS p sin 


i x x 
sin x—2 sin হু cos 5 


s sin 37? sin E cos Ža 
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sing =2 sin us cos P 
sess | x ` 
sino -2 sin cos A 
^ sinx=2” cos £ cos Şi cos gr ubt cos টা sin X 
৮ 
উদাহরণমালা 5 
প্রমাণ কর যে, 


1. tan 2A- sec A sin A—tan A Sec 2A 


1— cos 20-+ sin 20 
* —— M শীট em : [42 1938 
1 +cos 20--sin 20 Me (কে fa t ^ 


3. Cos?^«-F-sin*x—1— 3 sin? 24 
4, Sin «-V 1 + sin 24 
০০৪ 4 — +/॥ + sin 24 ™ cot «4 

5, . SiDA + sin 2^ 

` 1+cosA+cos ZA 
6. 4 (cos? 20°.Lcoss 40°) = 3 (cos 20° + cos 40°) 
7. 4(cos* 10?---sin? 20°) =3 (cos 10°+sin 20°) 
8. tan 3A—tan 2A—tan A=tan 3A tan 2A tan A 


9, NS 4 


Sin 20° cos20° ^ 


=tan A 


1 1 
ছাট i572 42 


1—tan*(45:—60) _$ 2 
Il 57555545752) sin 20 


12. cos? (A—120?)--cos*A + ০03৪ (^-120*) 22 
13. sin 2*0 


229 
PY. 2° cos 0 cos 20 


———————— — 
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14. tin tne 00989 cos 29 cos 220 ...cos 2"-10 
15. 0==|(2" — 1) ; দেখাও : 2" cos0 cos 20 cos 2*8... cos"-19= -1 
(আগ্রা, 1953 ) 


—(14-sec 20)(1--sec 2? 9)(1--...(1--sec 2^9) 


16. দেখাও যে, tan 276 
° tan 9 

17. যদি tan*x +2 tan x tan 2y—tan*y4-2 tan y tan 2x হলে, দেখাও 

যে, হয় tan x= tan y, নতুবা উভয়পক্ষ-! 

18. যদি tan*A=14-2 tan*B হয়, দেখাও যে; cos 2B= 1+2 cos 2A 


tan(«--5— 7). tan 7 : À 
19. যদি tan(x- 847) tan B হয়, দেখাও যে, Z sin 2x=0 


20. দেখাও যে, tan (3+0)-tan (i-6)-2: 29 (আগ্ৰা, 1957) 
21. দেখাও যে, tan (9) +tan (i= 


x j TAL ..l-tan* £$ 
22. tanü-cos29; দেখাও: sin 20= ane 5 (পাটনা, 1940) 
23. sin 45°-এর মান ধরে নিয়ে sin 22]? এবং cos 228” মান নির্ণয় কর। 


24. sin 3° এবং cos 3-এর মান নির্ণয় কর। 


দেখাও যে, 
25 14510 0_1+tan 912 26. _০০99 . cot 6[2--1 
* cos0  1-tan 0/2 1—sin@ cot 0/2—1 


27. sec A—tan A=tan (zs 28, tan A+ sec A=cot (7-3) 


1+sin 0 _ a [Z 
09. i-am a (i) 


sin 2A COS A tan^ 


30: 1 +cos 2A` I+coSA 8 


910 2/ — 1—c08A tanh 
dic 1—cos2A ` ০09 A | 


32. tan 7Y 2 /6— N3+ 3-2 
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33. tan 6° tan 42? tan 66° tan 78০] 


(বেনারস, 1954) 

34. cot 142} =V 3+ J8—-2— V 6 
= 510) ৭810) 0, 9 0 <+ B 

35. tano — 57655 7 % দেখাও tan pen একটি মান tan 7 tan 


à Š 
Sin <+ sin £—a এবং cos < + cos 8 =b ; cos (x-FB) e কত? 
'নিচের সমতাগুলোর সত্যতার জন্য &-এর মানের উভয় সীম! নির্ধারণ কর : 
(i) 2910 A= J1-Fsin 2A— V1— sin ZA 


36. 
37. 


(ü) 2 cos A= -Vl-+Sim A + J1-sin2A- 
(iii) 2810 A= — 4 1+sin 2A+ JI- sin 2A 
38, দেখাও যে, 2 sin JA= + JI-csinAti-sinA; এবং 
270° >A>180° হলে কোন্‌ চিহ্নটি সঠিক? (বেনারল, 1931 ) 


39. A=240° হলে, 2 singe Ji+sin A V 1—sin A—f# সত্যি? 
z 


40. A=170° হলে mate যে, tan < 71741768055 


tan A 


6 সমীকরণ £ সাধারণ মান 


ষষ্ঠ অধ্যায় (EQUATIONS : GENERAL VALUES) 


61 xf sinócitx, “তবে ৪-এর মান কত? এ. প্রশ্নের সহজ উত্তর হল £ 
৪০16) কিন্তু এটিই 6-র একমাত্র মান নয়। 0—2-7/6'9 sin 0=4 
সমীকরণকে সিদ্ধ করে। বস্তুত 9-র এই ছুটি মানের সঙ্গে 360° বা 2r এর ধনাত্মক 
বা খণাত্বক যে কোন গুণিতক যোগ করলেও এ সমীকরণ সিদ্ধ হবে। কাজেই 30°, 
1505, 390°, 510°, ..... 423305: 22105, s s ইত্যাদি অসংখ্য কোণের 
গ্রত্যেকটির sine অনুপাত 4 । অন্তান্ত ত্রেকোণমিতিক অন্ুপাতের ক্ষেত্রেও তাই। 

কোন একটি কোণের ত্রৈকোণমিতিক অনুপাত স্থনিদিষ্ট হলেও, দেখা গেল, 
বিপরীতটি সত্যি নয়। অসংখ্য কোণের ব্রিকোণমিতিক waste একই মানবিশিষ্ট 1 
ŠQ সব অসংখ্য কোণ-প্রকাশক সাধারণ CES সম্পর্কে পরবর্তা অনুচ্ছেদগুলোতে 


আলোচনা করা হল। 
62 একই sine (al cosecant ) বিশিষ্ট অসংখ্য কোণ-প্রকাশক s.s 
(General expression for angles having a given sine or cosecant) 
যে সব কোণের sine-aq মান একই, ধর, তাদের ক্ষুদ্রতম ধনাত্মক কোণটি < এবং 


0 হুল অজ্ঞাত কোণসমূহের সাধারণ নাম। 


০০910. 0=sin < p’ ë 
বা, sin ọ—sin <=0 

বা, 2 ০০৪৮, sin? 20 T-X A 

^ cos $3420 740 ó x 


. 0-« - 
অথবা, sin - 79.6) 


0) থেকে: /:-02%+1) দু me0 +1, +2, 


Mo 0=(@m+))z-< — . d) 
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(1) থেকে £ Emr, m=0, £1, £2, 
SS 822mxz-« ses Us) 
(iii) ও (iv) একত্রে 8 0-nz-cF(-1)«  n=0, £1, +2, 
কেননা, %-»অযুগ্ম অর্থাৎ 2m--1 হলে, 0e(2m--1)z --(— 1)2*3 < 
ex(2m--1) — < 
n- yi sts 2m হলে, 0—2m= + (— 1)2"4—2mz +< 
আবার, cosec 0=cosec < হলে sin 0=sin < 
— এক্ষেত্রেও 0-nDzd-(—1)'« 
চিত্রে n=0 এবং n=1 এর ক্ষেত্র ছুটি দেখান vat | 
অনুসিদ্ধান্ত: বদি 9990 zz, তবে 8—nz, কেননা <= 0. 
6.3 একই cosine (অথব! secant) বিশিষ্ট অসংখ্য কোণ-প্রকাশক sus 
(General expression for angles having a given cosine or secant) 
যে অসংখ্য কোণের cosine বা secant একই মানবিশিষ্ট, ধর, তাদের ক্ষুদ্রতম 
ধনাত্মক কোণটি < এবং 6 সেই অজ্ঞাত কোণগুলোর সাধারণ নাম। 


* 


p 4. COS 0=COS < 
বা, cos <—cos 0=0 


বা, 2 1:৮5 sin? — 4-0 
A 2 


sin ?2-0 NO) 


বা, sin 2 i-o i) 


G থেকেঃ P en, n-0, +1, 2:2১... 


বা, 0=2nz—< (vii) 
"Ñ 2" sk 
Gi) থেকেঃ =", n=0, +1, +2,... 
বা, 6-2nz--« .. (viii) 
Gii) ও (iv) «ṣa. 6552৭  n=0, +1, 42... 


চিত্রে ॥=0-এর ক্ষেত্রে ধনাত্মক .-কোণটি এবং n=1 এর ক্ষেত্রে একটি কোণ 
(722 - <) দেখান হল। 


power 
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আবার, Sec ০৮560 < হলে cos 0=cos < 
S^ এক্ষেত্রেও, 9৮৮207257০0, +1, +2, ... 
অনুসিদ্ধান্ত £ যদি cos ০০1 হয়, তবে ৪- 2 


6.4 একই ট্যাঞ্জেপ্ট (al কোটা্যাঞ্জেণ্ট ) বিশিষ্ট অসংখ্য কোণের sra 


(General expression for all angles having a given cosine or secant) 


যে অসংখ্য কোণের tangent (বা cotangent) একই মানবিশিষ্ট, ধর, তাদের 


ক্ষুদ্রতম ধনাত্মক কোণটি < এবং / সেই অজ্ঞাত কোণগুলোর সাধারণ নাম। 


.-. tan 0=tan < 
বা, tan 9 - tan « —0 E 


sin 0 sin € 


বা cos 0 cos« 


sin (0—<) _ 0 
বাঃ Cos 0 cos < 


বা, sin(9—x)20 (১ cos0-0; cos«-0) 


0 — “=n, h=0, £1, 4-2, ... 
0-nz-4-« A 
আবার, cot 0=cot < হলে, T+A 
tan 9 =tan < a 
০ x 


এক্ষেত্রেও ÓÜen +<, 
n=0, £1, £2, ... P 


অনুসিদ্ধান্ত: যদি tano=0, হয় তবে 0=n, 


6.5 কষে দেওয়। উদাহরণ (Illustrative examples) 
wi 1. নিক্নলিখিত ক্ষেত্রগুলিতে 0-63 সাধারণ মীন নির্ণয় কর £ 
() sin = A3, (i) cos 0e = 2) Gü) tan a= Jš 


€) s 9815 Vs s, অতএব 0-44 ক্ষুদ্রতম ধনাত্মক কোণ = 
উঃ মাঃ জিকোণ--5 


66 উচ্চতর মাধ্যমিক গণিত 
শ* সাধারণ মান £ o=nr + (- 1^5, n=0, £1, +2, et 
(ü) *+ cos 0= - 8, কাজেই ০-এর ক্ষুদ্রতম ধনাত্মক মান= 52/6 


bart, n=0, il, +2,... 
(ii) `° tan 9— J3=tan z/3 
y ৪৪4, n-0, +1, £2, ... 


Sri. 2. 0805৪. 3 cosec?0 -1 ; 0-3 সাধারণ মান নির্ণয় কর ! 


(কঃ বিঃ 1939.) 
পক্ষাস্তর কারে, (8941 = 3 cosec?0 
ৰা, sec20 = 3 cosec?0 
বা, tan*0—3 
p tan 0 — + V5 
7 tan 6-2 J/3-tan 5 vie =n +5 


` tan 0= — /3=tan (—2/3) ০০078707713 


EA ৪০428 ne0, 41, 452, 2. 


Swi. 3, সমাধান করঃ cot x -tan x—2 (ক: বিঃ 1937 ) 
3 
Sin x cos x 
বা, COS? x — sin?x —2 sin x cos x 
Jl, cos2x-sin 2x 
বা, tan 2x=1=tan 7/4 


১ 2x=n= +7 f x +E = (4n+1);7/8 


Vel. 4. সমাধান কর £ cos960—cos 50—cos 9 


পক্ষাস্তর করে ২ cos 904-008 6 — cos 59=0 
বা, 2 cos 50. cos 40—cos 5950 


LEE 
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বা, cos 50 (2 cos 49--1)-0 
^ হয়, cos 5050 S 50=2nz+z|2 
১২ 
0 
নতুবা, -2 cos 49 - 1=0 2.0402 2717 25713 


LIESS 


x 
0=(6n+ Da 
উদ, 5. সমাধান 44: tan x-tan 2x--tan x tan 2x=1 
i (কঃ বিঃ 1945 ) 
পক্ষাস্তর Pta: tan x+tan 2x—1 -tan x tan 2x 
s tan x+tan 2x _ 
` I—tan x tan 2x 
বা, tan (x+2x)=1 
বা, tan 3x=1=tan 7/4 
S. 3x=nz+z/4 
` x-—$(nz-z/4, 720১3515452) ... 


^ 


উদ, 6. সমাধান কর? cos mó—sin n6. 
x 
এখানে, cos m0=cos ( X 79 ) 


m -—2kz + (5-79, k—0, 1, 352) ... 


Do 


js I (m+n)g= (272) 
; (m -n)? - Qk —2)7 


T: ০০$1৩-এর পরিবর্তে sine মাধ্যমেও অঙ্কটি করা যেত। few উত্তরের 
চেহারা ভিন্ন হত। তবে তারা একই কোণ শ্রেণীকে বোঝাত। 

Sri. 7. সমাধান কর £ sin x+ ৯ cos x=, (বেনারস, 1952 ) 

উভয় পক্ষকে sin x এবং cos x এর সহগের বর্গের যোগফলের বর্গমূল দিয়ে ভাগ 


করে, অর্থাৎ ২/।৯+4(,/8)5 বা 2 দিয়ে ভাগ করে 


3 sin x+ a COS x= x. 


.. 02S x 1 
বা, sin gmn x+cos Š cos x Z 


68 উচ্চতর মাধ্যমিক গণিত 


বা, cos = f 


^ 2 4 
Tx— - s 
x 272 4 
5 
বা, xem, 


এবং  x-2nz—2/12 


Tg: এ জাতীয় অঙ্কের ক্ষেত্রে, অর্থাৎ a cos 946 sin 0=c আকারের 
সমীকরণে, সমীকরণটিকে বর্গ করা আপত্তিকর ; কারণ এতে এমন সমাধানও পাওয়া যাবে 
যা ও সমীকরণ সিদ্ধ করে না। এরকম সমাধানকে অবান্তর বীজ (extraneous 
solution) বলা হয়। যেমন, 

sinx+ 3 cos x= */2 

বর্গ ক'রে ও সাজিয়ে? 3 cost x=( J2- sin x)* 

কিন্ত এই সমীকরণের সমাধানে — 8cosx—./2-sin xq বীজও এসে 
যাবে। 

এক্ষেত্রে রীতি হলঃ ৫-7 ০০১৭০ bersin« «Wie | 

রর cos «ea/ Ja? + BF 

°. acos --bsino-c সমীকরণটির রূপ দাড়াল 
^ (aš +b) COS < cos 0+ V q* + bz Sin < sin 0 =c 


[4 
b 


=cos B (ধর) 


41, cos (৪-*)স্ 
a? 


0—<=2nz+ B 
4 0m92nz «x B 
Bal. 8. cos 20-cos 0--sin 0 
". COS*0—Ssin?0—cos 0--sin 0 
বা, (cos 0--sin 0)(cose— sin 0)=cos 94-510 9 
al, (cos 0--sin 0)(cos 0 -sin 0—1)=0 
. 8, cos 0+sin 9.0 (i) 
নাহয়, cos0—sinOó-1  ...(ii) 


G) থেকেঃ tan 9--1 s 0= n -5 
ii 1 Li 1 
(i) থেকেঃ — coso- —sin 0= — 
) Jà Ja sin Ji 
T s 5s uon | 
4| cos 0 cos gz sin 0 sin i" vi 
zi. 1 
4l, cos (0+3) J2 
x x= z 
9+7-21 + i C. 022m বা; হু 


উদ, 9. সমাধান কর £ tan p0=tan qo. 
যেহেতু tanpó-tan qo 
4 p0=nz+q0 
e (p—-q)0=n= 
nz 


0=— 


p-4 
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উদ. 10. সমাধান কর £ tanx-tan2x--tan 350  (বেনারস, 1946) 


tan x--tan 2x4-tan 35509 
tan 3x— _ (tan x 4- tan 2x) 


tan x+tan 2x 
৬ FB 2 
বাঃ ] -tan x tan ax" greg mer 


টি 
বা, (tan x+ tan 20 rus t1] =° 


comm, tan x+tan 2x=0 ess). Kd) 


১০১২8 TS ji 
নতুবা, i-e rhe el G 


() থেকেঃ tan x= -tan 2x = tan (— 2x) 


So x=nz—2x 3j, 3x=nmr তত xe 


Gi) থেকেঃ 1-tan x tan 2x+1=0 
বা, tan x tan 2x22 
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2tanx 


4l, tan x. [জনন 


বা, 2tan?xel 


tan?x-3-tan? < (tan 4=1/ 42 ধরবে) “2. x=nz+< 


উদ্বাহরণমাল। 6 
সাধারণ মানদহু সমাধান কর ঃ 
1. 2(cos*0—sin?8)-1 2. 2 cos? 9--4 sin?0 =3 
3. 2sin*e-5cos0—4-0 4.2 51097451092 -2 
5. sin 58--sin 30= sin 9 6. cos 0 — cos 70 «sin 40 
7. tan x—cot x—cosec x 8. tan 9--cot 20-2 
9. 31077941510 ৫90 10. sin pü4-cos q0=0 


11. sin 40—sin 30--sin 20—sin 0=0 
12. cos 0+ cos 30--cos 59 + cos 700 
13. tan? 9=3 cosec? 0-1 
14. tan? 0--sec 9-1 
15. cot* 9—1- cosec 9 
16. cosec? 0 + cot? 0=3 cot 0 
17. tan? 9--cot?022 
18. cot x—tan xe2 
19. cos60— J3sin 9=1 
20. J3sin 0—cos 0= J2 
21. cos 0+ /3 sin 0=//2 
22. sin x--cos x= ২/2 
23. sin 0—cos 0— ২2 
24. 3cos 0--y/3 sin ০. J6 
25. sin 0+2 cos 9-1 
26. J3cosx-sin x=1 
27. cos x--sin x=cos 2x--sin 2x 
28. cos x—sin x cos < - sin < 
29. (i) sin 20= cos 0 
(i) sin 492sing 
30. tan x--tan 2x- tan 3x=0 


(কঃ বিঃ 1959, ) 
(কঃ বিঃ 1939) 


(কঃ বিঃ 1913 ) 
(পাটন।, 1942) 


(কঃ বিঃ 1937) 


(আগ্রা, 1952) 
(কঃ বিঃ 1944 ) 
(বেনারস, 1946) 
(আগ্রা, 1949) 
( বেনারস, 1949) 
(কঃ বিঃ 1933 ) 
(কঃ বিঃ 1954) 
(কঃ বিঃ 1960 ) 
( বেনারস, 1938) 
(কঃ বিঃ 1953 ) 
(বেনারস, 1949 ) 
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31. tan x+tan 2x--tan 3x=tan x tan 2x tan 3x ( বিঃ 1956 ) 


32. tan (z|4--0)+tan (7/4—0)=4 (কঃ বিঃ 1949 ) 
338. cos 2x—cos x sin x 

34. sin 5x cos 3x—sin 9x cos 7x (বেনারস, 1946 ) 
35. cos?0—sin 9 —+=0 ( বেনারম, 1949 ) 


36. cos 2x —sin 2xecos x—sin x—1 

37. sin 0— J3sin$; ২/৪ cos = V3 cos % 

38. cosec 0— ৯/3 cosec $ ; cot 0=3 cot $ 

39. tan 9--tan 20+ ২3 tàn 0 tan 202 J3 ( বেনারল, 1951) 
40. cos 3x-Fcos 2x 4-cos x=0 (কঃ বিঃ 1946 ) 


41. Sx ep (কঃ বিঃ, 1958 ) 
sin 2x cos 2x 


42. 5 cos x+2 sin x-2 (দেওয়া আছে š tan 21481. 014) 

43. 2cos 0+3sin 9—2 (দেওয়া আছে 2 tan 56° 20'—13 ) 
44. tanax -tan bx=0 ; দেখাও যে, x এর মান সমান্তর"শ্রেণীভুক্ত I 
45. ব্যাখ্যা কর ঃ একই শ্রেণীভুক্ত কোণগুলো নিয়োক্ত "auc প্রকাশিত : 


০4-৮7-4051)” z6 এবং 0—¿Z=2nm +z] 


46. যদি sin A=sin B এবং cos A—COS B হয়, তবে দেখাও যে, হয় A=B 


অথবা / ও B এর অন্তর চার সমকোণের কোন গুণিতক। (কঃ বিঃ, 1935 ) 
47. সমাধান কর (সাধারণ মানের দরকার নেই ) 
tan + tan y—2 (কঃ বিঃ, 1955) 
2 cos x cos y—1 
48 সমাধান কর £ 
(i) sin 40=cos 30-- sin 20 Qco-z (কঃ বিঃ, 1951) 


(ii) sin a+sin 2A--sin 3A—0 O<A<2z (AtB, 1944 ) 
(iii) cos 0--y/3sin 0=2 0<0<27 (কঃ বিঃ, 1936) 


7 বিগরীত-বৃত্তীয় অগেক্ষক 
AAT অধ্যায় (INVERSE CIRCULAR FUNCTIONS ) 


T1 ‘sin 0='-একখার অর্থঃ o এমন একটি কোণ যার সাইন eos 
হল x | কখন কখন এই কথাটি স্ববিধাৰ্থে 0—sin-* x এরূপও লেখা হয়। sin pex 
এবং 0=sin-* x একই কথা-_ছুইরূপে লেখা হয়েছে মাত্র। একটি দেওয়া থাকলে, 
অপরটি স্বভাবত্ঃই লেখা যায়। অনুরূপভাবে, ০০৪-12 এর অর্থ x এমন একটি কোণ যার 
কোসাইন, Wels x; 180-.7) দ্বারা এমন একটি কোণ স্থচিত হয় যার ট্যাঞ্জেণ্ 
Wels y; ইত্যাদি ইত্যাদি। 

Sin-!x, cos7y, 080-5 b ইত্যাদিকে sine, cosine ইত্যাদি থেকে পৃথক 
করার জন্য এদের বিপরীত-বৃত্তীয় অপেক্ষক (Inverse Circular Functions ) 
WAI sine, cosine ইত্যাদি হল বৃত্তীয় অপেক্ষক ( Circular Functions ) ! 
'sin"* x^ কে ‘পাইন ইনভাস”৮ এরূপ পড়া হয়। 

উপরের আলোচনা থেকে সহজেই লেখা. যায়ঃ 

y=sin x হলে ০৮৯৪10-২ y 
p=cosx হলে ১৮-০০৪-%9; ইত্যাদি। 
তেমনি 1=cos £ s 8 700574 


^ tani 1; ইত্যাদি 


লক্ষ্য কর বিপরীত বৃত্তীয় অপেক্ষকগুলে। কোণ প্রকাশক। আর বৃত্তীয় 
অপেক্ষকগুলে। এক একটি অংখ্য।। 


সমাধান । $10-২% কিন্তু (sin x)" অৰ্থাৎ 11510 x নয় ; কারণ sint x হল 
একটি কোণ এবং এক্ষেত্রে —1 কোণ বীজগণিতীয় সুচক নয় ; কিন্তু (sin x): এর 
Sin x একটি সংখ্যা এবং - 1 একটি বীজগণিতীয় z5 | 


বিপরীত-বৃত্তীয় অপেক্ষক 7$. 


7.2 মুখ্য মান ( Principal Values ) 

sin-* 3 বললে আমরা বুঝি এটি এমন একটি কোণ যার Sine হল $ অর্থাৎ 7/6 ;. 
কিন্তু /6 ই একমাত্র কোণ নয় যার sine=1 | বস্তুতঃ %:4(-1)7 z/6 এই অসংখ্য 
কোণের প্রত্যেকটির sine = 31 (a—0 বা যে কোন পুর্ণসংখ্যা ধনাত্মক বা 
atag )। 


s Sinn? I1=nm+(-1)"* : তেমনি, tan7!l—nz +7, ইত্যাদি | 


কাজেই ৰিপরীত-বৃত্তীয় অপেক্ষকগুলো বহুমান afb) এর মধ্যে যে কোণটির 
'খ্যমান ক্ষুদ্রতম, ধনী ত্বক বা খণাত্মক, তাকে বিপরীত-বৃত্বীয় অপেক্ষকটির মুখ্য মান 
(Principal value) বলে L যেমন, sin ন এর মুখ্যমান 7/61 যদি একই সাংখ্য 
মানের কিন্ত বিপরীত Bage ( ধনাত্মক ও খণাত্মক) ছুটি কোণ থাকে তবে ধনাত্মক" 
চিহ্যুক্ত কোণটিকেই মৃখ্যমান ধরা হয়। ০০৪-* ও এর মুখ্যমান 7/3, —7/3 নয়। 


7.3 sinsin-* x, sin- sin 0 ইত্যাদি রূপ 
(sin sin7* x, sin-* sin 0 etc. forms) 
(a) sin 0=x হলে 0=sin-1i x 
-. Sin sin-t x=sin (0) —x 
তেমনি cos cos-t x=, tan tan`? X=, ইত্যাদি 


(b) 510 9-% হলে 6-sin-* x 
A sSin-: sin 0= =sin-t(x)=0 
তেমনি cos“: cos 0, tan`: tan 959 ইত্যাদি 


7.4 প্ৰমাণ কর যে, cosec* ৯৪৪78 | 


11521 
- ৮৯ 

sec^* xecos F 1 AD) 

cot^* x —tan* Um 

xax 

ধর, cosec™t=0 cosec 0=x 

4 sin g=} 0=sin-1 L ++ cosec^ix-sin^* 1 
x x P 2 


অন্যান্য সম্পর্কগুলোও অনুরূপভাবে পাওয়া যায়। 


7.5 wm অপেক্ষকের ন্যায় বিপরীত বৃত্তীয় অপেক্ষকেরও যে কোনটিকে অপর 
একটির সাহায্যে প্রকাশ করা যায়। 


যেমন, sin 0=x হলে, cos 0 = +/] xš এবং tan Liner v š ইত্যাদি | 
2 


= 0=sin-1 yæcos-1 V] xs —tan-t >, ইতাদি। 
| J41-x* 
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TS মনে রেখ, এই সব বিপরীত-বৃতীয় অপেক্ষকপ্তলোর মুখ্য মানগুলোই i 
পরস্পর সমান ; ওদের দ্বারা প্রকাশিত অসংখ্য মানগুলো এক নয়। 


(80-51-0015 x=z|2 f Eon (2) 


7.6 প্রমাণ কর যে, 5i-* x+cos-1 x=z|2 ` 
Sec"! x-Fcosec^! x=x/2 


ধর, Sin! x=0 ., x—sin 0=cos (5-9 ) 


To COU iym 
x j 0 = 


Sin"!x-cos* xe, 3 - =: 
অন্যান্ত গুলোও অনুরূপভাবে পাওয়া যায়। 


TÈT: এখানে বিপরীত quM অপেক্ষকের মুখ্য মান ধরা হয়েছে। উপরের 


ফলগুলো x ধনাত্মক হলেই সত্যি । x ধণাত্মক হলে প্রথম ও তৃতীয়টি সত্যি, কিন্ত 
দ্বিতীয়টি নয়। দ্বিতীয়টির মান সেক্ষেত্রে -ন/2হয়। 


7.7. দেখাও যে, tanix tan iy tag XE | 


| 

—X hi 

Ca e TR @ j 

tan: x—tan^? y-tan-: X— y 

1170 | 

ধর, tan^!xeA tan A—x | 
এবং tan-1y=B ^ tans=y 


=+ tan (A+B)= fna+tanB _ x+y 
1—tanA.tanB 1—xy 


+ A-B-fanoi X+) 
l-xy 


বিপরীত-বৃত্তীয় অপেক্ষক 15 


= v. 460% 
বা, tan"? x--tan^* y—tan pose 
VA UC 58918144174 
"aC tan"! x—tan * y—tan জে 


দ্রষ্টব্য £ 1. অনুরূপভাবে অনায়াসে প্রমাণ করা যায় যে, 
০০৫2 x cot-* y= ০015 yi 
me y yx 


2. ও নং সেটের প্রথম সমীকরণে yx বসাঁলে 
2 


an^!x—tan^! 
2t n ic 


» (4) 


3. tan (tan-2 x + tan`: y) —- XE 
( T y) . 


`< 


7.8 দেখাও যে, ten": x +tan-t y--tan^ z 


Stan 2 নর XZ ` (8) 


ধর, tan-ix=A, tan-iy=B, tan-tz=C 
tan A= x, tan B= y, tan C=z 


tan A + tan B +tan C - tanA tan B tan C 
এ 2 2 টাটা? 
ক্ষণে, tan (A+B+C)= rr ane~ tanb tan C — tan C tan A 


_ x+ v+ z-— xyz 
1—-xy-yz-zx 


xtyMz-xyz 
I —-xp—yz—zx 


A+B+C=tan-* 


`. tan?! x--tan^* y+tan-t ze tan^* —+y+z+xyz 
1-xy—yz- zx 


7.9 দেখাও: sin-*x +sin-iy=sin-tixV/1-—ys+yV/ i xF 


C0s^1x--cos^ y —cos" (xy F J/(1—x*?)(1 —y*)] ...... (6) 
ধর, Sin^cixeA s. SinA=x; COS A= 41525 


আবার, sin"iyeB(44) .. SinB=y; cosBe4]-ys 
y 
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এখন» Sin (A +B)=sin A Cos B + COS A sin B 
—xJ1-ys&yJ1-x* 


^c AtB =sin Hx J1—ys y JL — x") 
বাঁ, sin^? x +sin-1 yesin-* (x Ji—y3iyVi-xs 


অহুরূপভাবে, প্রমাণ করা যায় যে, 


COS" t X-Fcos^! y—cos-1 ixy* ^4 —x*u- yj 


PU: যদি ? এর বদলে ব্যবহার কর! হয় তবে উপরের সমীকর 
থেকে সহজেই লেখা যায়ঃ 


2 sin *x esin-*(2x / 1 - x3) ! «(7) 
2 cos"! x —cos-1(2x3 — 1) 


PAE I ৮. E 4 
7.10 দেখাও বে, 2tan-ixcsin-: কল 
2x 
= 2 8 
"s (8) 
ধর, tan-ix= 0 tan 9—x 


i 2 tan 0 2x 
Sain Sa Less T Ep 


1 E20 2X 
20 — sin ETT 


2x 
১৩ ME 
বা, 2 tan-!x— sin T 


l-:an*0 1-xs 
সিএ l-tan?Ó 1+x° 


+ 20= cos-i lx 


—<xs 
Xr 3l, 2 tan7!x - cos: 1 x 


14+x* 
— 2tan 0 ox 
আবার, tan ERE I 
2 
v. 2egani 2 qq 2tn-x-tanci 2E. 


——BáM ৭... 


বিপরীত-বৃন্তীয় অপেক্ষক 7 
7.M. প্ৰমাণ কর যে, 
(i) 3sin-tix=sin"i (3x - 4x*) 
(ü) 3 cos-1x2cos-* (dx^ — 3x) 


iis 
(Hi) 3 tan"'x - tan^* = ars 
(i) ধর, sin-ix=0 | S. SinÓ-x 
এখন, sin 30—3 sin 0—4 sin*0 = 3x — 4x* 
3৮ —sin^* (3x — 4x*) 
বা, 3sin"'x-sin^* (3x - 4x*) 
(ü) ধর, cos-1x=0 9. ` gos 0== 
এখন, cos 30=4 cos*0 —3 cos 0=4 x — 3x 
30 — cos^* (4x* - 3x) 3 cos *x—cos-^* (dx* 3x) 
(Hi) ধর, tan-tx=90 `i. tan 0=x 


3 tan 80 — tan*ü 3x—x* 
e 1—3tan?ü l-3x* 


-1 3x—x* K 3x-x* 
= 1 — = 3 — 
30=tan ii বা, 3tan^'x—tan^* 1-3 
712 কৰে দেওয়। Sataa.) (Illustrative examples) 


wl 1. দেখাও যে, sin1x-cos !4]-x*—tan-: _ * 


4 ]1-x* 
= PoC ER Aa ei 1 
৭] — x° 
=cosec-11 
ধর, 0=sin"ix 4. Sin 0=x 
VI-x3 3 
cos0o= /]—x3; tan 02 35 cot O= 17x. 
1-x?; বানি ": 
1 1 
sec 0== — 5, COseCO=- 
Vix’ £ 


0O=sin-1xy=cos"1//] —xs=tan-1 2 
DER Y1-x* 


ecot-x V1 — ms = ইত্যাদি । 
x 
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চিত্রের সাহায্যে আরও সহজে করা যায়ঃ sin 0=x 
পার্শবর্তা চিত্রে š বিপরীত বাহু =x, অতিভূজ= ! " ভূমি My 


A s Cos Â= /1—x* .. 0=cos-1, xs 


^ 1 
1 
sec 0— se 0== sec i _ 
Ji-xs J1-x* 
S ০99৫০০০০8২০ 8—cosec-: 1 
B VI-X? e x EX + 
12858 
উদ, 2. প্রমাণ কর যে, cosi getant i, 
44, cos“: =° se cos,0=15/17 
^ Gun jute ETE vizasi 87 8 
Cosó cosü ^ 5117 1517 ^15 
; ও 55785788748 
১৮00৪ 17 =0=tan 15 
চিত্র সাহায্যে : চিত্র থেকে, স্পষ্টত A 
ভূমি15, . অতিতুজ-17 p 
AO বিপরীত বাহু ১17 -15% =8 8 
8 4.8 
২১০1209০০০7 ৮510০081072 — পর 
15 15 B T ra 


15 8 
নত ১ etan ২ 
০০৪-+|? = 


উদা. 3. দেখাও যে, sini +sin-: ij +n 16 ০712 


GP 1941 ) 


ধর, sin” 36; . Sin PEE +. tan0,= Ee =š 
5 /017-(415)5 3 
25 2 MOD 5 5/13 5 
Sin-1-— 92 2, sin 0. «— bi: = = 
8৮৮০ 1143 s +/8-0১13)2 12 
; 3416 h 16 , 16/65 . 16 
810725২7565. ie sin0,= ° *, tang -— s 
65 8 8 65 5 Rh —(16/65)* টন: 
বামপন্ষ — 0, +0, +0, 
4 5 16 
P -1 -1 -1109 
=tan gttan 147 tan 63 
-—tan^* ELS M tan-116 
1-5. 5 63 
13 


- . 63 
=t 6 =i 
an t cott ic =z/2 


Bl. 4. দেখাও যেও. tan^* 5-tan' * 37085-5 Z=z|4 
বামপক্ষ = tan7 is Jtan^i 7 


9 
rl = 7 
fan g tan E 9 
1,7 
—ftan^: 5 9 ..(an-:]—z/4 
£i 
'9 


Bal. 5. দেখাও যে, tan-* j--tan-* 2 -tan-: P tanig 22/4 


(sr. fa. 1952), 
বামপক্ষ = (tan + tan" 5) + (tan: jan: 1) 


1,1 Irt 
etan^* 3 5 -Ftan^1 7 8 
1-1! jer 
SS i8" 
ভি: n 67775 
tan^1 g +tan ii 
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RIS 
7711 atan-11-z/4 
4 


3 
i n 


—tan^! 


6 Mer Her 
উদ, 6. প্ৰমাণ কর যে, ০০3-% $342 tan p ap sint x 


ig 63 Á 23 
LC cos n? «^ C086 65 


JI —cos? g — V 1 — (63/65) .16 
cos 0 63/65 65 
16 


4 =-= [1l 
. 8stan 65 


tan 6= 


. PEU 
u^ বামপক্ষ-৮1৪০0- cS r2tan 3 


1 
S ana ko কক 5 
tan 65780 7, 


516 5 
='tan-1 —-Ftan^* — 
"CE cal: 


= tan: 16/65 5/12 


Mam s 
= tan M m sin Ve 


-,0—b E 
l4 ab 


(কঃ বিঃ 1955) 
দক্ষিণ পঞ্চ =(tan-1a—tan-*b) + (680-59--680756) 
=tan-a—tan-ic=বায়পক্ষ 


উদ, 8. দেখাও যে, 2tan- L+ tant = { বেনারস, 19441 


"wl 7. প্রমাণ কর যে, tan"! a—tan-2 c=tan 


বিপরীত বৃত্তীয়-অপেক্ষক ৪ 


d 1 
090 x "E 
tan ic ng 


= an^! 8*7 
— T "tan? 12/4 
1-35 
উদ. 9. প্রমাণ কর যে, tan? ২1৮০০ cos: ni (কঃ বিঃ 1943 ) 


ধর, tan-!4/ xe 4 tan a= Jy 


1—tan* ó 1—x 


4 cos 2. 
pu nso 13x 


26-cos^! 1-x 
1+x 
-,l—x — 
i db 
1 cos ilit tan Vy 


ri. 10. দেখাও যে sec? (tan-* 2) 4-cosec? (cot: 3)=15 
(কঃ বিঃ 1956 ) 
ধর, tan! 2<A ^^ tanA=2 
cot"! 3—B ^ot B32 
বামপক্ষ = Sec? A +cosec* B 
—(1-Ftan* A) 4-(14-cot* B) 
=(1 +23)+(1 +3*)=5+10=15 


Bai. 11. দেখাও যে, cos tan-! sin coit xe [2* iy 


E প্রঃ বো. 1950 ) 
ধর, cot!x-« ^o Ccot <=x 
1 


.. sin 60125৮75510 «2 — — ew 
BET JTLE [ভুত 


-. tan^!sin cot"! xsstan-t Ta = (ধন) 


তে © 7৮ la x< * 


Vita" 


উঃ xi: ভ্রিকোণ--€ 2 
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1 ROC 
sec B^ Vl +tan* B N চু ৪৪ 
Hrs 


x? 


J. cos B= 


S বামপক্ষ 5০০৪ fan"! sin cot! xe cos ? 
০0৮1 


24Mx* 
H 
frei E- 
3 1484 


উদ. 1). xfrtan-?x-Htan-* y+tan-i z—7 হয়, তৱে £4 কর যে, 
x+ y+ z= xyz. (ক: fa: 1954 ) 
শর্তান্নারে, tan ( tan^* x+tan=i y--tan-* z )etan 7 


al x-+y-+z—xyz. zu 
]- yz- zx— xy 


A x+y+z—xyz=0 বৰা x+y+z= xyz 


বিকল্প পদ্ধতি? ধর tanc x=<,tan-ty=B,tan"t ze y 
ʻ tan «—x, tan ey, tan } =z 
শর্তান্ছসারে,  «tÜrI—A 
বা, («£8 )=z=—7 
S. tan( «B )=tan (z -7)=tan 7 
tan «--tan 
deme da 


1]—tan < tan 6 ani T 
বা, E: ` X+)+ Z= xyz 
Wel 13. সমাধান কর £ tan-t2x+tan"i x= 
Debe 
^ Vra এ 


Ao 60—5x-120 w 
ৰা, (6xel)(x-1)e0 | ...xol 4-1 


বিপরীত বুস্তীম-অপেক্ষক 83 


x= =i ছারা সমীকরণ সিদ্ধ হয় না, কেননা বাষপক্রস্থ ছুটি p মুখ্যমান 
"Neo s fifa সমাধান x=] 


-22tan^* x 


(কঃ fa: 1947 ) 


12874 তিক 2b T 
sin জিকা, 1:93 510 -2. | কট ও tan^* b 


2 tan^* a2 tan! 5—2 tan-1 Y 


jo zT D Id y: At 2b 
Bal. 14, সমাধান কর £ sin ripe iNi TX 


fan^* x «tan-* a £tan-1 p=tan-i 4T 


l-ab 
? ? = a+b 
শি pori 
উদদাহুরণমাল। 7 
দেখাও যে, 7 
L- sin^* 15 coc rem ^ 2. tan-* *&--cosec-i 1 
3. ‘seë (lan-tx)= ^ 4x3 4. tan (sec-13)— x1 
Utan^t2--tan^! পুন € n 
tan-t j--tan^1 3 «1 (বেলার, 1949 ) 


5 

6 

7,125 Tr HEO ** S tan-1 E 

8. tan-i Ytan ti stan-1 ottani i 
9. tani 7 ttan t itn! A atott 


10. 510-5 *-p.sin-i একি 51075 21 (ৰেনারদ, 1948 ) 
1. 21007: j tant: paragi as io 08 বিঃ 1951 ) 
12. 21an-:1.sin-1 $-z[2 

13: Sin-: = 5 + coi 3/4 (বেনারস, 950) 


14. tan^' 1 +tan-i21elan- রা aij 


15, tanc: lU 40885 gn oS 3 
xi ade ৪467 08 a* abl tanzi ৪1. (কঃ R90 y 


+< 
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32. 


উচ্চতর xix গণিত 


tan-'p -tan-!retan-? — 24 tan: -—7 
s+ Pq 1+qr 


cos-ta+cos tb = si ~t (4৮17-88-81 - as) 
x+y 


তা এ — — —— —— — —— 
EIC JUF Fy) 


tan`! 3e fan-* j--tan^? 3 +tan-i i- (কঃ বি: 1942) 
cos-tx=sin- [754 cos NEE 

-2sin- N= Xe2 cos- গঠিত 
sin! NES ==cos-1 LE =tan š A 

a—b a-b a-x 

sin-* EE =cos- 1 Ta-x -tn-: aen. 

2a 2a a-x 
tan (2 tan~ !x)—2 tan (tan x + tan x8) 
sec? (tan~? 3)—cosec? (col > 4)—27 


sin-1 £-Fsin^* Js--sin^? 16 <= z|2 (কঃ বি: 1941) 
4 (cot-1 3-Fcosec^* J5 )=7 (কঃ fa: 1939 ) 


b—c ., €—a ., a-b 
tan-i 2 C tan! ১২০, 
Y 1+bc " চা rw 


. tan(lan-*x-- tan" *y4-tan^!z) —cot (cot-1x+col ++ ০91-22) 


cot-1 +1 cous betl peot AH 
ab b—c c-a 
di -b a b-c -ı €—a 
tanc? .2—? 4tan^? ১ tan"! 
+95 ioe IF 
"` É =b’ b*—c* _, c*-a 
tan" 775, ৭6৪0 2 bes Ttan^! irc 


tan~: (cot x) 4 cot^? (tan x)=7—2x 
(sec (cot-1x)]? e [cosec (tan-?x)]* 
sin cowec- t cot tan~? y ~x (বেনারুস 1949) 


4l. 


42. 


(ü) ০০14১৮4০314 2x ven 
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cos tan-! sin cot^! NEGLI 
3555 
যদি tan-ta+tan-tb+tan-tc=z|2 ww, 
দেখাও যে, be + ca+ ab=s1 
যদি COS" 1x-FCOS- iy--COS-12—7 হয়, 
দেখাও যে, x: ++ z+ 2x/==1 , (9 ৰিঃ 1948) 
যদি sio-1x --sin- 1y-Fsin-'z tz==z হয়, তবে দেখাও যে, 
xJp—xseyV] yrtz Vi-zs-2xyz (কঃ বিঃ 1944 y 
যদি c s-tix--cos-ty=0 হয়, 
প্রমাণ কর যে, x* —2xy cos 0+ y? Sin? 0. 
যাদ uæcot Joos a- tan“! cos < হয়, দেখাও sin u tan? š 


যদি A+B-rC=== হয় এবং A=tan-12  B=tan-2 3 হয়, 


তবে দেখাও যে, c= 7/4. = (কঃ বিঃ 19545 
দেখাও c3, (৪1) (5 tan 2A) --tan^* (6০91) - tan^* (০০৮৯৯) স্ 0, 
(কঃ বিঃ 19575 


সমীকরণ সমাধান কর £ 
(i) tan-* (x--1)—tan^* (z- 1 =tan-t 2 


3z 


(iii) sin-*x-Fsin-* (1 — x) -cos^ 1x 


(iv) cos-!'x —sin-1x—cos-! x J/3 


(v) ০০৪ + co xt2.4 
x- x4l 


(vi) tan- Ez +tan- E =7/4 (কঃ বিঃ 1947 y 


r 1 
vii) tan^! 
2578 1+ x 


MR -t -13 
+tan FESI an » 


(আগ্রা, 1947 y 


(viii). tan-,2* peor itxt r3 
1-x* 2x 


b* 


(ix) cos-:l—- 2* COS! — «2 tantr 


1৫5 1405 
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1 -i 2x 444. 
(x) cot 2x +tan x । 4 3 0 
(xi) tan`: 2x - tan^* 3x—45* (আগ্রা, 1949 ) 
(xi) tan^* 3x etan^!x—tan^* (x-F1)--tan^* (x — 1) 


(xiii) tani 4-2tan^! ttn যা i- (কঃ fa: 1949 ) 


(xiv) . tan-* Tt ean সুজ (7) (বেনারস, 1957) 


(xv) ash d d tant L tact : (আগ্রা, 1943) 
, xvi). sin-1x + sia-1y=27/3 ( কঃ বিঃ 1940 ) 


Cos” tx — Cosy = 71/3 
(xvii). tant 44198 ২98 


(xviii) ' ০০৩৩-২-5০০$:০-৯৫+০০৬০০-১৮ 

43. xf sin [ 2 cos-*{ cot ( 2 tan-: x )1]=0 হয়, তবে x কত? 

44. যদি sin (z cos 0)=cos (z sin 6) হয়, দেখাও যে, 26e sin! : 

4°. wr tan-!x, tan^*y, tan-*z সমান্তর শ্রেণীভুক্ত হয়, তবে x, y ও 2এর 
মধ্যে বীজগাণিতিক mes বের কর। যদি x,y, 2-9 Walqa শ্রেণীভুক্ত হয়, ভবে 
(দেখাও যে, xy. 

46. মান নির্ঘয় কর : 


(i) sin (sin-t y+ cos": 1) (কঃ fà 1935) | 
CTE ET 


(iii) cosec (tan~! 2+sec-1 3) 


(iv) tan (tan**x--cot-!x) 


ET 
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অষ্টম অধ্যায় ( TRIGONOMETR!CAL IDENTITIES ) 
Ë = "s r — w. — 


8. 1 তিন বা ততোধিক কোণের বৈকোণমিতিক অনুপাতভিত্তিক বহু প্রয়োজনীয় 


অভেদ সহজেই প্রতিষ্ঠিত কর! যায়, যদি কোণগুলোর মধ্যে কোনরূপ Dew থাকে। 
এদের মধ্যে আবার যদি কৌণগুলো ত্রিভুজের fes কোণ হয়, অর্থাৎ কোপপ্ধলে! 
A, B, € হলে যদি A+B4+4C-180 হয়, তবে মূল্যবান অভেদাবলীর সন্ধান পাওয়া 
যায়। এই অভেদগুলি প্রতিষ্ঠিত করার সময় পূরক ও সম্পূরক কোণের ধর্দগুলো স্বরণ 
বাঁধতে হবে। যেমন £ 


aft A+B+C=180° হয়, তবে sin (B--C)—sin A; 
tan (C--A)e —tan B ; sin C —Sin (A+B); COS (A + B)=™ 008 C ; 


cos B= -cos (০+/) ইত্যাদি i 


অনুরূপভাবে, se 44-37-590৭ হয়. তবে 
a" I 


A+B sbim C in ^ «cos Ë * C 
cos ^77 esin š; sin 5 —c0$ 7 
€ SATB. B+C =cot ^ 
cos Z ৮50১ tan — š 
in CHA B. A —cot B tC 
sin —7^ =cos 5 ; tan; > teni, 


নিচে এই জাতীয় প্রয়োজনীয় কতকগুলো অভেদ প্রতিষ্ঠিত করা হল 1 


8.2 কবে দেওয়া উদাহরণ (10105046776 examples ) 


yi. 1. যদি +8+05% হয়, তবে দেখাও 
sin 2A + sin 28 + sin 20 -4sinAsinBsic (কঃ বিঃ 1953) 


বামপক্ষ-2 sin (A+B) cos (A—B) +2 sin C cos ০ 
=2 sin C cos (A - B)-- 2 sin C cos C (7 A+B+GC=z) 


—2 sin C Í cos (A - B) cos C} 


উচ্চতর মাধাধিক গণিত 


=2 sin c {cos (A—B)—cos (A +8)} (` A+B+C=7} 
=2 sin C. 2sin Asin B 
—4 sin A sin B sin C 


উদ, 2. A+84+ 07 হলে, দেখাও 
` €08 2A +cos 28 + cos 2০০ —4 cos A cos B cos C - 1 


ৰাঞ্জপন্ষ=2 cos (A + B) cos (A — B)--2 cos*c—1 
= —2 cos C cos (A - B)--2 cos*C — 1 (^ At BMC) 
= —2 cos c {cos (A - B) - cos c] - l 
= —2 cos C (cos (A - B)+ cos (A+B)} - 1 (** A-B-FC-z) 
prm = —2 cos C. 2 cos A. cos B- 1 
AP = —4 cos A cos B cos C—1 


` উদদা, 3. /+৪+০-ন ; দেখাও যে, 


sin A+sio B--sin ০০৫ cos ^ "cos j cos 2. (কঃ ৰিঃ) 
3 —2 yn A+B 6১১৩ 
বাঁষপক্ষ2 sin হু cos ^ —8 ~~ B 12 sin নু ০০৪ নু 
E C ০০৪ A—B ০৮115. C x 
ud dm m * 2sin 3008 š 3 R d*3* "5 


=2 cos 9 Í cos E +sin s) 


D 


- c A-B ০ ADBOT 
2 cos cos ^75 +cos ^7 B ) & ++) 
XY A B 
2 cos 9. 2 cos 7. cos নু 
B 


4 cos ^. cos È cos ০ 
Um dud E 


Bri. 4. /+৪+০- হলে, দেখাও যে, 


cos A+ cos B--cos C—1--4 sin ^ sin B sin S 
| 1৫. (কঃ বি: 1952) | 
ৰামপক্ষ=2 cos ATB cos A-B 1 _ 25119 ০ 
iE Et 2 3 

-2sin € cos ^28 . 2 şin" C sey BL C z 

in g ০০৪ 2 2 sin* pai ( T 2*'3^3573 
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-2 sin? [cos A-R in ou 


2 
msogo 3B- eigse (উঠ 
—2 sing. 2 sin 5. sing +1 
=1-4 sin Asin S sin < 


Bri. 5. যদি AaqB+C=r, দেখাও যে, 
tàn A--tan B + tàn C=tan A tanB tanc (বেনারস, 1955 )- 
*.* A+B+C=T 00 ATBez-O 
<. tan (A+B)=tan (z - c)= —tan C 
tan A--'à B _ inc 


3h ]—tan A tau B 


বজগুণন pra: tan A--tan B=—tan C-Ftan A tan B tan C 
tan A4-taa B + tan C = tan A fan B fan C 


Wa: tan (A+B--C)-44 zu এঞোগ করেও অভেদটি প্রতিষ্ঠিত করা যায়. 


Bri. 6. যদি Aa+B+C=z, দেখাও যে, 
€ tan f+ tans tan 5m1 (বেনারল, 1956 ). 


tan S tn + tan Š 5 
A+8+c=z A4 =5-; 
tan AT =tan (—9|=eot S 
: tan (5 +5) tan $ zl 
g tan 5+ tan Š ০ 
1 1-tanó tan 5 2 


“90 


উচ্চতর মাধ্যমিক গণিত 
ৰজগুণন ক'রে এবং সাজিয়ে £ 


B B 
(an tan 3+ tan € > tan $ + tan À > tn; =f le 


wx: {5 3*3] সুত্র প্রয়োগ করেও এটি করা! যায়। 


উদ্দা, 7. A+B+C=7, দেখাও যে, 


ANH CER ip s Ž-A " £—C 
sing tsas talay =1+4 ai à sin 478 sin ^ " 


=] +4 sin ste sin SHA sin ATC 


4 
(পাটনা, 1939) 
sf পক্ষ=1+25in 7^ (2 sin WELL °) 
=1-+2 sin "a^ [e 87° -co = +O) 
=] +2 sin =f cos 57 - cos Al 
ৰ 27-BFC=z47 B FO=r +A) 
, =1+2 sin 07^ oos B-C- 2 sig T-A i 2 cos C^. 


=]-F2 sia BX9 cs da "(sin $ -sin ^) 
4 4 
- a: 11 B i c | in A 
ila e, a 8) teing 


A B c 
—sin =+sin — + x 
pin ইসিও tsin 


উদ, 8. যদি A+B+cC==, দেখাও (x, 


০০554 cos? +eosS=4 ELA 7B co 2 
2 ew. eos 4 cos = S 
=4cos B+ C cos CFA, Kj 

E WE 


( বেনারস, 1951 ; C 1944) 


ব্রৈকোণমিভিক অভেদাবলী 91 


দক্ষিণ পক্ষ 2 cos ZZA cos 22 BC food EEC ë 
ক্ষিণ পক্ষ = 2 cos i Í cos 4 as i ) 
2008 = Atos 77৮42 dos EEL cos BEC 
4 4 E 4 


- ( cos Zer cos ^) 4 2 cos B+G cos B = S 
z 2 + 4 


- cos ^ B ç 
cos 7 + cus > + cos + 


Bai. 9. যদি AB C7, দেখাও যে, 
Ssin?A +Sin°B + sin*C =2 + 2 cos A ces B cos C 


(পানা, 1945 ) 
ৰাষপক্ষ =} (1 - cos 2A)+ 3 (1 — cos 28)-- 1 —cos*c 
=2-— 1 (cos 2A + cos 28) - cos*C 
«2 — cos (A+B) cos (A — B) - cos*c 
= 2-}cos C ccs (^ — B) cos? C 
—2-cos c (ccs (A—E)— ০০৯০) 
=2 -+ cos C [cos (A — B)+ cos (A+B)} 
=24008 c. 2 cos A cos B 
—2-F2 cos A cos B cos C 


উদ. 10. যদি A4+8+0*7, দেখাও যে, 
cos? A --cos*B --cos* C | — 2 cos A ৫95 B cas C 


(কঃ বিঃ 1959) 

বামপন্ষ } (1-cos 2A)+ 3 (14 cos 28) + cos*c 

=1 + š (cos 2A + cos 2B)+ ০05৯০ 

—] + cos (A + B) cos (A — B) +cos*C 

= 1 cos C cos (A —B) -cos*c 

=] — cos C (cos (A — B)- cos C} 

—1 - cos c {cos (A —8) 4 cos (A+B) 

—] -cos C. 2 cos A cos B 

=! -2 cos A cos B C05 C 


92 


উচ্চতর মাধ্যমিক গণিত 
উদ, 11. যদি ১৭ দেখাও cx, 


^ 


A B R A 
sin? > + Sin? z sin > i l= 2 sin $ sin? 


ৰাষপক্ষ=! (1 ~— cos A+ — cos 8.+sias Š 


=1-L(eos A+cos ৪)4 sint S ` 


=1- ০০৪৪ cos ^ -8 


+ Sin? S 
* 


5*2 


ni 1 —sin? cos x° + e 7 


ছা, 


-1-sin ef cos AS - 


B 


=1—sin € > 2sin sin 5 


A 
2 
B 
à 


=] -2 sin Â sin ` sin € 


Sgi. 12. 


cot B cot C + cot C cot A -Cot A cot B= l 


যদি A +B +C=z, দেখাও যে, 


t^ A+B=z—cC 
cot (A +B)= -cot C 


cot / cor B - 1 
C€Ot B --cot A 


4894 ক'রে এবং সাজিয়ে, 
cot B cot C--cot C cot A *cotAcotBg -1 


cot Cc. 


উদ. 13. A+B+cC==, দেখাও যে, 


cos A cos B 


09৭ C 
51788 8100 sin 0 sin A 


Sin A sin B 


=2 


sin Faran, 1955» 


(কঃ বিঃ 1955, p ` 


(কঃ বিঃ 1949 p 
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Sin A COS A ---Sin B cos B + sin C eos C 


se = Sin A 8in B sin C 


„l sin ?A + sin 2B + sin 2c 
2 Sin A Sin B sin C 


en 4 sin A sin B sin 0 
—— hdi. s Aes ier y 1. 
তু sin A sin B smc [উদ দেখ] 


Tal. 14. যদি «+ 4+7= ত, প্রমাণ কর যে, 
sin*«--sin*£--sin*;—1—2 sin«sin B sin y. ( কঃ নি: 1943) 
(Èri. 11 যদি A=24, B—28, c—2; ) 


উদ. 15. যদি <+B=y, দেখাও যে, 
cos*<+ cos? + cos?7 = | +2 cos < cos B cos 7 


বাষপক্ষ-$ (L+ cos 2x)4-3 (1 + cos 23) + cos?7 
= ] +4 (cos 24+ cos 28) 4-cos*7 
= 1 + cos (৭4719) cos («— B) + cos*7 
—1-4-cos 7 cos (< - B) +cosay 2: (^ «- Bm) 
= 1+cos 7 (cos (< — B) + os 7} 
= 1+cos 7 (cos (<— B) + cos (< + p)! 
—]14-cos 7. 2 cos < cos B 
= ] 4-2 cos < cos B cos 7 


Tai. 16. যদি x+y+z=xyz, দেখাও যে, 
3x—x° ,3y -9* 3z-z* 3x - x* 0382 .32-25 
1-36: 1-3)" Il-3 123x" 1-33 1-325 
ধর, x=tan A, yetan B, z=tan C; 

^ tan A+tan B +tan C=tan A tan B tan c 

4 tan (A+B +cC)=0 

* A+B#C=nT, ॥ একটি পূৰ্ণসংখ্যা 

- tan (3a+3B8+2c)=0 


94. . উচ্চতর মাধ্যমিক গনিত 


শত tan ?A+tan ?B+tan 2c-tan 3A tan 2B tan 20 


Stm Acn S EE DR 


কিন্তু, tan 3A= 1—3 tan’ A k= 3x* 


উদ্াহরণমাল। 8 


বদি A+8+c=z, দেখাও'যে, 
` 1. sin 2A-sin28-+sin 20=4 cos A sin B cos c 
2. sin A -sin B —sin c= —4 Sin A cos p cos c 
3. cos2A-Fcos 2B -cos 2C-1—4 sin A sin B cos C 
NV : MEA V EJ 0 
4. sin A+sin B—sla 0 sin ^. sin zpos 
/ Ta 2 2 $ Le 


5. sin A—sin B sin C=4 sia 3 ০০৪৪ sin s ( আগ্র।, 1951 > 


6. cos A—cos B-Fcos c=4 cos A sin 2০০৪০ 1 


/ ‘Sin B+Fsin C —sin Aian B tin € 
Sia A--3in B--sin C 2 2 


1+cos A —cos B +cos C B c 
Toco 22-1808 = < 
l+ cos A+C0s B - cos C Iu 


9. (i) tan 2A--tan 28400 2c —tan 2A tan 7g tan'2c 
(i) tan 3A tan 2A tan A=:an ZÁ ` tan 2A 
j 
10. (cot B+ cot c) (Cot C + cot A) (cot A 4- cot B) 
=cosec A có$ec B coler 0 


-tan A 


($বনারঘ, 1957 y 


= cot B cot C , cot C cot 4১1৩০ A+cot B 
———— FEM AA ct At Co 


tan B+tan C lan O+taD A tan Aplana 1 


^ a : 
12. cot x +cot 5 + cot S=cot 1 cot 1 cot H (কঃ বিঃ 1957 y 


13. cos*2A + cos") B +cos*2C = 14-2 cos 2A cos 28 ccs 2c 


254^ (কঃ বিঃ 1960. 


a 
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89০15104105 
14. tan B +tan B+tan 0. i99 lan y ota. 


(sin A 4- S10 B 4- sin cy 2 cos A cos B cos C 


15. 0) sin* 58958451050 12 cos ^ gig Boos C 
(i) sin 2 sin z *sin 2 t 2 cos > sin > cos 7 


(ii) sin? A--sin? B 75105 C—2 sin A sin B cos C 
à ( catt রস, 1949 )- 


sin 2 - 2 š ç ° 
16. Asin 7B +sin 2 —8 sin À sin 3 sin Š 


sin As-sin B +sin C 2 


l7. sin(B c—A)-4-sin (C -A - B)--sin (A*B-C) 
= 4:sin A sin B sin C (আগর, 1953 ), 
18. sin (B +2c)+sin (C --2A)--sin (A+ 2B) 


—4sin P^ € sin G= SA sin 29 ( বেনারূস, 1950). 


- 


19 tan B+tan C tan C tan A tan A+tan B 


MAA HN RAA B AEAN RAC 
=sec A sec B sec C 
20. sin ATB 4 sjin BC Li CEA 
2-4 2 
=4 cos ^*B cos Ë * € ০০ esca 
m. 4 4 
21. A B-C B C-A ০ নি B 


cos— cos —— t cos 
2 2 + z 2 ¿ 


— COS — — + COS — COS- 
4 


Sin A + sin B+ sin C: 
22, sin A cos B cos C + Sin B COS C cos A 
+ Sin C COS A COS B »Sin A sin B sin C 
23. (tam Artan B--tan C) (Cot A +cót B cot c) 
=1 #sec A sec B sec C 


24. যদি A48 dum, die cis or sin Š হয়, 


n-l- 
তবে দেখাও যে. tan $ পিন yj 


উচ্চতর মাধ্যমিক গণিত 


afe A+B+C=;, হয় তবে দেখাও বে, 


25. tan B tan C-Ftan C tan A-Ftan A tan Bel 


sin 2A 4-sin 28 -- sin 20 


í : -Ccot A cot B 
Sin 2A 4- sin 2B — sin ¿C 


27 tan B-- tan C , tan C+tan A , tan A+tan B 
` Cot B--cOL C ' cot C--COL A cot A COL B 


28. (i) sin A-«sinB--sin C=1 +4 sin BFC sin STA sin ata 


(ii). cot A+cot B--cot c=cot A cot B coto (পাটনা, 1943) 
29. sin A sin (B — C) +Sin B sin (C - A)--sin c sin (A—B)=0 
30. যদি <=B+7, দেখাও যে, sin (a+ +7)+ sin (< + 5—7) 


* sin («— 8-4. 7)—4 sin < cos |) cos 7 


31. যদ্ধি A, B, C, D একটি চতুতুজের কোণ চতুষ্টয় হয় তৰে, দেখাও যে, 


7217855419০ C+tan D ian Afan G tan ০ tan D. 
cot A+cot B +cot C+cot D 


(ii) cos A--cos B--cos C--cos D=4 cos Ae, 


cos BFC cos ০ I" 
2 2 


32. যদি cos (€+0) sin (7 +5) = cos («— B) sin (7 -5) হুর, তবে 
দেখাও যে, cot < cot B cot z=cot 5 
33, যদি ॥&+৪+০=-25 হয়, দেখাও যে, 
(i) sin s(s- "n sin (s—B' sin (S— c) esin B sin c 
Gi) sin (S—A)-Fsin (s - B)+sin (s - C)—sin s 
=4 sin À sin > ns 
diii) cos?s + cos* (S — A)--cos* (S -B)+ cost (s - c) 
=2+2 cos A cos B cos c cata. 1956) 


35, 


36. 


37. 


38. 


39. 


40, 


41. 


42. 


43. 
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যদি A+B + C—0, দেখাও যে, 
sin 2A +sin 2B + sin 2c—2 (sin A+ sin B4-sin c) 
—(1 + cos A--cos B + cos c) 
যদি sin A--sin B +sin ০=0, দেখাও যে, I 
sin 3A +sin 3B+sin 3c= — 12 Sin A sin B sin c 
"fit cos A J-cos B+ cos C —0, দেখাও যে, 
cos 3A + cos 3B + cos 26 —12. COS A COS B cos c 
(Erf. 35 এবং 36-এ sin 3A এবং cos 3A "rg প্রয়োগ কর) 
afr cos (A + B) sin (c+ D)=cos (A - B) sin (c — D), 
দেখাও যে, cot A cot B cot ০৯০০৫ 
দেখাও যে, tan (8—7)+tan (7 —<)+tan («— p) 
—tan (9 - 7) tan (7 —«) tan («—5) 
দেখাও যে, cos? (8—7) 4- cos? (7 - «)4-cos* (<—B) 
71 +2 cos (8— 7) cos (7 — <) cos («— p) 
যদি x-Ry-z-xyz, দেখাও যে, 
2x 2y হা 8772 
Ix 17-51-2502» (I ys) d < =) 
যদি A+B +=, প্রমাণ কর যে, 
A B ০ T+A 7+8 -০ 
cos gt Cos 4 cos ü 4 = an cos ০০৪ শর 
(পাটনা, 1942) 
যদি <+ B +y=nx, দেখাও যে, 
০০৪৪৭ +- cos2 B --cos* y —2 cos 4 cos B cos 771 
যদি A+B + C =n (n=0 বা একটি পূৰ্ণসংখ্যা ) 
দেখাও যে, tan A+tan B +tan C tan A tan Btanc 


উঃ মাঃ ত্রিকোণ_:7 


22^ 9 Agaa গুথাবন্ী : 
নবস অধ্যাক্স ( PROPERTIES OF TRIANGLES ) 
UNDER. | iip CHROPERTIES OF TRIÁN 


9.1 এই অধ্যায়ে ত্রিভুজের কোণ তিনটিকে আমরা A ৪ ও ০ দ্বারা এবং ওঁ সকল 
কোণের বিপরীত বাহগুলোকে যথাক্রমে a, & ও c দ্বারা প্রকাশ কর। 


9. ত্রিভুজের বাছুগুলে। স্ব স্ব বিপরীত কোণের সাইনের সমামুপাতী 
(Ia a triaugle the sides are proportional to sines of opposite angles) 


a b é 


— = 


SinA sinB sin @ 


ধরি, ABC যে কোন একটি ত্রিভুজ; এর পরিকেন্্র ০ এবং পরিব্যাসার্ব R ; ABC 
ত্রভুজ সুক্মকোণী, সবগুলো কোণই হুন্্মকোণ। z 


BD ব্যাস এঁকে DC যুক্ত «11 LBCD অর্ধবৃত্স্থ কোণ =1 সমকোণ এবং 
BD=2R | 


LBDC= ZBAC= LA (একই বুত্তাংশস্থ বলে) 
sia Asin BDC= BC/BD = a/7R 
একইভাবে AE ব্যাস একে cE যোগ করে 
দেখান যায় যে, Asia B—b/2R | 
আবার BE যোগ করে দেখান যায় যে, 
sin C—c/2R 


" WEE T ০ 
SinA sinB sinc 

দ্রষ্টব্য £ এখানে হুচ্মকোণী ত্রিভুজের ক্ষেত্রে সম্পর্কটি প্রমাণ করা হল। কিন্তু এটি 
যে কোন ত্রিভুজের পক্ষেই সত্যি। ছাত্রছাত্রীরা স্ুূলকোণী ও সমকোনী ত্রিভুজের CH 
সম্পর্কটি প্রতিষ্ঠিত করবে। 


2R 501) 
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93 দেখাও যে, যে কোন farce 


2-bcosC4ccosB 
b=c cos A+a cos C 
c=a ccs B +b cos A 


ধর, ABC একটি ত্রিভুজ । প্রথম চিত্রে, fga সৃন্মকোণী ; দ্বিতীয় চিত্রে 
ত্রিভুজটি স্থলকোণী, /০ কোণ স্থলকোণ। 


8০-র উপর'( ওয়োজনে বাড়িয়ে) AD জঙ্ব টান। 


A 


প্রথম চিত্র থেকে; BC-BD t CD =AB cos ABD +AC COS ACD 
a=c cos B + b cos Ç 
দ্বিতীয় চিত্র থেকে: BC =BD - CD =AB COS ABD —AC COS ACD 
a-c cos B —b cos (z — C) 
= ¿c C08 B + b cos C 


উভয় ক্ষেত্রেই: a= b cos C + e cos B s 
অনুরূপভাবে, -~ b=c cos A +a cos C 4 ...(2) 
c =a cos B +b cos A i 


9.4 ত্রিভুজের যে কোন কোণের কোসা ইনকে বাহু দ্বারা প্রকাশ করা: 
b? + c? A a’ 

dh wer 
à 8658 ais 


cos A= 


a° +b? -c° 


EC via 2ab 
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পূর্ব অনুচ্ছেদের চিত্রাহুযায়ী, একটি জ্যামিতিক Dept প্রয়োগ করে, লেখা যায়ঃ 


প্রথম চিত্র থেকে £ AB* = AC* + BC* —2BC. CD 
cb" +a - 2a. b cos Ç 


qi 
দ্বিতীয় চিত্র থেকেঃ Agt. AC*+BC + 280. CD 
=b* +a" +2a.b cos(z—cC) 
বা ০৮ b? +a” _ 22 cos Ç 
=, উভয় ক্ষেতেই C'eb*-Fa* — Jab cos C 
AT b*-c* 
—— EN | 
acta 
রাহি... ks (3) 


100 


"ESO cos B 


aiu: উপরের সমীকরণের সঙ্গে (1) নং সমীকরণ qe করে লেখা যায় : 
, Tbe tbe 1 


e = AL 
| x qus cosa JR bioa R ‘pric as 
abc 1 ab: 1 
TL; cs, 2 0 
š da arbes 


E r "k 


9.5 | নং, 2 নং 3 নং নেটের সমীকরণগু:ল! নিরপেক নয়; এবং A+B FC =x 
এই ধর্ম বাবহার করে একটি সেটের WX বেকে সহজেই অস্ত দু-সেট ww পাওয়া যায়। 


ema £ — 
sin A=sia (z —8--C) -sin (8 + c) 
=s'n B cos C +cos B sin C 


x 1e $5 P cos C +cos p, sin € 
F nA Sin A 


2 CNN 
a a 
«^ a=b cos C +c cos B ; 
অন্ুন্পভাবে — b=c cos A+a cos c 
c=a cos B--b cos A 


সমীকরণ তিনটিকে যথাক্রমে a, b ও c দিয়ে গুণ করে 
0৪-0৮-০৪22 cos Ç 
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৪-+-৮?--৫* enfe 


cos C= 
4০১ 


9,6 যে কোন ত্রিভুজের পক্ষে প্রমাণ কর যে, 


n 
L4 
+ 
^ 
হি 
wo Ww» 


যে কোন ত্রিহুজে, — 5.58 
c sinc 


r 
1 এ 2 bs sa x 
.. -oĊ MB MMO! a তীর 
b+c sinBesinc 2 sia 97€ 948 € 


B-C ৪+০ 
tan = = cot F 


Za নন .. 8*6, gps. ^ | 
ud; + tan 3 | Ë ; 90° 


| 

! 

ok e. tar T 
WR, tan ^T Tue r (4) 
^-B,. a-b c I? g 

asap SII AM, 


97 ত্রিভুজের অর্ধ-কোণনমূহের বৃত্তীয় অনুপাতকে :বাছর দ্বার 
প্রকাশ করা: (Trigonometrica! ràtios of half-angles in terms of sides). 


আমরা জানি, 2 sin? 4-1 cos aml- E x abe 


= 2bc- b*—c* -a* ৩০৫৯ -(b—c)» 


2bc 2bc 
(a - b+ c) (a+ b—c) 
j 2bc 
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ত্রিভুজের পরিসীমাকে 2, দ্বারা প্রকাশ করলে se atate 

d—b-c22s- 2b—2 (s- b) 
a+b-c=2s—2c=2 (s- c) 

: Ys-bY.2's-c) 
2%০৭12-85-828-9 

* sinA- ২৩১০০ (1১ সর্বদা! marata, 
be sin A/2 ধনাত্মক ) 
'n B_ A [(s-c)(s—o 
ad. MANET 1725 s e a 


sia Se A [sisi | 


ab 
আবার, ঠা ০ 
^ = 2bc+bt+es as Lo? — a: 
এ «bc 2bc 
28. si a bt c-a(b4-c—a) 
k 25c : 
27 52(s—a) 15 Yrs 2৫15] 
id 2bc [ š 2 


cor^ = NE (শুধু ধনাত্মক মান নেওয়া হল : 
2 কেননা AJ2 সর্বদাই সৃন্মকোণ ) 
B ASH. 
অন্থরূপে, cos AS NEE (6) 


C m s(s— c) 
p 2 ab J 
A _ sin sin A/2 2 =c) = 
mm, tan 4 cos AR - ও Meze) ২1:৩০ ০) 
ss "(an A = (s—b)(s— se) 
2 S(s - a) 
B.al(s-es-a e (7) 
E om 


tan 2 ps s—a)(s—b) 


SS- c) 
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9.8 ত্রিভুজের কোণের সাইনকে বাহুগুলোর দ্বারা! প্রকাশ করা : 
(To express sine of an angle in terms of the sides) t 


A m I (s-5) s—c) s(s—a 
eed wi 26 522 : NET) 


sin A = 2 sin 
sina = 2 Js(s—a)is - b)(s — c) ] 
bc V 


"st sing = z Rs] + (8) 


sin ç-= i Js(s - a)(s - b (s—c) 


বিকল্প পদ্ধতিঃ sia? A = i—cos* A = (14005 AY(1 - cos A) 


= (1 "Piece PTE 


= ৫+০*-০*.৮-৬-৭* 
^ 2৫ : 2bc 


= (b+c+a)(b+c—a)(a+b—-c)(a—- b4-c) 


49508 


= 25. 2(s—a) - 2(s— c) . 2(s—b) 
WEECTOUSEC IU MUR PA 


elu 4 5 Zz Js(s—ays—BQs—c) ইত্যাদি 


99 ত্রিভুজের ক্ষেত্রফল নির্ণয় (To find the area of a triangle) 

ধর, ABC একটি fagwi এর A 
ক্ষেত্রফল বের করতে হবে। 

ABC ত্রিভুজের Mg A থেকে c 
বিপরীত বাহু ৪০-এর উপর AD A7 £ 
টান। 

”* ত্রিভুজের ক্ষেত্রফল ৪ 

A = } ভূমি x উচ্চতা চিত্র 


= }BC. AD = š BC. AB Sin B= jAC sin B 


Qe -D 
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7 A = $ ০৪ 8108 
অনুরূপভাবে, A = iabsinc 
A = bc sin A J 


ME SL LITT অন্তভূক্ত 
কোণের সাইন 


... (9) 


আবার, A = &৫ sin A 
Tbe. 2 =a HG 
[8R সমীকরণ ব্যবহার করে ] 
A- Ns(s -aJ(s — bj(s —c) - (10) 
অর্ধ-পরিসীমা $= Ma--b-c) উপরের সমীকরণে বসিয়ে 
এ Ami VéactbroU-Ec-aicra-syari-z- 
বা A-1 550 
আবার, পরিব্যাসার্ধ R হলে, 
A = bbcsinA = tbe. 


*** (11) 


ZR (^ afsia A e 2g) 


A Ps ... (12) 


দ্রষ্টব্যঃ A = Y's(s-ays—5)s—c) $নং সমীকরণ সেটে বসিয়ে 
sin A = 2১//০) sing = 2/১/০৪ ; sin C= 2A/ab — ... (12) 
£ব্যবহার করে ?নং সমীকরণ সেটকে নিয়লিখিতভারে লেখা যায়। 
tan A= A |G-5G-o_ ১15 bXs-c) (s—bXs—o) 
3 s(s—a) ss-a) "(s-Bbs—c) 
=(s—b)(s — c) 
A 


B _ (s-c)(s- a) 
অনুরূপভাবে, tan p me ^ xs 


i. (s - a)(s— b) 
TIT. 


Au S(s-a) sot B. 9(8— b) ' C s(s —c) 14 
NERO, cot^ CO eot 2 “A; e= Sae 
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9.10 ত্রিভুজের পরিবৃত্তের ব্যাসার্ধ (Cireum-radius of a triangle) 
প্রথম অনুচ্ছেদে আমরা দেখিয়েছি যে, R পরিবৃত্তের ব্যাসার্ধ হলে, 


এত 252 
sina A" sinB sinc 


a. ‘tbe ,,abc m" 
“Tin A 2bcsinA 22 (15) 
দ্রষ্টব্য : 12 নং সমীকরণ থেকে সরাসরি লেখা যায় : R—abe/4A. 
9.11 ত্রিভুজের অন্তর্ব্যাসার্থ (In-radius of a triangle) 


ধরি, হল ABC ত্রিভুজের অনস্তর্বেন্্র 7 হুল ubi D, € ও F বিন্দুতে 
যথাক্রমে sq ত্রিভুজের BC, CA ও AB বাহুকে স্পর্শ করেছে, কাজেই ID, 
IE ও IF যথাক্রমে বাহুগুলোর উপর লম্ব এবং প্রত্যেকে অস্তর্ব্যাসার্য r. 


IA, IB ও. 
Ic যুক্ত কর। 


এখন AABC 
= ABIC + /১০1/১+ /AAIB 
=1BC.ID+ CA, IE + $AB.IF 
= For + Fbr-+ fcr 
=fr (a+b+c)=rs 


A=rs বা ৮2 ...016) 


অন্তর্ব্যাসার্ধকে একটি বান এবং অর্ধকোণের বৃত্তীয় অনুপাতেও প্রকাশ 
কর যায়। 


! অন্তর্কেন্দ্র বলে, LIBD=B/2, Z1cD—c/2 
*. BDer. cot oD EBLE 
: নু! Š 
* a=BC=BD +DC 


-7(০০9 - ০9] 
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575০ 8/2, cos C|} 
sin TM sin c[2 


cos B|2. sin c|2 + sin B/2 cos 5012 


-p 


sin B/2 sin c/2 
= Sn(BEOD 1.5 Bec o. IA 
ising/2snc/z 0৮ 2৯9০, 5) 
be cos A/2 rU Sin B/2 sin c[2 
880 812 sm ঢা `° cos 512 


কিন্তু a—R sin A=4R sin 5 cos 2 


গা ACT HC c 
OT 4Rsin 5 s'n নু sn Ç ... (17) 


আবার, চিত্র থেকে, AE =AF ; BD=BF ; CD= CE 


** BD+CD+AF=1(a+b+c)=s 


* ^ AF-—S-(BDtCD)-s-2; কিন্ত E stana? 
বা r— s-a) tan E | 
TERA, re 5-5) tan B | 78) 

J 


r—í(s—c) tan z 


আনু 


WES): অন্তর্কেন্দর থেকে কৌণিক RRUA দুরত্ব হল 14, IB, 10. 


এখন IA =r 90900 A/2 ; IB—r coset 8/2 ; IC—r cosec c/2 


9.12 ত্রিভুজের বহির্বযা সারধগুলে। নির্ণয় করা : 
(To find the ex-radii of a tiangle) 


ধর, ABC ত্রিভুজের:&A কোণের বিপরীত বহিৰব'তটির (অর্থাৎ ৪০ বাহুকে এবং বর্ধিত 
AB ও AC বাছুকে যে fei fo স্পৰ্শ করেছে তার) cam |, এবং ব্যাসার্ধ 7২, Da, Ess 


এবং F, হল স্পর্শ বিন্দা। অতএব 1505, 155,154» যথাক্রমে BC এবং বর্ধিত; 
-AC ও AB বাহুর উপর av | 
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এক্ষণে, A =ABC ত্রিভুজের ক্ষেত্রফল 


E- B 
স্ক্ষেত্র ABIC - ক্ষেত্ৰ B1,C DA 
= ( ক্ষেত্র BI, A + ক্ষেত্র 013) A 
_ ক্ষেত্র B,C < 
=} 071 + bbr, dar, c 
E, 


০০273007402) 


=šr,.2 (s - a)=(s - ar, 


ns > ] 
R 
| 


...(19; 


lw e 
আবার যেহেতু fero / ৪ ও ¿C এর Lia cem fa 
Z 1 BD, =90° — 25 L 1,CD2=90°— 
পা mee 
=r, tan gtn tan ° 


sin B/2 , sin c/2 


-p 
* \cos B/Ż ` cos 0/2 


` ; sin 812. cos c/2 + cos B|2. sin c[2 
ccs B/2 cos c/2 


B+C 
91112 
E + 2 


mp, ——— 
1 — টি 
gos. e GUB 


cos ? ied 
=r ( 3*5 2^8 = >) 
' cos Ë cos Š 3 
i^ 3 
R 
cos S ০০৪ দু 
এত r =a ; 
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কিন্তু a—2R sin A=4R sin ^ cos ^ 


34. à 
==. A c 
=4R sin iri š ] 
A c 
SIRA — r,=4R cos 5 sin Š নু ০99 নু ... (20) 
A c 
r,=4R cos হু °0s নু B sin š 
আবার, AE, =AC + CE; -b--CD, (৮062. 005) 
এবং AF, = AB +BFI=c+ED, (*.' BF, =BD,) 
কিন্তু AE, = AF; 
ye যোগ করে 2/5+-+০4+805+০০3-৮-+৫+9০-+০+৫-৮25 
es AE,=3 


এক্ষণে, AAIE, থেকে, I,EZ=AE, tan 1, AET 
r,=s tau 
অনুরূপে,  r,—stan ...(21) 


T, —8 (an 


১৩1০১ ১৩। 0 ১01১৮ 


J 


Way: বহি্বেন্্র থেকে কৌণিক বিন্দুগুলোর দূরত্ব হল 
IIA=r, coses 5-4R cos š cos Š 
liB=ri sec š; liC=r, sec P 

একই ভাবে 17, 1, থেকে কৌণিক বিন্দৃগুলোর দুরত্ব বের করা যায় | 


9.13 কষে দেওয়া উদাহরণ (Illustrative Examples) 
উদ. 1. 2-3, be3,/3 এবং A=10° হলে, ৪-এর মান বের কর। 


KANRA T sing— P sin A 
SinA sinB a 


: ৮১43 3⁄3 sin 30 =V 5. j= A5 


A-609 a| e 
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উদ্ব. 2. কোন ত্রিভুজের বাহু তিনটি 5, 6, 7 হলে ত্রিভুজের ক্ষেত্রফল কত? . 
ক্ষেত্রফল A= s(s-a)(s—b)(s—c) 


এখানে s= it 6479 


A 9(9—5)(9-6)9—7)* J9.4.3.2 76 V6. 
উদ, 3. প্রমাণ কর যে, কোন fagra sin A+sin B +sin Ces/R 


Rn rei b. € L2R 


sin A sin B sinc 
sin A=a|2R, sin Beb[2R, sin c—c/2R 


sin A--sin B + sin 6-7 (++ 


DU PN soy € 
=== তে 29 ০+৮+০-পরিসীমা) 


Bri. 4. দেখাও যে, কোন ত্রিভুজে 
a? +b? + c? =2(bc cos A+ ca cos B +ab cos C) 


cos a=b ES Ta: ao 2becos a=b" ct —a* 
i 2bc ; 
অনুরূপভাবে, 2ca cos B —c* "Fa? - b* ; 2ab cos c=a*+b*%— c" 
^. দক্ষিণপক্ষ = (b*-c? —a*) - (c* Fa? — b?)(a* +62 — e?) 
= ০০+৮৯+০% = বামপক্ষ। 


Bal 5. প্রমাণ কর যে, যে কোন ত্রিভুজে 


LABS - B= = EO. 
(boc - a) tan 7-—(c a b) tan > (a+b—c) tan— 
(b--c—a) tan =(b+c+a—2a) tan £ 
—2(s—a) tans 
=2(s-a) ৩৪ (s— c) 
s(s—a) 


= 2 =s beo 
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= 2 NES a)(s - by(s - c) 


215. 2r 


অঙ্গরূপে দেখান যায় : (c +a - h) tan $i (8--b —c) tan 2 -2r 


বিকল্প প্রমাণ š (৮+০-০) tan $7Xs-2) tin 
—2ro['s re(s-a)tan AJ2] 
i = ইত্যাদি 
Wil. 6. কোন গ্রিভুজের বাহগুলো waters 2৮4৮1152411 এবং ৯৪18 
বৃহত্তম কোণের পরিমাণ কত? (কঃ বিঃ 1910) 
ত্রিভুজের বৃহত্তম বাছুর বিপরীত কোণই বৃহত্তম। কাজেই প্রথমে বৃহত্তম বাছ ঠিক 
করতে হবে। 
ত্রিভুজের বাহু ধনাত্মক। s. xel ধনাত্মক 02 2১! 
x1 হলে, (৮৮+%+1)-034-1) = 2x30 
ka 5 AGER oie) — (Xt - 1). 24+ 250 
De X! e xl বৃহত্তম বাহু এবং এর বিপরীত কোণ বৃহত্তম কোণ, 0 (ধর) 
(rt - 1) (x4 D (s 2 
সপ) 


= 72 -x542x41 adj 
2(Qx*-x*-2x-1)- 


0-7 120° 


. 


INT. qi a cost rc cost 2 > হয়, তবে দেখাও যে ত্রিভুজের 
বাহুগুলো সমাস্তর শ্রেণীভুক্ত i 
^ 2a qos S-2c ০০৪৪ 


7 a(l+%os C)+ e)l + cos A) = 3b 
বাং a--c-F(a cos C + e cos A)=3b 
"বা a+c+b=3b ^A a+ ce=2b 


^ *,,€সমান্তর caiga | 
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Srl. 8. দেখাও যে, be Tura ca — rar, ab rir, 
Tı ri Fy 


ir SSL DES re 


s-b' s-e 6-b) 6-A) 8 


[* A= JsG-a 65-56-91 
be— rar =} [45c—2s. (2s — 2a)) 
=} [45e - (a b+) (b--c—a)] 
=} [4bc-4-a? - (b+ c)*] 
=+ [at —(B - e)*] 
=3(a+b-c) (a-b+c) 
< ₹(৪-) (s—o) 


be-r,r, | (s—Db)(s—c) —(s—a (s—bys— e) 
r 


৪184 
£ Ln $ 
[* A/(s—a)=r,] 
"act, অন্য দুটির অনুপাতও r..aq সমান দেখানো! str 1 


Sal. 9. দেখাও যে, কোন ত্রিভুজে 


2 sin 2A 4 ars sin 2B +Z -5 sin2c=0 
a? RET. PY 
(আগ্রা, 1956) 
bec? a b*-c? T E bs Sat Ç b* +c? — a? 
gs Sin 25৮75 2 sia A COS A as 525 টুক 7 
_/*-০৯)(*+০-৫০) 
e 2abc R 
c-a’ 5 (c3 a* (c? Fa? — b?) 
৮৮৪75 EX L2 n 
a*—b* sin 20 e o - b*Y(a* + b° = €?) 
ex 2abc R 


^ বামপক্ষ_51216-)*+০-)+(-৮)0+48-৮) 
+ (a? - bra: + bs — e2)]- 
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1 é — Ca? (ht cts -g*)- 
“eR ((b* — c5) —a*(b* — c*)--(c* — a‘) 
b*(c* —a*)4-(a* — b*)— c* (a° -b 
X0 =0 = দক্ষিণপক্ষ 


T R 


Sri. 10. যদি cos ge SA হয়, তবে দেখাও যে, ত্রিভুজটি সমদ্বিবাছ 


c*-a*-b* a/2R 
régna, 2ca — 202 
eie i E os ' 
ৰা — c**a*-b*—a* So c—b*-0 ৮, ceb 


ত্রিভুজটি সমদ্বিবাহু ত্ৰিভুজ i 


উদ্দা, 11. কোন fagra cot A|2, cot 8/2, cot c/2 সমান্তর শ্রেণাভুক্ত 
দেখাও যে, এ ৮,০-ও সমাস্তর শ্রেণীভুক্ত | 
প্রশ্নম্থুসারে, cot A/2 -cot B/2— cot B/2- cot c/2 
বা, sa) 56-B) -৬৫-)_৩৫-০) 
A A A A 


বা, s(b—a)es(c- b) 
বা, b-a-—c-b 
"^ 8, b,c জমান্তর শ্রেণীভুক্ত l 


Srt. 12; mes কোন fügen — EE L=0 


~~ 


tA Ts 
(বেনারস, 1 
$3 a,5— 
ntntr EXC A 
3s— (a+ b+ c): 3s 25.5 1 
(TERES 
Ib ud i 
P xt UE Ib 
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Bri. 13. প্রমাণ কর যে, যে কোন ত্রিভুজে 


() rr,r,r,— A* এবং (ü) 52757517525 বী75 72 


(কঃ বিঃ 1954) 
i aAA A 
O reste ee REM 
ATOT E A Ahd S E AA 
s(s-a(s-b(s-c) A* ~= 
(i) r, r,--r, r, rar, 
=A VLA V uu A A 
2222৯ yo waw 


ad AV (শী — ELA A 
- [c-6-5* 6-96-3* 65-25-23] 
=s (s- a) (s- b) (s - c) 


1 1 š 
xÍ a)(s- b) *e-36-3*6-o6-3] 
=s (s—c)+s (s—a) +s (৬- b) 
=s(s-c+s- a+s—b) 


=s (3s—a r b+c)=s (3s — 25) 55.5 8? 


উদ. 14. প্রমাণ কর যে, কোন faga cos A--cos B + cos c= 14 7- 


A*B-C-z, অতএব নিম্নোক্ত অভেদটি সত্যি। 


COS A-FCOS B+cos 0-1 4 4 sin ^ sin à sin š 
কিন্ত 7০47. sin A/2 sin ia sin c/2 


==4 sinf sin 3 B sin cJ2 


cos A--cos B--cos c= 14." 
“ R 


9s enne (87301431071 


ERC OE (wid, 1938) 


"ps p (a+b +c)? 


V: মাঃ fücetq—8 
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ই HE al 


1. 


EER k sS 1 
REA K FAR: T 


s A*abc4R এবং r—/Vs) 


৬ 16 "—— Án 
rr. (9 হত (a +b++)* পক্ষ 


উদ্দাহরণমাল! 9 


a—443, b «12, A=30'° ; ত্রিভুজের পরিব্যাসার্ধ ও c কোণ নিরূপণ কর। 
কোন ত্রিভুজের বাহুগুলে! যথাক্রমে 7, 5 ও 8 ; কোণগুলোর মান নির্ণয় কর। 
কোন ত্রিভুজে a—8, b=10 এবং c—14; tan AJ2, tan 812 ও 


tan C/2 কত? 
4, 2নং প্রশ্নের ত্রিভুজটির ক্ষেত্রফল কত? বৃহত্তম কোণটির সাইন কত? 
প্রমাণ কর যে, যে কোন ত্রিভুজে 


৯ ৪ 


8. 
9. 


10. 


11. 
12. 


13. 
14. 
15. 


b(— c) cos a= sin SES (পাটনা, 1942) 


(b+c) sin =a sin (+8) (পাটন।, 1940) 
a (sin B—sin c)+ b (sin c—sin A)--c (sin A—sin B)=0 
a (b cos C—c cos B)=b? — c 


(b-- c) cos A--(c--a) cos B + (a + b) cos c-2s 


is B-c 
(b+0) sin 5 a cos 2 


a sin (B ০)4- sin (C— A)--c sin (a-B)e 0. (বেনারস, 1956) 
(b —c) cot 9+0০-০) cot $a - b) cot $-9 (পাটনা, 1944) 


a COS A+b cos B+ c cos C = abc[2R? —4R sin A sin B sin C 
a sin A— b sin Bcc sin (A - B) 
a° (sin? B—sin? C) 4 b* (sin? C — sins A)4- 
c? (sin? A —sin* B) =0 


16. 
17. 
18. 


19. 


20. 
21. 


22. 


23. 


24. 
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(b* - c* — a*) tan A=(c* +a" —b*) tan g—(a* +b* — c?) tánc 
b cos B + c cos c—a cos (B-c) 
a cos (B — C) +b cos (C — A)+<¿ cos (A-B) 
=R sin A sin B sin Ç 

Sin (A — B) a* - bs 
sin (A+ B) es 
a cos B cos C--b cos C cos A +c cos A cos B=A/R 
(b* — c?) cot A+ (c — a*) cot B+ (a? — 53) cot o=0 

(পাটনা, 1945 ) 


csin (A- B)_ asin (B- C) P sin (C-A) 
হউক aa 


2C 2B a Aj s C 
b cos? gte cos gme ০০3৯ gta cos টা 


=a cos? 2*5 cos? ^ 
zg 


c"=(a—b)? cos? S+(a+by* sin? Z 


* (s-a) tan 3-6-2) tan g76-9 tan š 


a sin (B —c) b? sin (c — A) , c* sin (A — —B)_ e 
sinB+sin C sin 04810 A Sin A-sinB 


€(বেনারস, 1945 ) 
27. as cos (B — C) +b: cos (c - A)--c* cos (A - B)—3abc 
(বেনারস, 1957 ) 
b- A, c-a B,a-b c. 
28. E costo t n z ০০৪ 742 cos? z0 
29, tan a= asine 
a b-a cos C 
30, ৫৯ sin (B- C) , b? sin (c - ^) , c* sin (4-8). 9 
Sin A * sin B Sin C 
(পাটনা, 1743 ) 
31. e sin 2A-+ —4* sin 2g +৫ 45 sin 2c-2 
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32. (bc ta) (cot $* cot g)724 cot à ( পাটন৷, 1940 ) 
^ B c 

33. (a+b+c) (tan 2718 5)=2c cot Š ( আগ্রা, 1954 ) 

34. becos? Stea cos? + ab cos? Şes 


35. b? sin 2c c* sin 2B=4 N 
36. 2R*sinAsSsin B sin C= A 
37. cot A+cot B +cot c—(a? +b: + e2)|4 A 


a? —b?* sin A sin Bu 
a 2 sin (Á ==) e 


39 cos B cos C 4008 C cos A , COS A cos B... 1 
$ be ca ab 4R3 


40. a* cot A+ b* cot B +e cot C9 4/৬ 


41. দেখাও যে, 2b —a-k-c হলে 2 cot gets 5008 g (পাটনা 1942) 


42. €= 120° হলে দেখাও যে, 2c cos ud = A8 (a+b) 


43. A=60° হলে দেখাও যে, 2a cos 78 e bec 


41. c=60° হলে দেখাও যে, 2a -b=2: cos B (বেনারস, 1949 ) 


45. A=90 হলে দেখাও যে, b4-c— ২12৫ cos SIS 


46. যদি একটি ত্রিভুজের ছুটি কোণের কোপাইন তাদের বিপরীত বাহুদ্বয়ের 
লমান্পাতী হয় তবে দেখাও যে, ত্রিভুজটি সমদ্বিবাহু। 
47. যদি কোন ত্রিভুজের ছুটি কোণের কৌনাইন তাদের বিপরীত বাহুর ব্যস্ত 
অন্থপা হী হয় তবে দেখাও যে, faga হয় সমকোণী, নতুবা সমদ্বিবাহু । 
(কঃ বিঃ 1923) 


AR o 
e = HTT "pp t Nue oç oem 
49. যদি (৫47৮) sin (A — B) = (a? — b?) sin (A+B) হয় তবে দেখাও Co 


ত্রিভুজটি হয় সমদ্বিবাহু, নতুবা সমকোণা। 
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50. যদি b tan B +c tan c=(b+c) tan == ২7 হয় তবে দেখাও যে, 
ত্রিভুজটি সমদ্বিবাহু। 

51. যদি a*--b*-Fc*-2b* (a?--c3)- c*a? হয়, তবে প্রমাণ কর যে, 
B—60? বা 120°. 

52. যদি cos A+2 cos C : cos A—+2 cos B =sin B : sin C হয়, তবে 
দেখাও যে, ত্রিভুজটি হয় সমদ্ধিবাহু, নতুবা সমকোণী। 

53. যদি cot A, cot B, cot c সমাস্তর শ্রেণীভুক্ত হয় তবে দেখাও যে, 9, b°, 
c*-e সমাস্তর শ্রেণীভুক্ত । (পাটনা, 1944) 

54. a, b, c সমাস্তর শ্রেণীভুক্ত হলে দেখাও যে, 

4 (1— cos A) (1—cos c)= cos A4-cos C 

55. sin A : sin C=sin (A-B) : sin (B — C) হয়, দেখাও যে, a”, b*, 
c? সমাস্তর শ্রেণীভুক্ত । 

56. যদি cot 4০০৫৪ +cot c= 4/3 হয়, তবে দেখাও যে, ত্রিভুজের সব কটি 
কোণই সমান । 

57. যদি এঃ, 2, ৫* সমাস্তর শ্রেণীভুক্ত হয়, তবে দেখাও যে, tan A, tan B, 


tan ০ অনোন্যক-সমাস্তর (H.P.) শ্রেণীভুক্ত 1 (আগ্রা, 1952) 
58. ufi tan AJ2, tan 812, tan ০12 সমাস্তর শ্রেণীভুক্ত হয়, তবে দেখাও যে, 
COS A, cos B, cos ০-ও সমাস্তর শ্রেণীভুক্ত । (কঃ fà: 1954 ) 
যে কোন ত্রিভুজে প্রমাণ কর যে, 
59. 7254-79-5৫ cot S (আগ্ৰা, 1946 ) 
60. 75552691057 (আগ্রা, 1947) 
rat's 3 
E a B. AS | 
61. A= E 6 AN =rr, CO á 


63. A=4R 7 cos 5 cos 8 cos দু 


b—c,c-a,a-b.. . A B c 
64. SN T FEY 65. Aer cot ç cot 5 cot a 


418 


67. 
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a cos A +b cos B + ¿ cos ০4৫১ 


A B G. 
= COS — cos =~ 
4 cos > 0 > 2" 


(২775) tan 270. —r) cot =c ` (আগ্রা, 1953) 


A= rr, r, r, =r% cot 2০০৪ cot > (আগ্রা, 1951) 


ri 757৮৯710065 A cot: Boots € (আগ্রা, 1956 ) 
2 2 2 
+ [P 
(r, NT a 
7575 41757547757 ৮৩৪ (কঃ বিঃ 1943 ) 
00175477575) —b(rr, + 787517500775 17572) 
7517791787০ 41 (আগ্রা, 1955 ) 
(r, -r)(r,-r (7577) - 4Rr? (আগ্রা, 1919 ) 
(rd rr, +r a(r, +r) =m ARS? 
(r, +r,)fr,+r,(r,-+r ) 
27 s? Ta TT. e cbr) 
TE TUNER i/—4R ( বেনারস, 1954) 
1 1 1 1 ab 
T nit nuits সি ( আগ্রা, 1952) 
27:18 15.41 £১ 3 ^j 
++ "t 
I. 7o 


13417547811 

| EIN € wriar, 1957) 
a Cot A +b cot B+c cot c - 2(R +r) 

যদি R—r, হয় তবে দেখাও যে, COS A COS B + cos C 

যদি roren +r, হয়, তবে দেখাও যে, ত্রিভুজটি সমকোণী। 
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85. যদি কোন ত্রিভুজের বহিব্যাস পরিসীমার সমান হয় তবে দেখাও যে 


ব্রিভুজটি সমকোণী। 


86. যদি (1—r,lr,)Q —r,fr,)=2 হয়, তবে দেখাও যে, ত্ৰিভুজটি সমকোণী। 


( বেনারস, 1954 ) 

87. যদি 8৭*-৮০+৮%+-০% হয়, তবে দেখাও যে, ত্রিভুজটি সমকোণী। 
€ আগ্রা» 1953 ) 
88. R-2r. প্রমাণ কর যে, ত্রিভুজটি সমবাহু। (কঃ বিঃ 1940 ) 


89. a,b,c সমাস্তর শ্রেণীভুক্ত। দেখাও যে, nora r, অন্তোন্তক সমাস্তর 
শ্রেণীভুক্ত । 
90. ABC ত্রিভুজের ewfay থেকে A, B, C শীর্ষবিন্দত্রয়ের দুরত্ব যথাক্রমে 
X) 25 দেখাও যে, 
a , b y c _ abc 
£! upo p Xy 
91. ABC ত্রিভুজের অস্তঃকেন্দ্র থেকে A,B,C শীর্ঘবিন্দুত্রয়ের দুরত্ব যথাক্রমে 
%,) এবং z হলে, প্রমাণ কর যে, rabc-sxyz. 
92. যদি ^ Pss ý: gs — তিনটি উচ্চতা হয়, তবে দেখাও যে, 
@ J. 8448৮ ৭-4: ji) 8০০৪-৫৯- 
Pi E Ps ? ne ৬ iPsPDs 
93. wwqwq ক্ষেত্রফল s এবং বহির্বৃত্তগুলোর ক্ষেত্রফল s, Sas 55 হলে 
দেখাও যে, 
e 
Asgaidr du. 3. 
vs ws, X NS, 
94. প্রমাণ কর যে, কোন ত্রিভুজের পরিকেন্ত্র ও অন্তর্কেন্দ্রের ছুরত্বের বর্গ 
—2Rr| যদি «facem অন্তর্কেন্দ্রের উপর অবস্থিত হয় তবে দেখাও যে, 
cos A + COS B + cos C= JI ( আগ্রা, 1949 ) 


95. ABC ত্রিভুজের A শীর্ষবিন্দুগামী যে বৃত্ত ৪০ এর মধ্যবিন্দুকে Cu করে, 
ভার ব্যাসাধ 
2(b* c*) -a*. 
8b sin C 
96. কোন ত্রিভুজের a=13,b=14,c=15; 7 এবং দ-এর মান কত? 
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97. যে কোন ত্রিভুজে, প্রমাণ কর যে, অস্তবৃত্তের ক্ষেত্রফল : A 


জা ! cot $ cot 5 cot Š 


98. যে কোন ত্রিভুজে দেখাও যে, 
cos A „cos B L cos C asin A +b sin B+c sin c 
a b c বক 
99, ABC ত্রিভুজের পরিকেন্দ্র থেকে ৪০, CA ও AB বাহুর উপর অঙ্কিত: 
খাবে Pas Par pi i দেখাও যে, 
EE €... abc 
Pı Ps To 4P PaPs 


10 figa সমাধান 


দশম অধ্যায় ( SOLUTION OF TRIANGLES ) 
+ দশম অধ্যায় .. ০০৮9 cx 


10. 1. ত্রিভুজের সমাধান (Solution of triangles) 
যে কোন ত্রিভুজের ছ’টি অ--তিনটি বাছ, তিনটি কোণ। কিন্তু এগুলো অনপেক্ষ 
নয়; পরস্পরের মধ্যে কোন-না-কোন সম্পর্ক আছে। অক্গগুলোর যে কোন তিনটি 
দেওয়া থাকলে ( অবশ্যই তাদের একটা বাহু হওয়া চাই ), বাকী তিনটি বের করা যায়। 
নির্ণয় কাজে আগের অধ্যায়ের সম্পর্কগুলো! ব্যবহার কর! হয়। প্রদত্ত অঙ্গ গুলো! থেকে 
অবশিষ্ট err নির্ণয়ের প্রক্রিয়াকে ত্রিভুজের সমাধান বলে | 
নিম্নোক্ত চারভাবে অন্বগুলো দেওয়া থাকতে পারে 
d) তিনটি বাছ ° 
G) দুটি কোণ এবং একটি বাহু 
(0) ছুটি বাছ এবং অন্তভূক্ত কোণ 
(i). ছুটি বাছ এবং ওদের একটির বিপরীত কোণ । 


তিনটি কোণ দেওয়। থাকলে ত্রিভুজের যথাযথ সমাধান সম্ভব নয়। এক্ষেত্রে কেবল- 
মাত্র বাহগুলোর werte পাওয়া! যায়, সঠিক দৈর্ঘ্য জানা যায় না। 


10-2 ল্গারিদম (Logarithms) 
বীজগণিতেই লগারিদমের আলোচনা করা হয়। কিন্ত ত্রিভুজের সমাধানের ক্ষেত্রে. 
সরলীকরণের কাজে লগারিদমের ব্যবহার খুব প্রয়োজনীয়। তাই লগারিদমের ধর্ম 


সম্পর্কে দু-চার কথা এখানে বলা হল। 
যদি x-a" হয়, তবে m কে gE সাপেক্ষে x এর লগারিদম বলে। লেখার 


রীতি হলঃ m—logax! আরও সহজভাবে লেখা হয় m log x, ভূমি odo: 
ধাকে। কাজেই, কোন ভূমি সাপেক্ষে কোন সংখ্যার লগারিদম বলতে 
ভূমিকে যে ঘাত ওঠালে এ সংখ্যার সমান হয় সেই খাতকে বুঝায় । 
ব্যবহারিক ক্ষেত্রে ভূমি প্রায়শঃই 10 ধরা হয়। 
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10. 3, লগারিদমের ধর্ম (Properties of logarithms) 


যেহেতু, লগারিদম হল স্থচক বা ঘাত (index) এবং যেহেতু, 0" — x এবং n= 
'logax সমার্থক, কাজেই সুচকের নিয়ম থেকে আমরা লগারিদমের ধর্মগুলে! পাই। 


লগারিদমের প্রধান ধর্মগুলে। নীচে দেওয়। হলঃ 
(i) log, mnp...= logan + logan--logap-- ... 
(ii) log, Z=logam - logan 
(Hi) logam” =r logam 
কথায় প্রকাশ করলে : 
G) একাধিক সংখ্যার গুণফলের লগারিদম, সংখ্যাগুলোর পৃথক পৃথক লগারিদমের 
সমট্টির সমান। 
(ü) ছুটি সংখ্যার ভাগফলের লগারিদম, ভাজ্য ও ভাজকের পৃথক পৃথক লগারিদমের 
অস্তর ফলের সমান। 
(ii) কোন ঘাতযুক্ত সংখ্যার লগারিদম, ও ঘাত ও সংখ্যার লগারিদমের গুণফলের 
সমান। 
অনুসিদ্ধান্ত : 1০৪০৫-1; 1০851--01 অর্থাৎ সংখ্যার সমান মানবিশিষ্ট 
ভুমির সাপেক্ষে সংখ্যাটির লগারিদম | এবং যে কোন ভূমির সাপেক্ষে 1-এর লগারিদম 
শুন্ত। 


104. ক্যারেকটারিস্টিক ও ম্যান্টিসা (Characteristic and Mantissa) 


লগারিদমের আলোচনায় দেখা যায়, কোন কোনটির মান ধনাত্মক, কোনটির বা 
SITI তাই, লব ক্ষেতে, লেখার রীতি এমন যে, দশমিক অংশ ধনাত্মক হয়; পুর্ণ 
অংশটি লগারিদমের উপর নির্ভর ক'রে ধনাত্মক বা খনাত্মক দুই-ই হতে পারে। একটা 
34 ধরা যাক। মনে কর, লগারিদম হল -372388| এটি হল —441- 
0:72388— - 44 27612; লেখা হয় এইভাবে £ 1:27612| 
ধনাত্মক অংশকে বলে ম্যারি, এবং ধণাত্মক অংশকে “ক্যারেকটারিস্টিক?। 
উপরের উদ্দাহরণে হু বা --4 হল ক্যারেকটারিস্টিক এবং '47৩12 হল ম্যার্টিসা। 
নিচের নিয়ম থেকে সংখ্যাটি দেখে যে কোন সংখ্যার সাধারণ লগারিদম সহজেই স্থির 
করা যায়। 
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(d) 1 এর চেয়ে বড় সংখ্যার লগারিদমের ক্যারেকটারিস্টিক হল সংখ্যাটির পুর্ণ-অংশে 
যতগুলো অঙ্ক আছে তার চেয়ে এক কম এবং ধনাত্মক । যেমন log 6432 এর 
ক্যারেকটারিস্টিক হল 2 | 

(b) 1 এর চেয়ে ছোট সংখ্যার লগারিদমের ক্যারেকটারিষ্টিক খণাত্মক এবং দশমিক 
Rya ঠিক পরে যতগুলো! শুন্য আছে তার চেয়ে এক বেশি । যেমন log 3476 এর 
ক্যারেকটারিস্িক হল -1 এবং log *0006 এর ক্যারেকটারিস্তিক হল —5 | 

লগারিদমের ম্যার্টিসা অংশ লগারিদমূ তালিকায় দেওয়া থাকে । ছুটি সংখ্যার স্থানীয় 
অঙ্কগুলো যদি একই হয়, তবে তাদের ম্যাটটিসা সমান, পার্থক্য শুধু ক্যারেকটাবিষ্টিকে । 


10.5. ভ্রেকোণমিতিক তালিকা (Trigonometrical tables) 

ত্রিভুজের সমাধানে প্রায়ই আমাদের ত্রিকোণমিতিক তালিকা দেখতে হবে । এই 
তালিকা ছু'রকম। এক, natural sine, cosine ইত্যাদির তালিকা । এতে কোণ- 
গুলোর sine, cosire ইত্যাদির মান দশমিকের পর কয়েক ঘর অবধি দেওয়া থাকে। 
আরেকটি হল লগারিদমীয় sine, cosine ইত্যাদির তালিকা । এতে সাইন, কোসাইন 
ইত্যাদির লগারিদম দেওয়া থাকে। 

অনেক ত্ৰিকোণমিতিক অঙ্ুপাতের মান 1 এর চেয়ে কম। কাজেই তাদের 
লগারিদম খণাত্মক। eue মান এড়াতে ওদের মান 10 বাড়িয়ে নেওয়া হয় এবং 
L sin A, L cos A ইত্যাদি রূপে লেখা হয়। কাজেই, 

L sin A =10+ log sia A 
L tan 0=10+Iog tən 0 

বইয়ের শেষে ত্রৈকোণমিতিক তালিকা দেওয়া আছে। Natur:l sine ও 
cosine তালিকায় 1 অস্তর 0° থেকে 90^ পর্যন্ত কোণগুলোর sine এবং cosine 
দুই-ই দেওয়া আছে । কোন কোণের সাইন তার পূরক কোণের কোসাইন। তালিকার 
mrs এই ধর্মটি ব্যবহার করা হয়েছে। ফলে একই তালিকা থেকে ছুটি অন্গপাতের 
মানই জানা যায়। 510৫-এর কোৌণগুলো উপরের বা দিক থেকে ক্রমে ডান দিকে এবং 
নীচের দিকে বেড়ে গেছে। আর ০০510৫-এর কোণগুলো নীচের ডান দিক থেকে 
উপরের বা দিকে বেড়ে গেছে। তালিকার উপরে লেখা Natural sine এবং নীচে 
লেখা Natural cosine | 

তালিকার প্রধান অংশে 10 অন্তর অস্তর কোণের sine এবং cosine দেওয়া 
আছে। পাশে mean difference. (গড় পার্থক্য) অংশের সাহায্যে U অন্তর অন্তর 
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কোণের sine এবং cosine পাওয়! ix | 0 থেকে 90? পর্যন্ত কোণ যত বেড়ে চনে 
310৩-এর মানও ক্রমে তত বাড়ে, কিন্ত cosinc-aq মান কমে। তাই sine নির্ণয়ের 
সময় mean diference স্তম্ভের মান যোগ করতে হয়, cosine নির্ণয়ের সময় 
বিয়োগ করতে হয় | 


অনুরূপভাবে, natural tangents এবং ০০918026015 তাঁলিকায়ও 1! «wa 0 
থেকে 90° পর্যন্ত কোণগুলোর tangent এবং cotangents জানা যায়। ট্যাঞ্চেন্টের 
ক্ষেত্রে গড় পার্থক্য যোগ করতে হয়, কোট্যানজেন্টের বেলায় বিয়োগ করতে হয়। 

লগারিদূমিক sine এবং cosine তালিকায় mean difference wc সাহায্যে V 
অস্তর, 0° থেকে আরম্ভ করে 90? পর্যন্ত কোণগুলোর লগারিদ্মিক sine ও cosine 
নির্ণয় করা যায়। ব্যবহার পদ্ধতি sine ও cosine তালিকার মতো । L sin 6-এর 
সময় mean difference যোগ করতে হয়, L cos 0-43 সময় বিয়োগ করতে ZI | 

লগারিদমিক tangents এবং cotangents তালিকায়ও তেমনি 1’ অস্তর অন্তর 0° 
থেকে 90° পর্যন্ত লগারিদমিক tangents এবং cotangents-sg মান দেওয়া থাকে। 
ব্যবহার-পদ্ধতি আগের তালিকার মতো। ট্যানজেপ্টের ক্ষেত্রে mean difference 
যোগ করতে হয়, cotangents«qq ক্ষেত্রে বিয়োগ করতে হয়। 


49. 6, ANFAS অংশ-বাঁধ (Principle of proportional parts) 


কখন কখন তালিকায় সরাসরি দেওয়া নেই এমন কোণের ট্রকোণমিতিক wt 
বা তাদের লগারিদমের মান বের করার প্রয়োজন হয়। যেমন ধর 34০23? 20"! 
তালিকায় কেবল 34” 23 এর মান এবং 34" 24” এর মান দেওয়া আছে। 

এসব ক্ষেত্রে, সমান্থপাতী অংশ-বিধি প্রয়োগ করে মান বের করতে হয়। বিনা 
প্রমাণে, বিধিটি নিচে উল্লেখ করা হুল | 


কোন চলরাশির মানের অতি ক্ষুদ্র পরিবর্তনের জন্য ওর অপেক্ষকের 
মানের যে পরিবর্তন হয় তা চলরাশিটির মানের ক্ষুদ্র পরিবর্তনের 
সমানুপাতী। 

sin 0, tan 0, L sia 9 ইত্যাদি সকলেই চলরাশি 0-3 অপেক্ষক। 


10. 7. ত্রিভুজের সমাধানে যে যে বিভিন্ন ক্ষেত্রের উদ্ভব ঘটে আমরা এখন দেগুলি 
একে একে আলোচনা করব। 
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প্রথম ক্ষেত্র: তিনটি বানু a,b,c দেওয়। আছে। 
এক্ষেত্রে 'কোণগুলো সাধারণত AAE সেটের KA সাহায্যে বের করা হয়। 
tan A= [CD69 ইত্যাদি 


s(s- a) 


HE FE ^-10 446-0 69. 


s(s— a) 
কাজেই তালিকা থেকে ? জানা যায়। অতএব A নিরূপিত হল। অনুরূপভাবে, 
B*ও নির্ণয় করা যায়। আর ০ বের করা হয় c=180° — A— B W থেকে। 
fiais সেট-সমীকরণের সাহায্যেও ত্রিভুজটি সমাধান করা যেত। 


cosa - se- $09), ইত্যাদি 
বা sin Ni ইত্যাদি 


এবং এক্ষেত্রে আমরা L cos A/2 বা L sin A/2 নিয়ে তালিকা ব্যবহার করতাম। 
কিন্ত tan সুত্রে আমাদের প্রয়োজন চারটি লগারিদমের, s, s-a, s-b,s—c; 
sine বা cosine Zra প্রয়োজন ছটি লগারিঘমের 5, s-a, s—b, এ, &, ৫। কাজেই, 
tan s< ভাল। তা ছাড়া, কোন কোণের বিভিন্ন তালিকা থেকে ena আমন 
মানগুলোর মধ্যে লগারিদমীয় tangent তালিকার মানই সবচেয়ে শুদ্ধ । এর গাণিতিক 
প্রমাণ দেওয়া যায়। ç 


আমরা, cos Ac PEDI ইত্যাদি WX থেকেও কোণ বের করতে পারতাম ; 
few লগারিদমিক গণনা! কার্ধে এই হত্রগুলি সুবিধাজনক নয়। 

এ সব কারণে, কার্যক্ষেত্রে tangent JAR ব্যবহার করা৷ হয়। 

দ্বিতীয় ক্ষেত্র : দুটি কোণ ও একটি বাহু দেওয়া আছে। 

ধরি, Bc এবং এ দেওয়।আছে। « A-iS0-B-c; অজ্ঞাত বাহু ছুটি বের 
করতে নিচের সুত্র ব্যবহার করা হয় š i 
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লগারিদম নিয়ে, log b=log a+L sin B—L sin A 
log c=log a--L sin C—L sin A 


তৃতীয় ক্ষেত্র: দ,ই বানু এবং তাদের অন্তভূক্ত কোণ দেওয়া আছে। 
ধর, b, ৫ এবং A দেওয়া আছে এবং b o ৫। us ৪১০ হবে। 


^O B4C-]ÉBÜ-A i, ১০. -90 [A 
c b- A 
আবার tan 87€ == eot 9 


ñ B—c_ 
4. Ltan Sewer log (icco 2) 
=log (5— c) - log (b+c) +L cot A/2 
b, ৫৩ A জানা থাকায় L tan 87.0 পাওয়া যাবে এবং তা থেকে ৪-০ বের 


হবে। ৪7 এবং ro tc কাজেই 
রান 


অজ্ঞাত বাহু ৫ বের করতে ^ & 


sin A Sin B 


c w l 
sinc w প্রয়োগ করতে হবে 


অর্থাৎ log a=log b--L sin A—L sing 
বা, —log c+L sin A—L sin c 


চতুর্থ ক্ষেত্র : ছুটি বাহু এবং বাছদ্ধয়ের একটির বিপরীত কোণ দেওয়া। 
ধর, a, b এবং ৫-বাহুর বিপরীত কোণ A দেওয়া আছে। 

যেহেতু alsin A—b[sin B 4. Sing P sin Ay s (i) 
-. L 810 B=log b—log a- L sin A .. (ii) 


এই সমীকরণ থেকে B কোণের মান জানা গেল। 
^% C=180°-A-B ^ € কোণের মানও জানা গেল 
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এ... : 
এখন, ৫ বাহুটি «868 „Sinc 
বা, log c=log a +L sin C—L sin A ee (iii) 
থেকে জানা যাবে। 


কিন্তু (i) সমীকরণ থেকে ত্রিভুজ সম্পর্কে প্রদত্ত উপাত্ত বিষয়ে তিনটি সম্ভাবনা 
দেখা! দিচ্ছে । 

(a) «ft 9৪19 A>এ হয় তবে 810 ৪১৮1 ইহা অসম্ভব। এরপ কোণের 
অস্তিত্ব সম্ভব নয়। এক্ষেত্রে, ত্রিভুজ আঁক! সম্ভব নয় অর্থাৎ ত্রিভুজের সমাধান 
নেই। 

(b যদি bsinA-a হয়, তবে sinB21; .. B-90 এক্ষেত্রে, 
একটি মাত্র সমকোণী ত্রিভুজ আকা সম্ভব এবং তা-ও যদি boa হয়। কিন্ত, , 
b=a হলে কোন ত্রিভুজ আঁক! সম্ভব নয় অর্থাৎ সমাধান নেই। 

(c) যদি b sin A< হয়, তবে 81811 কিন্তু sin (z—B)esinB 
হওয়ায় এক্ষেত্রে ৪-এর ছুটি মান সম্ভব__একটি সুক্ম্মকোণ, একটি স্থলকোণ। 

যদি b<a হয়, তবে BA হবে। -. BRI TUFI আবার b=a 
হলে ৪-/ হবে। এক্ষেত্রে 8 (F RAPI হতে হবে। কাজেই bea হলে ৪ এর. 
মান 909 চেয়ে কম হতে হবে। এক্ষেত্রে একটি মাত্র ত্রিভুজ জীকাই সম্ভব । 

কিন্তু যদি b>a হয়, তবে B>A হবে। এক্ষেত্রে, B সুন্মকোণ হতে পারে, 
ইলকোণও হতে পারে। এক্ষেত্রে ছুটি ত্রিভুজ আক! সম্ভব। কাজেই a>b sin A 
এবং BIA সম্ভাবনাকে wise ক্ষেত্র (ambiguous case) বলে। যে ক্ষেত্রে দুটি 
বাহু ও ছোট বাহুটির বিপরীত কোণ দেওয়া আছে সেটিই দ্বার্থক ক্ষেত্র। 

108 দ্যর্থক ক্ষেত্রের জ্যামিতিক আলোচনা! 


(Geometrical discussion of ambiguous case) 


AX একটি সরলরেখা নাও। x বরাবর রেখাটি সীমাহীন। ধর, ZXACTA 
এবং AC-b| ০০ কে AX এর উপর লঙ্ব টান| .. CD-bsinA; ০ কে কেন্দ্র 
করে এব্যাসার্ধ নিয়ে একটি বৃত্ত আক ৷ 

(৪) a-bsin হলে, বৃত্তটি Ax রেখাকে আদৌ ছেদ করবে না। কাজেই 
এক্ষেত্রে কোন ত্রিভুজ পাওয়া সম্ভব নয়। 
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(b) a-bsinA হলে, বুন্তটি Ax রেখাকে D বিন্দুতে স্পর্শ করছে। কাজেই 
এক্ষেত্রে একটি মাত্র সমকোণী ত্রিভুজ পাওয়া orga | 


(০) ৫১৪ A হলে এবং ab হলে, বৃত্তটি Ax রেখাকে Bi, B, ছুট বিন্দুতে 


ছেদ করছে। বিন্দু দুটি A এর একই পাশে হচ্ছে এবং /২/৪,০ এবং /২/৪,০ ছুটি 
ত্রিভুজ উৎপন্ন হচ্ছে | এই হল ছ্যর্থক ক্ষেত্র । 


যখন ab তখন B, ও B, বিনুদ্য় & এর ছুই পাশে হবে। এক্ষেত্রে একটি 
মাত্রসমাধান। যেহেতু ZCAB,—180'—A, /১৪৪,০ প্রদত্ত উপাত্তের সঙ্গে 
(লংগতিপৃর্ণ নয়। 


যখন asb, তখন B. বিন্দু ॥-এর সঙ্গে মিলে যায়। এক্ষেত্রে তাই সমাধান 
I 


109 ত্রিভুজের তিনটি কোণ দেওয়া! আছে 


(Three angles of a triangle are given) 


ত্রিভুজের তিনটি কোণ দেওয়া থাকলে ত্রিভুজের সমাধান সম্ভব নয়। কেননা, 
প্রদত্ত উপাত্তের সঙ্গে সংগতি রেখে এক্ষেত্রে অসংখ্য সমানকোণী ত্রিভুজ পাওয়া যায়। 
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m ` b ৫ ; 
Hu S sin 9 TE থেকে আমরা বাহপ্ুলোর অনুপাত বের করতে পারি 


মাত্র ; ওদের সঠিক দৈর্ঘ্য জানা সম্ভব নয়। 


100 কষে দেওয়। উদাহরণ (11109178079 examples) 


উদ. 1. একটি ত্রিভুজের ঝাহুগুলে। 5, 7, 9) ত্রিভুজের বৃহত্তম কোণটির পরিমাণ 
কত? দেওয়া আছে: los 2০৮ 3010300, log 324771213, us 47531 
২৯598264910 এবং 60” এর Wq = 1397, ; 


ধর,৫-5,  b—7, ০০9) n ০ বৃহত্তম কোণ। 


cosz—A | ও (৬-৫)-৬ 1213, 1 “ 57775 N^! 
PIN ab 2 "3*5y3 (i 2) 
= ° A 
20 C =A i 


i L cos C= 10 +4 (2105- Jog -1) 
=10+1 (9542426 - 3010300— 1). 
= 104+} XT'6532126 ^ 

- = 104+718266063=9-8266063! ' ° ~ 
কিন্তু, Lcos 4753 =9 8264910 ` 
অন্তর £ 1153. s 3 


sc Wes gm =x e 49: s 


SOC TSY 10:5° š . 
immer E 
উদা.2. কোন ত্রিভুজের বাইগুলো 323, 481 এবং 6121 কোণগুলে! নির্ণয় 
T ' ত্ৰিকোণমিতিক তালিকা ব্যবহার কর) ^ 

ধর, a-323, b—481 এবং c=642 


Rr => ১45৮6427728 


^ Hine US ond Ey 
2 "DE 73৯4০ 


উঃ মোঃ ,ত্রিকোণ_9 রি 
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L tan $7104 1 (log 242 +10g 81—1og 723— log 400 


= 10+ 3 (2738382. 1:90849 — 2:85914 — 2:60206) 
941556 ( পাঁচ দশমিক স্থান পৰ্যন্ত ) 


তালিকা থেকেঃ L tan 14°36'=9:41579 


এবং 


L tan 14°35'=9"41527 
60" aq অন্তর = 52 


L tan 47941556 


L tan 14°35=9'41527 
[CET = 29 


901. NEN 
আহ্মপাতিক বৃদ্ধি = 25" 6০335 
21435 83:5" 00429 10/7* 


B A[G-96-a. 81 x 400 


আবার, tang ৬০৩7 


s(s - b) 7123x242 


L tan g-104 (log 81 +log 400—1og 723 — log 242) 


=10+3 (1:90849 +- 2:60206 —2:85914 —2:38382) 
—9'63380 


কিন্ত, L tan 23°18'=9 63377 


তালিকা থেকে 60' এর 4-35 — .. আনুপাতিক বৃদ্ধি x60 — 52" 


Bri. 


অন্তর, 3 


37231852" -— B=46°36' 104" 
€ -180* - (A=B) বা 6= 10442726" 
3. ABC ত্রিভূজে, B= 60°, A=38°20', b=64 ফুট | 


a এর মান নির্ণয় কর। 


এখন, 


c=180° — (A+ B)=180° — (60 + 38°20')=81°40" 


এ ৬ থেকে a=b tin Aa64. 2 sin 81° 40” 
SINA 510 B $in B NS 


— mg quee 
d- 


ত্রিভুজের সমাধান 


“^ logas? log 2-4 log 3--L sin 81০401--10 
27 x *30103—3 x *47712--9-99539 — 10 
= 210721 —:23856.--9:995:9—10 
= 1 '86404 


আটি-লগারিদম তালিকা থেকে, a=73 12 ফুট 


উদ্ন। 4. দেওয়া আছে -5, c=3 এবং A=120°, B ও ০ কত? 


(কঃ বিঃ! 
B-Cc b—c A 
t SUE 
an Pis tz 
5-3 STU Y 1 
=— ct 60 em 
5+3 1'3 ig 


B~ 
L tan 322০৮104198 1 — 1 log 48=3-1593794 


তালিকা থেকে: L tan 8*12/29:1586706 এবং 
1 এর অন্তর = 8940 


এখানে, L tan Ë ; C 19:1593794 


এবং _ L tan 8?12/—9:1586706 
অন্তর = 7088 


TOURS SP 
aos বৃদ্ধি 5949 X 60 48 


B-O 215.7 1 
8012148 i. 0 eis (i) 

B+ qno A o o o š: 

কিন্ত 90 _ন৮9০-6০*-30 e... (ii) 
()ও (ii) থেকে: — B=38°1248”, C=21°4712" 
উদা. 5, aft b=63, c=36, c—292Y15" হয় তবে B কত? 


দেওয়া আছেঃ log 2-:3010300) log 7—:8450980- 
L sin 29°23’ —9-6907721, l' এর অস্তর=2243 
L sin 59°10”=9-9338ooo, 1” এর অন্তর 755 

এটি কি ছার্থক ক্ষেত্র? 
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b H _63 1 S 1 o , "m 
sin B= sin o=; sin c i sin 29?23'15 


L sin B=log 7—2 log 2-- L sin 29?23'15" 
= "8450980 - *6020600 -9:6908282 

(° 60" এর অস্তর= 2243) 
=9:9338662 
কিন্তু L sin 5,?10'—9:9338022 
অন্তর = 440 

440 

755 


X 60" —35" A B-5971035" 


2 আনুপাতিক বৃদ্ধি= 


আবার, যেহেতু c<b, ৪-এর আরও একটি মান রয়েছে । সেটি পূর্ব মানের 
IFI .', B-1201925'-e বটে। কাজেই এটি একটি GAT ক্ষেত্র। 


উদ্দা, 6. ABC faga ৪০16, ০25 এবং B=33°15'। A ও ০-এর মান 
কত? দেওয়া আছে log2='30103, L sin 33:15'—9:7390129 
L sin 58°56’ —9:9327616 এবং L sin 58°57’ = 9:9328376 


———————. থেকে sin c= 


b c c sin B 
sin B sinc b 


.-. L sin c=log c-logb-- L sin B 

= log 25 —log 16+ L sin 33°15 
=(log 100 — 2 log 2) - 4 log 2+L-sin 3১৭15 
22—6x*301034 9:7390129 
»2--180618 + 9:7390129 
»9:9328329 

কিন্ত L sin $8*57'29:9328376 

এবং L sin 58*56'29:9327616 


< 1' এর অন্তর = 760 
কিন্তু L sin c= L sin 58:56 —9:7328329 — 9:7327616 0000713 


" 713 mt n 7 
s আহ্থপাতিক a= =56':3 


° 025856563" 


^ ৯ THe ges: gem 


ত ih 
০ 
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A 2180? —(33?15'--58256:3") =87°48'3-7” 
"Uu c»b s. 058; কাজেই ০-এর আরও একটি মান ০ আছে এব 
সেটি নির্ণাঁত মানের সম্পূরক 1 
C/—180? ০.৮ 180° — 58756/56:3" = 121313.7% 
A' e 180? — (33^15' + 121*3/3*7") = 25^41/56:3" 


উদ. 7. একটি ত্রিভুজের কোণগুলোর অনুপাত 2:3:7 দেখাও যে, 
বাহুগুলোর waste J23:2: 484-1 - 
A:B:0—2:3:7 
A-20, B—20, C270 (ধর) 
180^ —A-FB-4-C—20--30-- 70 4-120 sS 0=I5° 
A-2230, Be45, c-105* 
a:b:c =sin A : sing: sinc 

=sin 302 : sin 45° : sin 105? 


উদ্বাহরণমাল। 10 


1. কোন ত্রিভুজের বাহুগুলে! 5, 8 এবং 11) সবচেয়ে বড় কোণ নির্ণয় কর 
দেওয়া আছে : log 7= "8450980 L sin 56747'—9:922520 
L sin 56°48’ 99226032. 

2. ত্রিভুজের বাহুগুলো 4,5,61 B কোণ নির্ণয় কর। দেওয়া আছে z. 
log 2=*3010300, L cos 27°53'—=9:9464040, 1" এর অন্তর= '0000669. 


3. ত্রিভুজের তিনটি বাহু 2, 3, 4। সবচেয়ে বড় কোণ বের কর । দেওয়া আছে ঃ 
log2—:3010300, — 1og3-'4771213, L tan 52°14’= 101108395, 
E tan 52715 —10-1111004 ( বেনারস, 1952 ) 
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4. ত্রিভুজের বাহু তিনটি 9, 10, 11; যে বাহুর দৈর্ঘ্য 10 তার বিপরীত কো 
কত? দেওয়া আছেঃ log 2='30103, L tan 29*30' 291526420 এবং 
L tan 29°29’ —9:7523472. (কঃ বিঃ 1943) 

5. কোন ত্রিভুজের বাহু তিনটি 15, 19, 24; ত্রিভুজের বৃহত্তম কোণটি কত? 


log 577—:75587, L cos 88*59'—8:24903 ; 1' এর অন্তর-718. 
(কঃ বিঃ 1936) 


6. ত্রিভুজের বাহু তিনটি 7, 8,9| ত্রিভুজটি সমাধান কর। ত্রৈকোণমিতিক : 
তালিকার সাহায্য নাও । (কঃ বিঃ 1938) 
7. যদি a—74, be26, c=60 হয়, তবে L A=কত ? log 9 = 9541425, 
08 13৮11139434, L sin 56০19-9.9201896 এবং 1' এর 738421 
8. যে ত্রিভুজের বাঁহগুলো 12, 15 16 তার বৃহত্তম কোণটি নির্ণয় কর 
Ç লগারিদম তালিকার সাহায্যে )। : (কঃ বিঃ 1957) 
9. যে ত্রিভুজের বাহুগুলে| 32, 40, 66 তার বৃহত্তম কোণ কত? 108207” 
2:3159703, — log 107330305999 — L cos 66°18’ 96424342, 
) V এর অস্তর-3431। ( কঃ বিঃ 1955) 
10. ত্রিভুজের বাহগুলো 5, 6,/| বৃহত্তম কোণ fada কর। 1086” 
+7781514, L cos 39°14'=9-8890644, 1 এর wg অন্তর-10321 
( পাটনা, 1933) 
11. কোন ত্রিভুজের বাহগুলো 4, 5, 6; 5 বাহুর বিপরীত কোণ নির্ণয় কর! 
log 2='30103, L cos 27°53’ = 9-9464040, 1! এর wg অন্তর = 669! 
(কঃ বিঃ 1941) 
12. কোন ত্রিভুজের a=39, A=81°35', B=2755'; ত্রিভুজটি সমাধা 
কর। (কঃ বিঃ 1935) 
13. aft b=1000, A=45°, c=68°17'40" হয়, তবে "rex বাহটি fd 
কর। log 2='3010300, log 7-6986—-88-64118, 11 এর অন্তর = l 
B sin 66°42'—9'9630538, 1’ এর অস্তর = 544 | 
M. ABC ত্রিভ্যুজ B=60°, c= 65°26' এবং b=162, ৫-এর মান faf কর! 
তালিকা ব্যবহার কর। 
15. ABC fagta A—3820; B—45^ এবং be 64 ফুট, c এর মান fd 
? কর। log2—-30103, L sin 83:20/—9:99705 «xt log ‘0898963953 


V এরর 
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16. যদি 845, c=10° এবং a—200 ফুট, ৮-এর মান কত? log2— 
*30103, L sin 55?49:9133645, log 1726:4—3:2371414, flog 17265. 
3:2371666 | (কঃ বিঃ 1947 ) 

17. যদি ABC ত্রিভুজে ৫০19, A=52°28' এবং ০=93°40' হয় তবে b এর 
যান বের কর। log 19-12787536, log 27037 -*4+4319585, log 27038 = 
4:4319746, L sin 52281 9:8992727, L sin 33°52'=9:7460595 1 

(পাটনা 1936) 

18. যদি A—44, ০70”, be1006:621 a এবং ০-এর মান কত? 
L sin 44* «9:8417713, lcg 100662--5*0028686, L sin 66°=9-9607302, 
1og103543«5:0151212, — L sin 70*—9:$729858, log 7654321= 
6:8839067 | 

19. কোন faga be225, c—175, A—54^| B ও c নির্ণয় কর। 
log 24:301030, L tan 63০10292834, L tan 13°47 — 9389724, 
L tan 13°48’ «9-390270 | (কঃ বিঃ 1931 ) 

20. দেওয়া আছে : b=643, c=365 এবং A—144'48 |. তালিকা ব্যবহার 
ক'রে B ও ০-এর মান নির্ণয় কর। 

21. একটি ত্রিভুজের ছুটি বাহু 3 সে.মি. ও 5 সে. মি. এবং তাহাদের www 
কোণ 120") অন্তান্ত কোণগুলো! নির্ণয় কর। দেওয়া আছে, log 48= 176812412, 
L tan 8?12/29:1586706 এবং 1 জন্য অস্তর 8940 | (কঃ বিঃ, 1949) 


22. একটি ত্রিভুজের ছুটি বাহু 80 সে. মি. ও 100 সে. মি. এবং তাদের অস্তর্ভুত 
কোণটি 60০) sg কোণগুলো নির্ণয় কর। দেওয়া আছে, log 3='47712 এবং 
È tan 10°53'36"=9:28432 | (কঃ বিঃ, 1946 ) 

23. দেওয়া আছে: a=70, 'b= 35, c 3655212", log 354771218, 
L cot189266/«1047712)13| A € B-43 মান কত? (কঃ বিঃ 1937) 

24. যদি b= JS, =! এবং 80° হয়, তবে ত্রিভুজটির সমাধান কর। 

; (কঃ বিঃ 1951) 


25. একটি ত্রিভুজের a ও b বাহুর দৈর্ঘ্যের were 7:3 এবং ওদের অন্তর্ভুত 
কোণ C-(0; 4 ও ট নিৰ্ণয় কর। দেওয়া আছে, log 2="':010300, 
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log 3= "4771213, L tan 34°42 —9:8403776, 1' এর জন্য অস্তর-:2699। 


(পাটনা, 1940) 
26. বট নানি বাহু 14 এবং 11 এবং এদের E কো 
60"; অবশিষ্ট কোণগুলে। নির্ণয় কর।, দেওয়া আছে, log 2+3010300, 
log 3574771213, L tan 11944 —9:3174299, L tan 1145159.31806401 
T E (আগ্ৰা, 1955) 
27. ৮540, c—420 এবং A526; B এবং ০ fada কর। দেওয়া আছে, 

B tan 26°3'=9-6891430, | È tan 142029:4074189, L tan 14211 
. 9:4079543 | [ ১১৪১ ( পাটনা, 1950 ) 
28. একটি ত্রিভুজের দুটি বাহুর দৈর্ঘ্য 18 লে, মি. এবং 2 সে. মি. এবং ওদের 
অন্তত কোণ 5১”; অবশিষ্ট কোণগুলো fafa কর। oeni আছে, log 2= 
3010300, L cot 27*30'—10:2835233, -L tan 56:46—10-1863769 এবং 
1" এর জন্য অস্তর=2763। - (কঃ বিঃ 1942) 
29. ABC ত্রিভুজে 52324, ০=562 এবং B= 32°20’ ; A এবং ০-এর মান 

কত? ৫-এর মান কত? তালিকা ব্যবহার কর। 


30. a-5, b=7 এবং A30, ৪-এর মান ডিগ্রি ও মিনিটে নির্ণয় কর। 
দেওয়া আছে, sin 44°=:6947, sin 45°—-7077 | (কঃ fà: 1929 ) 


M d jl. এবং A= 45 হয়, তবে অপর কোণগুলো 
নির্ণয় কর। দেওয়া আছে, log 2—'30103, L sin 34°26'=9:7523919, 
L sin 34277—9-7525761 | ( বেনারস, 1951) 


32. একটি জিতু a= 734, b-649 এবং ৪-৮48০13:25%; A নিৰ্ণয় কর। 
দেওয়া আছে, log 734—2:8656961, log 649 = 2:8122147, L sin 4871325" 


(7298725936, L sin 57°30”=9 9260292 (1 এর অন্তর-80$)। এটি কি 
vs ক্ষেত্র? j 


33. wit a=5 মিটার, b= 8 fiptqp A=35° , ০-এর req মান নির্ণয় কর। 
দেওয়! আছে, los 2 = 30103, log 456725 25:65)537, L sia 31?35'4)"— 
91719261, — . Lsin3549:753521, L sia 65°35'=9 961672, 
L sin 66°36' 29:9 62727 | ( আগ্রা, 1913) 


B 
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34. যদি ৫145, b= 178, 8—41740', A-এর মান নির্ণয় qal log 178= 
22504200, L sin 41710/«9:8183919, log 14521613680, L sim 
324535" —9*7293399 | 
35. কোন ত্রিভুজের সমাধানের জন্য নিয়লিখিত উপাত্ত দেওয়া আছে। ক্ষেত্রগুলির' 
কোন্টি স্বার্থক, কোন্টি দ্বার্থক নয় নির্দেশ কর s 


(i A=30°, 4-125 ফুট, —250 ফুট 
(ii) A=30°, a= 200 ফুট, ০= 250 ফুট 
(ii) A=30°, = 200 ফুট, c=125 ফুট 
দেওয়া আছে: log 60389 —7809578  Lsin 38^41'29:7958800 
log 60390 = 7809650 L sin 8541/2 91789001 
36. ABC ত্রিভুজের a, b এবং A দেওয়া আছে। দেখাও যে, ws ক্ষেত্রে c-43: 
ছুটি মানের অন্তর 2/ = — 65 sin* A | আগ্রা, 1952) 
37. a, b, A দেওয়া আছে; ws ক্ষেত্রে তৃতীয় বাহুর মান C1» c, হলে দেখাও 
যে, যদ্দি c, ১৯৫৪ হয় তবে . 
(i) c,—cs -2acosB ( বেনারস, 1928 ): 
(ii) ০২ ০5720505০09 A= 4a* cost A (পাটনা, 1946 ) 
38. প্রমাণ কর যে, দ্বার্থক ক্ষেত্রে ০-এর ছুটি মানের দ্বারাই নিয়োক্ত সমীকরণটি- 
f: 


(ab? (679) 22. নারস, 1942). 
1«cosc |l cope Sin* A (বে 282) 


39. একটি ত্রিভুজের কোণগুলোর অঙ্গুপাত 1:2:3; বাহুগ্ুলোর RAS 
নির্ণয় কর । 

40. কোন ত্রিভুজের কোণগুলোর অন্থপাত 7:3:2; দেখাও থে, ates 
অনুপাত /3--1: 2: 49. 


11 (qq এবং লৈখিক INA 


একাদশ অধ্যায় (GRAPHS & GRAPHICAL SOLUTION) 


11.1 কোণের পরিমাণ-রৃদ্ধির সঙ্গে Sine-.aq মানের পরিবর্তন 


(Variations in sine as angle increases) 


ধর, কোন via সরলরেখা OP (=r IRM) ওর প্রাথমিক অবস্থান 0A 
“থেকে শুরু করে ঘড়ির কাটার বিপরীত দিকে ০-এর চারদিকে Lar ব্যাসার্যযুক্ত qe 
উৎপন্ন কঃল। পরিধির উপর যে কোন বিন্দু P নাও এবং oA ( বা বধিত করে )-এর 
উপর PM লঙ্ব টান। qf oP 9-কোণ উৎপন্ন করে তবে 


sin Q2 MP. MP 
OP r 


P বিন্দুটি A থেকে ৪-এর মধ্যে যতই ঘড়ির 
কাটার বিপরীত দিকে yars থাকে ততই MP 
বাড়তে থাকে; B থেকে /-এর মধ্যে MP 
কমতে থাকে, ॥' থেকে 8/-এর মধ্যে MP 
ঝণাত্মক, তবে থণাত্মকমান বাড়তে থাকে; 
B' থেকে /-এর মধ্যেও MP খণাত্বক এবং 
ধণাত্মক মান কমতে থাকে । যেহেতু ৮-এর মান এবং চি পরিবর্তিত হয় না, কাজেই 
বৃত্তের চারপাশে ৮-এর পরিক্রমণ কালে MP পরিবর্তনই wa ধর্তব্য। 1/-র সর্বোচ্চ, 
মান ০০-০৪'৮ এবং সর্বনিয় মান শুন্ত এবং তখন P বিন্দু A বিন্দু ও / বিন্দুর সঙ্গে 
মিশে যায়। অতএব দেখা গেলঃ 

G) প্রথম পাদে, / যখন ০০ থেকে 90° পর্যন্ত বাড়ে তখন sin 2 ধনাত্মক 

এবং এর মান 0 থেকে 1 পর্যন্ত বাড়ে। 


Gü) দ্বিতীয় পাদে, 2 যখন 90° থেকে 180° «fg বাড়ে তখনও sin 8 
ধনাত্মক এবং এর মান 1 থেকে কমে 0 ( qg )-ÇS আসে। 
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(Hi) তৃতীয় পাদে, 9 যখন 180° থেকে 270” পর্যন্ত বাড়ে তখন sin 9 
খণাত্মক এবং এর মান 0 থেকে কমতে কমতে —1 হয়। 
Gv) চতুর্থ পাদে, 9 যখন 270° থেকে 360° পর্যন্ত বাড়ে তখনও sino 
খণাত্মক এবং এর মান -1 থেকে বাড়তে বাড়তে 0 শুস্ত/) হয়। 
OP যখন 2 কোণ পরিক্রমণ করে ( একবার পূর্ণ আবর্তন ) তখন প্রাথমিক অবস্থান 
OA ফিরে পায় এবং পুনরায় পুর্ব পথে পরিক্রমণ শুরু হয়। কাজেই 9 যখন 2 এবং 
2%-এর মধ্যে তখন sin 9-এর মানের পরিবর্তন, ৪-এর 0 এবং £12-এর মধ্যে 
'থাকাকালীনের was! তেমনি 2$-৯37-এর মধ্যের পরিবর্তন z|2— এর অনুরূপ, 
ইত্যাদি ইত্যাদি । 6-র প্রতি 2ন-বৃদ্ধিতে অনুরূপ চত্রীয় পরিবর্তন ক্রমাগত অনির্িষ্টভাবে 
ঘটতে থাকে | 
এই তথ্যটি এরূপে বলা হয়ঃ sino হল ০-র পর্যারৃত্ত অপেক্ষক (periodic 
dunction) এবং পর্যায় (period) হল 27 | 


দ্রষ্টব্য : wi ত্রিকোণমিতিক অন্থুপাতের পরিবর্তনও অনুরূপভাবে পরীক্ষা করা 
চলে এবং এদের প্রত্যেকেই তাদের কোণের পর্যারৃত্ অপেক্ষক, পর্যায় 2 1 
নীচে সারনীর আকারে তন্তান্য ত্রিকোণমিতিক অন্থপাঁতগুলোর পরিবর্তন দেখান হল। 


cos 90^ 20 gv aet x 
cos cos e g tan an 
a বাড়তি | wwe = কমতি tan 0^ «0 
E--! dem cos cos0^-1 tan 180°= 0 ang ano : 
2 কমতি | বাড়তি 7 sa tan 270°=<x 
cos 270°=0 
ana Pz1 5 
cosec cosec 
£ প্রীতি? | কমতি ১ ০০৬ 
০০০০ 180^ — পভ cO - 
4 
>  cosec 2709 — -1 ? 
sec 90°=% cot 90°=0 
f secólscOo ^ n oot GJ ot P " 
sec 180°= —1 কমতি বাড়তি see o1 cot 1809 = — d m ২২২ t=% 
sec 
বাড়ডি| তি, / S কমতি | বাড়তি 7 


> sec 270°=-% cot 270°=0 
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11. 2 ভ্রৈকোণমিতিক অপেক্ষকের লেখ 
(Graphs of Trigonometrical Function) 


বীজগণিতের মতো! ত্রৈকোণমিতিক অপেক্ষকেরও ( sin x, cos x ইত্যাদি) 
অঙ্কন করা যায়। অঙ্কন পদ্ধতিও বীজগণিতের অনুরূপ! 


ছুটি পরম্পরছেদী সরল রেখাকে ১০১৫ এবং +০%-অক্ষ হিসাবে নেওয়া হয় 


করা হয়। এভাবে কোণ ও তাদের ত্রিকোণমিতিক অপেক্ষক প্রকাশক বিভিন্ন বি 
পাওয়! যায়। বিন্দৃগুলোকে একটি সন্ভত (continous) রেখ! দ্বারা যোগ F 
ব্রৈকোণমিতিক অপেক্ষকের লেখ পাওয়া যায়। 


11.3. Sin x এর লেখ (sine graph) 


ধর, y sin x ; scine তালিকা থেকে 10° অন্তর x এর বিভিন্ন মাপের wy y 


মানগুলো নিয়ে নিচের ছক তৈরি করা হল। 
x  |-90'|-80|-709 |-60° |-50* —40* -300 120০ | 169 | o* | 
yesinz|-1 |-98|—94|—87| — 7) —64 — — |.34| 1710 1 
x 110 120০1 30° | 40° | 5০ | 60° | 70° [8০০ | 90° | i000] 3 
y=sin x |:17 |-34 |-50 |-64 |-77 |-87 |-94 |-98 | 4-98 N 1 


XAP বরাবর ছক-কাগজের ছোট বর্গক্ষেত্রের এক বাহুর দর্ঘ্যকে 10° এবং y-W 
বরাবর ছোট বগক্ষেত্রের এক বাহুর 10 গুণ দৈরঘ্যকে 5i০৫-সৃচক একক ধরে GA 
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বনগলো স্থাপন কর! হল। একটি সন্তত রেখা দিয়ে বিন গুলো! যোগ করা হলে যে রেখা 
পাওয়| গেল তা-ই sin %-এর লেখ । 

Ty: Sine তালিকায় 0-90" কোনের মাপ পাওয়া যায়; অন্তান্ত মানের 
কোণের জন্য sin ( - 6) = — sino, sin (180 + 0)= tsino ইত্যাদি নুত্রের। সাহায্য 
নিতে হয়। 


sin »-এর লেখ-র বৈশিষ্ট্য (১০911801055 of sine graph) 


L. লেখটি সন্ভত এবং আকারে ঢেউ খেলানো 


Il Sia এর চরম ও অবম মান যথাক্রমে +1 এবং 
এর বিজোড় গুণিতক তখনই 3 ছুই মান পাওয়া যায়। 

HI. Sin (20745055810 x; কাজেই 09-360" এর মধ্যে লেখ-র যে অংশ 
তাই প্রতি 260--ধনাত্মক বা খণাত্মক মান-_পর পর ক্রমাগত পুনরাবতিত হয়। sin x 
কে aga 4 সমকোণের পর্যায় যুক্ত পর্যাবৃত্ত অপেক্ষক বলে। 

IV ০০-18৪০-এর মধ্যে লেখর অংশটি 90-তে অঙ্কিত ভুজ (ordinate) বরাবর 
afery | i 

V. 180°-360°-এর মধ্যে লেখ-'র অংশ 0 
অন্রূপ, তবে অবস্থিতি -অক্ষের নীচে 


- 1; এ-এর মান যখন 7/2- 


-180' এর মধ্যের অংশের হুবহু 


11.4. Cos এর লেখ (cosine graph) 


ধর, y—cos x; ০০$n৫-তালিকা ec 10° 
১-এর মানগুলো নিয়ে নিচের ছক তৈরি করা হল। 


অন্তর *-এর বিভিন্ন মানের 97. 


—10* 
:98-| 1 


-20° 
94 


-30* 
*87 


—40* 
71 


—T0* 
34 


—809 
শন 


x |-—90° 


y=cos x | 0 


110° 
34 


100* 
2 


60° 
50 


50° 
"61 


40° 
শা? 


30০ 
:87 


ইত্যাদি 


10° | 20° 
"98 |:94 


142 উচ্চতর মাধ্যমিক গণিত 


এ-অক্ষ বরাবর ছোট বর্গক্ষেত্রেয় ! বাহুর দৈর্ঘ্যকে 10” এবং )-অক্ষ বরাবর ছোট 
বর্ক্ষেত্রের 1 বাহুর দৈর্ঘ্যের 10 গুণ দৈর্ঘযকে cosine সুচক একক ধরে ওপরের fan act 
স্থাপন করা হল। একটি সন্তত বেখায় বিন্দুগুলো যোগ করে যে রেখা পাওয়া গেল 
তাই cos x এর লেখ। : 


Cos হ-এর লেখ-র বৈশিষ্ট্য (০০৪11211695 of cosine graph) 


I. Sine-cac« 90° পরিমাণ বাঁদিকে সরালে যা হয় তা ০০$-লেখ-র 90172 | 

M. লেখটি সম্তত এবং প্রতি 360^ অন্তর পর্যায়ক্রমে আবতিত ছয় | 

HL Cos »-এর চরম ও অবম মান যথাক্রমে +1 এবং - 1; ০” এবং 90-এর 
জোড় গুণিতক মানে এ মান ছুটি পাওয়া যায়। 


11.5. Tan এর লেখ (tangent graph) 


ধর y=tan x; tangent তালিকা থেকে 10" অন্তর x এর বিভিন্ন মানে y এর 


মানগুলো নিয়ে নিচের তালিকা প্রস্তুত করা হল। 
x 0° | 10° | 200 | 309 | 40০ | soo | ৫০০ | 709 | ৪০০ | 90» 
y=tanx| 0118 /|:36 |558 |-84 | 1:19 | 1:73 245 567. * 


x [1009 1209 


-2567| -2775| — 1:73 


1700 |1809| ইত্যাদি 
ইত্যাদি 


1309 
— 1:19 


1469 | 1509 
—84 $3 


1609 
-36 


y=tan x 


-18j| 0 


—— P. w pm 
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x-a বরাবর ছোট বর্গক্ষেত্রের 1 বাহুর দৈর্ঘাকে 10" এবং )-অক্ষ বরাবর ছোট 
বগকষেত্রের 1 বাহুর দৈর্ঘ্যের 3 গুণ দৈর্ঘ্যকে lan xe একক ধরে উপরের বিন্দৃগুলো 
স্থাপন করা হল এবং একটি সন্তত রেখা দ্বারা ওদের যোগ করা হল। প্রাপ্ত রেখাটিই 
tan x এর লেখ | 

tan x43 লেখ-র বৈশিষ্ট্য (Peculiarities of tangent graph) n 

L লেখ একটি মাত্র সম্ভত রেখা নয় ; "HD আরুতির অসংখ্যবিচ্ছিন্ন অংশ নিয়ে 
গঠিত। x এর মান যখন 7/2 বা তার :কোন বিজোড় গুণিতক হয় তখনই অগন্ততি 
(discontinuity ) দেখা দেয় | 

IL 0°_90° এর মধ্যে লেখ-র অংশ -অক্ষের উপরে অবস্থিত 90* —180* ag 
মধ্যে অবস্থান %-অক্ষের নিচে। 

IIL যত 90° কাছাকাছি যাওয়া যায়, tangent এর মান ততই অতিবৃহৎ 
ধনাত্মক মান হয়ে পড়ে এবং 90%-তে এ মান+*। 90° অতিক্রান্ত হলে tangent. 
এর মান অতি বৃহৎ ধনাত্মক মান থেকে সহপা অতি বৃহৎ ঝণাত্মক মানে পরিণত হয়। 

IV. x এর মান ₹/2 তার বিজোড় গুণিতকের যত কাছে আসে, লেখটিও সেই 
feg (z]2 বা তার বিজোড় গুণিতক) দিয়ে y রেখার সমান্তরাল cesta তত কাছে চলে! 
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আসে। কিন্ত লেখ কখনই Q রেখার সঙ্গে মেলে না। এ রেখাকে লেখর অদীম 
রেখ! (asymptote) বলে 1 

V. প্রতি 180? অন্তর লেখ আবতিত হয়। 


11.6. Cotx, cosec x, sec x44 লেখ 
(Graphs of cot x, cosec x, sec x) 
cot x, cosec x এবং sec x এর লেখ অঙ্কন ছাত্রদের অন্ুশীলনের জন্য রইল । 
cotangent লেখ tangent লেখ-র অনুরূপ তবে বা-দিকে বা ডানদিকে 90° পরিমাণ 
স্বানো। 0° এবং ₹-এর গুণিতকে এর অসন্ভতি। প্রতি 180 অন্তর লেখটি আবতিত 
হ্য়। 


77775575777 
L1 


H 
H 
FH 
FH 
TI 


| at লেখ কতকগুলো! বিচ্ছিন্ন অংশ নিয়ে sw po x=0 এবং xen 
এর মনন্ততি। x-nr দ্বার! স্থচিত রেখাগুলো শেখ-র অনীম রেখ|। 0° — 180° এর” 
মধ্যে লেখ ৮-অক্ষের উপরে এবং 180° — 350^ এর মধ্যে -অক্ষের নিচে। প্রতি. 369 

অন্তর লেখটি আবতিত sa । ; 


o t উপরে 
Secant লেখ cosecant লেখকে বা! দ্বিকে 90^ সরালে যা হয় ঠিক তাই 
secant লেখর নমুনা একে দেখান হল। y 
TRA অন্যান্য তেকোণনিতিক অপেক্ষকের লেখ (Graphs of other 
trigonome:ric functions) 
একইভাবে অন্তান্ত ত্ৰিকোণমিতিক অপেক্ষকের লেখ অঙ্কন বর! যায়। কখন কখন, 
k সবলীকরণ করে নিয়ে এগুনো 
লরাসরি প্রদত্ত রাশি নিয়ে না এগিয়ে, তাদের সম্ভব স্থলে i T 
"WU. কষে দেওয়া উদ্বাহরণ থেকে পদ্ধতির ইন্দিত পাওয়া 


f 
11.8. সমীকরণের লৈথিক সমাধান  (Giaphical solutions o 
equations) 


বীজগাঁণিতিক সমীকরণের মতো ত্রিকোণমিতিক eid cM পদ্ধতিতে 
সমাধান করা যায়। কষে orem উদীহরণ থেকে বিষয়টি বোঝা 


11.9, কবে দেওয়া উদাহরণ (Hiustrative examples) 


d H J 2 “এর 
; এব লে E 
5 fl 1 ¥= sin X-TCOS X al pur xe23 মান 9 থেকে 2x | 


উঃ মাঃ facet —10 
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sine এবং cosine তালিকা থেকে 15” অন্তর A 
মান নির্ণয় করে তাদের পমষ্টি থেকে )-এর বিভিন্ন মা? 


146 
qq, pasia x+CO9S Xi 
- বিভিন্ন মানে sin x ও cos ৮-এর 
বের করে নিচের ছক তৈরি করা হল। 
জিরা [epis [se 4 | 75° |90| 105° | 120° | 135° | 150° | 165° [1 
sinx |o 26 | so|-to [87 |97 |1 [9 | s | v | 5o | 26 L. 
cos x| 1 | 91 | 87 | 70 0| 26 | 0 
y |1 1231 5704 131]t23| 1 |a E [০ 


- 6| 50 |-70 | -837| -91| 8 
|37 | E 


x [19s 210» | 225° | 240° | 251৩8513০০০ 315০ 3১০০ ise pe 
sin | 725 ^50] -70 -:87 | -97 |-1 = *97| -87| 40:50] 
55515%1-571-401-50 | -26|o | 26 | 1% zo| s | 9i 
-12) -137] 71-12-1201 [Fajs] o EXE 


y 


cd %-অক্ষ বরাবর ছোট বর্গক্ষেত্রের এক বাহুর দ্বিগুণ দৈর্ঘ্যকে 150° এবং 
° 3 ছোট ক্ষেত্রের এক বাহুর 10 গুণ trcs sine এবং cosine এর সমষ্টি 
A ধরে উপরের বিন্দুগুলো স্থাপন কর! হুল। একটি সন্ত রেখা ছারা বিন 
ptem ENE mer 


c 


^ 


iet 
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Dri. 2. উদ! 1 এর লেখ থেকে যখন y=0, y— 533, pem অবম হয় তখন X-T 
মান নির্ণয় কর à (কঃ বি: 1938) 
উপরের লেখ থেকে, যখন y=0, তখন xe 37/4 এবং 71/4 
যখন y » চরম, তখন *=*/4 
344 )-তবম, তখন xe 57/4 


Bal. 3. faxfafas লমীকরণটি লৈখিক পদ্ধতিতে সমাধান কর: 2sin*x— 
COS 2 x ; -7/2 এবং Ten মধ্যবর্তী »-এর মানগুলোই কেবল নির্ণয় কর। 

(কঃ বিঃ 1946, '48 ) 

y=2 sinax=(1 cos 2x) এবং y=cos 2x এই ছুটি লেখ একই ছক কাগজে, 

একই অক্ষযুগোর মধ্যে এবং একই এককে পৃথক পৃথক আক। অঙ্কনকালে cosine 


তালিকা থেকে x-en -7/2 খেকে 3: এর মধ্যবর্তী IS অন্তর বিভিন্ন মানে )-এর 


মান নির্ণয় করে নাও। 
দেখা গেল, লেখ ছুটি পরস্পর চারটি বিন্দুতে ছেদ করছে। CY চারটির ভুজ 
—=/6, 1/6, 5216, 7716, . 
o নির্ণের সমাধান x= — 2/6, 2/6, 5216, 7516 


148 


1. 
G) 


লৈথিক সমাধান নির্ণয় কর : 


2. 
3. 
4. 


BUR IN কি ( কঃ বিঃ 1946) 
10. xaa 0 এবং ₹/2-এর মধ্যবর্তী মানের জন্য ian এবং cos ৮%-এর লেখ আক। 
"এর মানের তালিকা! মধ্যবর্তী অঞ্চলকে সমান 9 অংশে ভাগ করে দেখাতে হবে। 
যদি tan x=cot x হয়, তবে ও ছুই লেখ থেকে x-aq মান (আসন্ন ) 


a l 


11, x=0 এবং x=zJ2 মধ্যবর্তা মানের wg tan xel সমীকরণটি লৈথিক 
পদ্ধতিতে সমাধান কর। (কঃ বিঃ 1937] 
12. 0 থেকে =/2 সীমার মধ্যে x-tan x-0-44 লৈখিক po i 


কর। 


13. 0 থেকে 3%/2 সীমার মধ্যে 5 sin 942 cos 0=5-এর wu ধা 
নির্ণয় কর। (কঃ বিঃ 194! 
11. 0 থেকে z সীমার মধ্যে ০০০-৭ 9=2-এর লৈথিক সমাধান নিৰ্ণয় d 


ET যে পরিবর্তন ঘটে তা লেখ-এর দাহায্যে দেখাও । ee 5 
: 16. y=sin xe44 লেখ আক (x20 থেকে x-z) এবং লেখ Q বে j 
কোণের ৪19৩-এর মান 077 সেগুলো নির্ণয় কর। (পাটনা, 194 


নিম্নলিখিত তৈকোণমিতিক অপেক্ষকগুলোর লেখ অঙ্কন কর। 
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উদাহরণমালা 11 


sin 2x, (d) cos2x, (ii) sin x—cos x 


tan x= 2x, যখন %-0 এবং x—2/2-53 মধ্যবর্তী । 
cos 2x —sin x, 0—2/2.4q মধ্যবর্তী [| 

tan 2x=tanu x, 0—2][2-«3 মধ্যবর্তী 1 

cos x=x, 0-*7/2-এর মধ্যবর্তী | 

cos x=V 5 sin x, —z/2-»z[2««4 মধ্যবর্তী 1 
sin x=sin 2x, ০-৮27-এবর মধ্যবর্তী I 

cot 0 —tan 622, Q-ez«d43 মধ্যবর্তী । | 
0—0* থেকে 0== সীমার মধ্যে sin 0 এবং cos 9-এর লেখ অঙ্কন ET 


(কঃ বিঃ 1943) 
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দ্বাদশ অধ্যাস্্ (HEIGHTS AND DISTANCE) 
GNU WIDE CUnT 2 


A. উচ্চতা ও দূরত্ব সংক্রান্ত সহজ প্রশ্নাবলী 
(Easy problems of heights and distances) 


12, Al. ত্ৰিকোণমিতি গণিত শাস্ত্রের একটি প্রয়োগ শাখা । এই অধ্যায়ে 
আমরা দেখাব কি করে ভ্রিকোণমিতিলন্ জ্ঞানকে বস্তর উচ্চতা ও দুরত্ব নির্ণয়ে ব্যবহার 
করা হয়। এজন্য উচ্চতা ও দুরত্ব সরাসরি না মেপে কয়েকটি প্রয়োজনীয় কোণের 
পরিমাপ করতে হয় | সেকন্ট্যাণ্ট ও থিওডোলা ইট নামে ছুটি সার্ভে xx একাজে 
ব্যবহৃত হয়। 


12-42. উন্নতি কোণ ও অবনতি কোণ 
(Anele of elevation and angle of depression) 


যদি কোন qu abia চোখের চেয়ে উঁচুতে অবস্থিত হয় তবে GEM চোখ ও বন্ধর 
সংযোজক সরলরেখা অনুভূমিক রেখার সঙ্গে যে কোণ উৎপন্ন করে তাকে এ বন্ধুর 
উন্নতি কোণ (বা সংক্ষেপে উন্নতি) বলে। Q একই কোণকে অবনতি কোণ 


(বা সংক্ষেপে অবনতি ) বলে যদি বস্তুটি টার চোখের চেয়ে নীচুতে অবস্থিত হয় l 


adi 
ieu uel ese 
প্রথম চিত্র দ্বিতীয় চিত্র 


ধর, P একটি xm ০ ষ্টার চোখ এবং OH হল ০ বিন্ুগামী অনুভূমিক রেখা। 
তাহলে ¿ POH কোণ, প্রথম চিত্রে, উন্নতি কোণ এবং, দ্বিতীয় চিত্রে অবনতি কোণ 


i 
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|2-A3. কৰে দেওয়। উদ্বাহরণ (illustrated Examples) 
faxfafars উদ্ধীহরণগুলো! থেকে প্রয়োগ পদ্ধতি ও গাণিতিক কৌশল জানা যাবে। 


উদ্দা. 1. একটি অন্থুভূমিক তলে একটি পতাকাদণ্ড দাড়িয়ে আছে। দণ্ডের 
পাদবিন্ধু থেকে 40 ফুট ga অবস্থিত কোন বিন্দু থেকে দেখলে দণ্ডশীর্ষের উন্নতি কোণ 
60^, পতাকাদণ্ডের উচ্চতা নির্ণয় কর। 


ধর, AB পতাকাদণ্ড ; ০ পর্যবেক্ষণ fer! অতএব ৪০40 ফুট । /৪-এর দৈর্ঘা 
নিৰ্ণয় করতে হবে। 
A এখন, ABC সমকোণী, / B -সমকোণ। 


AB =BC tan 60° 
-4043 
-40x i1':32 
c B 
পতাকাদগ্ডের উচ্চতা -6928 কুট 


উদ. কোন erea শী্ষবিন্থুর উন্নতি কোণ 30^ ; wg বরাবর 100 গজ এগিয়ে 
গেলে উন্নতি কোণ 6০ হয়। স্তম্ভের উচ্চতা কত? 


ধর, PQ আলোচ্য agi এর উচ্চতা ॥। প্রথম পর্যবেক্ষণ বিন্দু R এবং 
পর্যবেক্ষণ বিন্দু s) = Rs=1l003g; /PRQ« X^ এবং Ps = 60" 


- RES yds ————7 $ 


pne oe 
এখন, Ro tan 30 এবং 55" 60 
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Ro=h cot 30^ ; so=h cot 60° 
Ro - so=h (cot 30* — cot 60°) 
m 80২1) 
বা 100—A ( 8-1] /8)=—g 
; 4 100 43 = 50 50x 17324 86:60 গজ 


vel. 3. 50 ফুট উচু একটি স্তম্ভের শীর্ষে একটি দণ্ড বসানো আছে। কোন এক 
ষ্টার চোখে shta উন্নতি কোণ 30 vet উন্নতি কোণ 45 1 দণ্ডের দৈর্ঘ্য 
এবং স্তম্ভের MRY থেকে ষ্টার দুরত্ব নির্ণয় কর। 
ধর, BD moia দৈর্ঘ্য x 5 80 হল আলোচ্য gw এবং A পর্যবেক্ষণ বিন্ধ 
/ DAC=45°, LBAC=30, gp=50 ফুট 


& 
এক্ষণে, D Stan 4$ el 


১1505805০09) 
আবার, Daui AVTE: 
50 J3 = AC......(il) 

(i) ও Gi থেকে x+50=50 /8 AAOS 
xe 50/8 - 50 
266 ফুট (প্রায়) 
স্তম্ভের পাদ বন্দু থেকে RIS দুরত্ব AC= 50 বন্তু=86'6 ফুট (প্রায়) 


Wwi4. সুর্যের উন্নতি 60° হলে একটি সমতল ক্ষেত্রে দণ্ডায়মান স্তম্ভের ছায়া যত 
দীর্ঘ হয়, সুর্যের উন্নতি কোণ 45% তে তার চেয়ে 40 ফুট বেশি হয়। দুই দশমিক 
স্থান পর্যন্ত voi উচ্চতা নির্ণয় কর। (9717320) i vc Hl 

ধর, AB vefa উচ্চতা h 1 45০ উন্নতি কোণে AD wÉ রশ্মি, ED হল সেই সময় 
utsa ছায়ার দৈর্ঘ্য । /০ হল €০০ উন্নতি-কোণে সু্ঘরশ্মি । ৪0 হল সেই সময় সুদের 
ছায়ার দৈর্ধ্য। 

শর্তাঙ্গসারে, pc—40 ফুট 


এখন, : -tan 45°=1 580৯8 
BD 
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E z =tan 60°= এন. Bo=h| এ 


* Bp-Bc=A- ^. 
+» BD-8C-Í J8 


UPDEEME/IS 
বা, 40-k1 -ah 
/740/8 40x173 


X48-i- 0732 
—96 64 ফুট 


Bal. 5, cett স্তম্ভের পাদবিন্ু থেকে একটি মিনারের উন্নতি কোণ 60°; ওঁ 


স্তভ্ের Ag থেকে মিনারটির উন্নতি 30°) স্তর উচ্চতা 50 ফুট হলে, মিনারের 
উচ্চতা কত? 


ধর, A8 হল মিনার, CD হল স্তম্ভ । CEI BD টান। বর, AB = ফুট, 895) 


ফুট। 


^B. 
এখন, Bp tan 60° 


ৰা, ১০০৮ ০০ x= Vy...) 


আবার, ^5 estan 30° š 
Ec 
a = ^ ^ y-8-50....) 50 
(ü) ও (ii) থেকে x—3(x — 50) | 
বা IE D 
se মিনারের Gj 75 ফুট 


Wwl.6. কোন একটি স্তম্ভের শীর্ষ ও পাদবিন্ থেকে 100 ফুট উচু দ্বিতীয় একটি 
স্তম্ভের অবনতি কোণ ও উন্নতি কোণ যথাক্রমে 60° এবং 25” প্রথম wgíoz উচ্চতা 
নিৰ্ণয় কর (orem আছে cot 25-2:14$) | 
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ধর, AB স্তম্ভটির উচ্চতা 100 ফুট ; অপর স্তম্তটি 2০। PX রেখা 8০-এর সমান্তরাল 
একটি অনুভূমিক cout t 
L Apx=60° এবং AQB =25° 
| এখন QB —AB cot 25"... ...(i) 


PC=CA tan 60° 


—aB tan 60° 
= AB cot 25০ tan 60^ (QB«43 মান (1) নং সমীকরণ থেকে - 


বসিয়ে) 
‘+ PQ=PC+CO 
=PC+AB 
—AgB (cot 25? tan 60°41) 
—100 (2:144x ২5৪41) 
221444 3 +100 


-2144x17324 100 
-311:344-100—171:34 কুট 
wi 7. 120 ফুট ব্যবধানে ছুটি «wp wu অবস্থিত। www পাদবিন্দ্ু থেকে 
দেখলে একের উন্নতি কোণ অপরের দ্বিগুণ |. কিন্তু স্তভদয়ের দুরত্বের sufas থেকে 
দেখলে ওদের উন্নতি কোণ পরস্পর পুরক। দেখাও যে, TIT উচ্চতা 90 ফুট ও 
"vw (পাটনা, 1939) 
ধর, একটি স্তম্ভ AB, উচ্চতা y ফুট ; অন্যটি cD, উচ্চতা x ফুট ! /8-এর পাদবিন্দৃ 
B থেকে ০০-এর শীর্ষবিন্দুর উন্নতি কোণ < ; তা হলে, ০০-এর পাদবিন্দু D থেকে £৪-এর 
Refs উন্নতি কোণ 24 1 
ছুই "css দূরত্বের মধ্যবিন্দু ০ থেকে ০ এবং aa উন্নতি কোণ যথা ক্রমে B এবং 
90°-8 
x=120tan< . 
so ye120 tan 2x 


এখন CD=BD fan < 


AB =BD tan `< 
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y 120.2 tan < Ë 2x (à) 
P ^ ]-tn?«  1—(xl20* `" 


m গর 
bs tan <= 
আবার, cp= op tan B 
+, x= 60 tanh 


এবং AB =BO tan 


(90° - B) 

+ p=60 cot 
= 90 _ 60 3600 à | 
J"umB xe x 00i =+ (H): | 

( tan =) 


(e Gi) থেকেঃ 3000. — 2x ———5— 
x  1—x*/14400 

বা, 3600. 2.14400 

x 14400—x3 


বাঃ li. 8x 
x 14300 


বা, 9x? = 14400 
^ x=40 কুট 


'* (i) থেকে »=9% ফট 


উদ|. 8, কোন একটি স্তম্ভের পাদবিন্থু থেকে সিধে দক্ষিণে অবস্থিত কোন বিনু 
থেকে awha উন্নত কোণ < ; আবার ওঁ বিন্দুর সিধে পশ্চিমে d দূরত্বে অবস্থিত M 
একটি foy থেকে weha উন্নতি কোণ p; দেখাও যে, wofa উচ্চতা ছল” 
NI Jo Fo | 
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ধর, AB wel. উচ্চতা x; ০ হল ABS ঠিক দক্ষিণে প্রথম পর্যবেক্ষণ বিন্দু । 
=. /১৪৪০ একটি সমকোণী ত্রিভুজ । ধর, B0=} ৷ D হল চর পশ্চিমে ০ থেকে 
এ দূরত্বে অবস্থিত দ্বিতীয় পর্যবেক্ষণ বিন্দু । কাজেই AABD-9 একটি সমকোণী ত্রিভুজ ! 
20 যুক্ত কর। তাহলে, /১০০৪-ও সমকোণী, DB ওর অতিভুজ। LADB=; 
LACB=< | 


এখন, জ্যামিতি থেকে, DB? —DC* 4805 
=d? + y? mm 


4১880 থেকে £ cot «mylx' NNE 
AABB থেকে : cotf -DB/X 7. Gn): 


(2) ও (3) কে বর্গ কবে এবং (1) কে ব্যবহার 
করে 


29 
cot? B — cot? ETHIE 
x 


es টি... 
Cot? p — cot? < 
D. d 
cot? B - cot? < 
B. উচ্চভ। ও দুরত্ব সংক্রান্ত কঠিনভর প্রশ্নাবলী 
‘(Higher problems of heights and distances) 
দুরত্ব সংক্রান্ত সহজ প্রশ্নীবলীর আলোচনা: 
{নী ত্রিভুজ ভিত্তিক ত্রৈকোণমিতিক 
উপ-অধ্যায়ে জটিলতর সমস্তাবলী 
ধারণ ধর্মের জ্ঞান এবং tfr 


12.B1. আগের উপ-অধ্যায়ে উচ্চতা ও 
করা হয়েছে। ও সমস্যাগুলোর সমাধানে সমকে 
অনুপাত সংক্রান্ত সহ্ন্ধাবলীই যথেষ্ট ছিল। বর্তমান 
আলোচিত eri এক্ষেত্রে, প্রয়োজন হবে ত্রিভুজের 
জ্যামিতিক প্রয়োগনৈপুণ্য ৷ : 

12.B2. একটি অনুভূমিক তলে অনপ্থিত অগম্য qgu বস্তুর উচ্চতা ও 
দুরত্ব নির্ণয় Height aud distance of an inaccessible object on a horizon- 


fal plane). 
ধর, অঙ্ভূমিক তলে rete দণ্ডায়মান বস্তুটি ^D! à অনুভূমিক তলে অবস্থিত 


B বিন্দু aq অবস্থান RS করছে। Ap ও BD নির্ণয় করতে হবে। 
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প্রথম ক্ষেত্র : B থেকে বস্তুর দিকে একটি অহ্ভূমিক রেখা ৪০ নাও। B ও c fi 
থেকে A বিন্দুর উন্নতি যথাক্রমে < ও | এবং BC—a| ধর, AD= এবং ৪০-৫। 
A এক্ষণে, q=BD—CD 
= h cot < — h cot B 


=p COS < cosf 
h TERTI. 
AE = h sin (8 — <) 
B. muc D sin < sin B 
+". h—asin < sin f cosec (B- «) 7 


r U, 
এবং d=BD= h cot <=a cos < sin B cosec (B - <) | 


দ্বিতীয় ক্ষেত্র? যদি ৪ থেকে সরাসরি বস্তুর দিকে যাওয়া সম্ভব না হয়, সেক্ষেত্রে 
Ct কোন স্থবিধাজনক দিকে একটি দৈর্ঘ্য ৪০ (=a) মেপে নাও । ৪ ও ০ থেকে 
যথাক্রমে L ABC ও / ACB পরিমাপ কর। 
ধর, /ABD=4, / ABC=0, 
LACB=¢ġ$ 


AABC থেকে = / 


SN 

A 

AB. sing sin $ /3 | 
BC sin BAC si (180° - G25) «otn m 

04-4) É M, D 


a 
+ AB=BO tin $ ০০১৪৩ (180° -674%) ০ 
=a sin $ ০০৪৪০ (0 +%) 
+. h=AB sin <=a sin < sin % cosec (0 + $) } (1) 
এবং d—BD = AB cos 4=a cos < sin $ cosec (974) 


দ্রষ্টব্য 1: (D ও (1) রাশিমালা থেকে সহজেই লগারিদমের সাহায্যে h ও/ 
বের করা যায়। যেমন, (D থেকে 
log hælog a+ log sin <+ log sin Blog eosec (8 — <) 
log d=log a + log cos «--log sin B -- log ০০৪৫০ (B - <) 


TÈT 2: ata উচ্চতাকে উপেক্ষা করা হয়েছে। অনুভূমিক তল থেকেই উন্নতি ° 
কোণ মাপা হয়েছে। 
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12. ৪3. দুটি দৃশ্যমান কিন্তু অগম্য বন্তর মধ্যবর্তী দুরত্ব নির্ণয় (Distance 


} 
| 
between two visible but inaccessible objects) 
1 


ধর, €:ও D vixi কিন্তু অগম্য বস্ত । ওদের মধ্যবর্তী দুরত্ব ০০ নির্ণয় করতে 
হবে। 

ধর, একই অনুভূমিক তলে A'S B G 

3 ছুটি সুবিধাজনক ও সুগম বিন্দু এবং 

ওদের মধ্যবর্তী দুরত্ব AB=c l 

A বিন্দুতে / DAB, LCAB এবং 
LDAC মাপ এবং ধর ওগুলো 
যথাক্রমে «4, ও 0। B বিন্দুতে 
Z DBA এবং / CBA মাপ এবং 7 ও Š 
দিয়ে যথাক্রমে ওদের সুচিত করু। A 


Pe) AE CEE EEE 


ç 


এক্ষণে, ADAB থেকে 
DA c aa 
siny sin (180-447) sin (<+7) 
DA=c sin y ০০9০০ («4-7) d) 
"SUL ACAB থেকে CA =c sin ë ০996০ (19478) — ... di) 
আবার, ADAC থেকে, CD?=DA?+CA?—2DA.CA C05 É | কাজেই (i) ও 
(ii) থেকে DA ও ০/-এর মান বসিয়ে ০০ নির্ণয় করা যায়। 
RT: যদি ০, A B, ০ fegar একই সমতলে অবস্থিত হয় তবে Z DAB কোণ 
নিরূপণ নিরর্থক ; কেননা, তাহলে 
LDAB = L DAC + LCAB0+B 
12. B4. কষে দেওয়া উদাহরণ (Hlustrated examples) 


উদ্দা. 1. পতাকাদহৃক্ত একটি অট্টালিকার দিকে অগ্রসরমান এক ব্যক্তি দেখলেন 
খে, অট্রালিকার পাদদেশ থেকে d acu পতাকাদওটি বৃহত্তম কোণ উৎপন্ন করে। এই 
বৃহত্তম কোণের পরিমাণ হলে, অট্টালিকার উচ্চতা ও পতাকাদণ্ডের দৈর্ঘ্য নির্ণয় কর। 
: (পাটন৷, 1941 ) 
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ধর, 08 একটি অট্টালিকা, Po ওর উপরস্থ পতাকাদণ্ড | ০৪ খেকে PECES 
একটি বিন্দু । শর্তানুপারে. A বিন্দুতে PO এর সম্মুখকোণ বৃহত্তম । Po এবং ০৪-এর 
মাননির্ণর় করতে হবে। জ্যামিতি থেকে জানা যায় যে, P, QSA fagani বৃতি 


যদি A৪কে A বিন্দুতে স্পর্শ করে, তবেই AB-4 উপর A বিন্দুতে poa agai 
বৃহত্তম হবে। 


ধর, ¿QAB(= L APO)=< 

Mt ZPAB+ LAPB —90°, 
0+2<=90° 

এক্ষণে, PQ-PB- 08 

=d tan (0 +<) - d tan < 

d E (9--x) sin z. 
১০৯ (9+4) cos < 

sing — 


vos (0--X) cos < 


cei 2d sin 0 
cos (0 + 2«) + cos 0 
=2d tan 0 C: 


0+24=90°) 
এবং QB =d tan «:« d tan (i -8 


উদ. 2. 7 ফুট ব্যাসার্ধের একটি গোলাকার বেলুন যখন কৌন ্রষ্টার চোখে 
কোণ উৎপন্ন করে, তখন এর কেন্দ্রের উন্নতি কোণ 91 বেলুনের কেন্দ্রের উচ্চতা কতা! 

ধর, A দর্শকের চোখ, AZ হল A বিদ্দুগ|মী অশ্ভূমিক রেখা, o বেলুনের HO 

4 LOAZ=ĵ 

A থেকে AM ও AL বেলুনে স্পর্শক 
টান। অতএব LMAL =< 

es LLAO-ELMAL-Íi«I 

AZ এর উপর LY ও OX এবং 
০৮-এর উপর LR qm bts 1 


Í EA 
= OL cos LOR + AL Sin LAY A 


=r cos (B — <|2)+ OL cot OAL. sin LAY 
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=r cos (8—<J2)+-rcot</2, sin (8 — «/2) 
"RE [sin PLI (8—*/2)2-cos «/2 . sin 6-2] 
EA sin B 
sin «/2 
উদ. 3. কোন একটি বিন্দু A থেকে একটি fe CA উন্নতি কোণ «| wq- 
ভূমিক তলের সঙ্গে 0 পরিমাণ ঢালয়ুক্ত পর্বত্ঢালে শীর্ষ অভিমুখে ৭ দুরত্ব এগিয়ে দেখা 


গেল, উন্নতি কোণ p পর্বতের উচ্চতা কত? 
ধর, XY আলোচ্য পর্বত, x হল পর্বতশীর্ষ। A B যথাক্রমে দুই দর্শন-বিন্দু t 
ধর XY—x 2 x 


4€ AB=a, [L XAY=<, Z BAY 
=0, LXBM=f\ BM হল B 
RA অঙম্ুভূমিক রেখা। AY-4 
উপর BL «x টান। 

এক্ষণে, XM-XY-YM- 


x-BL-—x-—a sin 0 
এবং BM -LY «AY - AL=x cot 4—4 cos 0 


—a sin 0 
. tan Be XM 2877 
A BM x cot «—a cos 0 


w _ R sin < sin (8—0) সর্লীকরণ করে 
^ xta) í i 
txl4. একটি লেকের 12 ফুট উপরস্থ কোন বিন্দু থেকে দেখা গেল দুরস্থিত কোন 
eS এক আলোকবতিকার উন্নতি কোণ 24551 আর লেকের জলে ওঁ বতিকার 
প্রতিবিখের অক্নতি কোণ 3505 | ছুই দশমিক স্থান পর্যন্ত ও শুভের উচ্চতা নির্ণয় 
কষ। দেওয়া আছে £ log 20730103, log 3-047712, log 588—2:76938, 
log 589 = 2777012, L sin 10°10'=9:24677 1 
ধর, ০ হল OP we আলোকবিন্ু; BH oc আলৌকরশ্মি। ৫ বিন্দুতে 


" লেকের জলে আপতিত হয়েছে, 08 প্রতিফলিত রশ্মি। ধর op=h ফুট । ét 
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এক্ষণে, প্রতিফলনের সুত্রামুলারে LBCA— Z ocP =$ (ধর) 
S8 0993575! (অবনতি কোণ) 
afi B থেকে ০ বিন্দুর উন্নতি কোণ 0 হয়, তবে 6-:4555% 


. co Be Ae 12 ; 
SNA, sin (677) sin ($—0) sin sin (4 — 9) kd 


an ES ingal? 3i? (0+4) 12 Sin 60° 
IE UD un (G6) sin 101v 


2.648 . 25 
810 50510 sin 10°10’ 


4. log h=log 24-5 log 3--10 — L 510 10০10 
= 030103 + 3x (047712) 4-10 - 9:24677 
=1'76994 
-. log %-এর মান log 58:8 এবং log 589-43 মধ্যবর্তী । 
ধর, h=58'8 +x 
0'1-এর জন্য পার্থ ক্য= 1777012 — 1:76938 «0:00074 
*"* এ-এর Wg পার্থক্য = 176994 — 1:76938—0:00056 


২7715825567, 
" 6175 0:75 


xen s. x=0:075 0:08 (প্রায়) 
a s. h=58:88 ফুট 
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উদ্দাহরণমাল। 12 
A. সহজ সমস্যাবলী 


1. একটি তালগাছের পাদবিন্দুর 40 ফুট দুর থেকে জনৈক xb] বৃক্ষশীর্ধের উন্নতি 
কোণ 60° দেখলেন। গাছটির উচ্চতা কত? 

2. বৃত্তাকার একটি পুকুরের কেন্দ্র থেকে উ্্বভাবে একটি we দাড়িয়ে আছে। 
জলের উপরে দণ্ডের দৈর্ঘ্য 150 ফুট । বৃত্তের পরিধিস্থ কোন বিন্দুতে দণ্ডকতৃ'ক উৎপন্ন 
কোণ 60^ | পুকুরের ব্যাসার্ধ কত? 

3. 200 ফুট লম্বা একটি স্তম্ভের ছায়ার দৈর্ঘ্য 2004/3 ফুট |! "ufa উন্নতি নির্ণয় 
কর। 

4. এক ব্যক্তি দেখলেন একটি স্তম্ভের উন্নতি কোণ 30°; 300 ফুট স্তম্ভের দিকে 
এগিয়ে দেখলেন নতুন উন্নতি কোণ 6০০) স্তম্ভের উচ্চতা নির্ণয় কর। 

5. 45 ফুট লম্বা একটি মই একটি দেওয়ালের শীর্ষদেশকে ঠিক স্পর্শ করে। wf 
দেওয়ালের সঙ্গে মইটি 6০১ কোণ উৎপন্ন করে তা হলে দেওয়ালের উচ্চতা এবং মই-এর 
পাদবিন্ু থেকে দেওয়ালের দুরত্ব বের কর। 

6. একটি qi আর একটির চেয়ে 30 ফুট বেশি Vi নীচু xa থেকে 
100 ফুট দুরে দাড়িয়ে দেখ! গেল যে, চিমুনী ছুটির শীরষবিনু অনুভূমিক রেখার সঙ্গে 272” 
কোণে অবস্থিত একটি রেখায় রয়েছে । চিমূনী ছুটির উচ্চতা নির্ণয় কর? দেওয়া আছে, 

[ tan 27°2'=0"51 ] 

7. কোন পাহাড়ের ঠিক পূর্বে অবস্থিত কোন বিন্দু থেকে পাহাড়ের উন্নতি 45° I 
এই বিন্দুর ঠিক দক্ষিণ্থ দ্বিতীয় আর একটি বিন্দু থেকে উন্নতি 30^ | যদি ছুই পর্যবেক্ষণ 
বিন মধ্যবর্তী দুরত্ব 400 গজ হয়, তবে পাহাড়টির উচ্চতা নির্ণয় কর। 

8. কোন চূড়ার ঠিক দক্ষিণস্থ কোন বিন্দু থেকে চুড়ার উন্নতি 45”। এই বিন্দুর 
ঠিক পশ্চিমের আর একটি বিন্দু থেকে উন্নতি 30০। যদি ছুই বিন্দুর মধ্যবর্তী Kaq a 
হয়, তবে veta দৈর্ঘ্য নির্ণয় কর। 

9. সমতলে অবস্থিত কোন «q স্তভের উন্নতি কোণ যখন 45" তখন ভস্তটির ছায়া 
30° উন্নতি-কোণ-কালীন ছায়ার তুলনায় 100 ফুট বেশি দীর্ঘ। vea উচ্চতা কত? 

10. একটি পোজা রাস্তা বরাবর হেটে এক ব্যক্তি একটি মাইলস্তম্ডে একটি বাড়ী 
রাস্তার সব্দে 30° কোণে অবস্থিত দেখলেন। দ্বিতীয় মাইলন্তভে দেখলেন রাস্তার সঙ্গে 
60 কোণে। atei থেকে বাড়ীর দুর নির্ণয় কর। 

উঃ x: ত্রিকোণ-__11 
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11. গন্গাতীরে কোন এক স্থান থেকে এক ব্যক্তি সরাসরি অপর তীরের একটি গাছের 
উন্নতি কোণ 67^ দেখলেন ! দর্শনকালে তাঁর চোখ. মাটির সঙ্গে একই লেভেলে ছিল। 
তারপর 100 ফুট সরে গিয়ে তিনি দেখলেন উন্নতি কোণ 45* | গাছের উচ্চতা ও এ 
স্থানে গঙ্গার বিস্তার নির্ণয় কর। 

12. 150 ফুট উ’চু একটি পাহাড়ের চূড়া থেকে এক ব্যক্তি তার ঠিক দক্ষিণে অবস্থিত 
জুটি নৌকোর অবনতি কোণ 15° এবং 75° দেখলেন l cot 150=2+ 5, 

cot 75^ =2 - V3 হলে দুই নৌকোর ব্যবধান কত? 


13. 196 ফুট উঁচু কোন মনুমেণ্ট থেকে কোন স্তম্ভের শীর্ষ এবং পাদবিন্দুর অবনতি 
কোণ যথাক্রমে 30° ও 60? দেখা গেল। স্তম্ভের উচ্চতা কত? š 


14. একটি অষ্টালিকার শীর্ষে একটি we দণ্ডায়মান । 60 ফুট দুর থেকে দণ্ডের | 
Ag এবং অট্রালিকার শীর্ষে উন্নতি কোণ যথাক্রমে 60° ও 30° দেখা গেল। দণ্ডের 
Um কত? 

15. কোন পর্বতের পাদদেশে কোন স্থানে পর্বতশীর্ষের উন্নতি 45৭ দেখা গেল; 
পর্বতের দিকে 30° ঢাল বেয়ে 2 মাইল উঠে উন্নতি কোণ 60° দেখা গেল। পর্বতের 
উচ্চতা নির্ণয় কর। 


16. A স্টেশনের ঠিক উত্তরে একটি টাওয়ারের উন্নতি 0; A স্টেশনের পশ্চিমে 
অবস্থিত B স্টেশন থেকে & টাওয়ারের উন্নতি কোণ %। দেখাও যে, টাওয়ারটির উচ্চতা 


— AB sin 0 sin $ _ 
Y7. RR একটি অনুভূমিক ব্রীজ দিয়ে একটি উপত্যকার দুই ধার যুক্ত! 
উপত্যকার পার্শত্ব় mgA সঙ্গে < ও 19 কোণ উৎপন্ন করে। দেখাও যে, উপত্যকার 
fam থেকে ব্রীজের উচ্চতা h হলে 


৫০০০, 
cot <+cot B 


18. গ্রজলিত একটি মোমবাতির উচ্চতা 6 ইঞ্চি এবং এর প্রস্থচ্ছেদের qni t 
Afel মোমবাতির ছায়ার ব্যাসার্ধ $3 ইঞ্চি। অগ্রিশিখার উচ্চতা কত? শিখার দ্ধ 
বিন্দু এবং ছায়ার লীমারেখার উপর একটি বিন্দুর সংযোজক রেখা যদি অনুকূমির Ud 
< কোণ উৎপন্ন করে তবে দেখাও যে, tan «= 4/31 | 
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19. একই উচ্চতায় কিন্তু 6,000 ফুট ব্যবধানে অবস্থিত দুটি বিন্দু A ও B থেকে 
একটি পর্বতের উচ্চতা পরিমাপের জন্য পর্যবেক্ষণ চালান হল। /-তে পর্বতনীর্ধের উন্নতি 
15, ৪-তে 60? | পর্বতের উচ্চতা কত? 


20. সমতলে অবস্থিত কোন বিন্দুতে একটি মঞ্চ < কোণ উৎপন্ন করে, আর 
মধস্থিত b ফুট উ'চু এক ব্যক্তি ও বিন্দুতে e কোণ উৎপন্ন করে। দেখাও যে, মঞ্চের 
উচ্চতা 


` bsin«cos (X46) 


sin € 
21. একটি সোজা বান্তা বরাবর হেঁটে এক ব্যক্তি পরপর ছুটি মাইলন্তডে তাঁর - 
সামনের কোন একটি পর্বতের উন্নতি কোণ যথাক্রমে 30° ও 75° দেখতে পেল | পর্বতটির 
উচ্চতা কত? | 
22. সমতলে অবস্থিত কোন বিন্দুতে একটি টাওয়ার < কোণ উৎপন্ন করে। আর 
টাওয়ার শীর্ষে c ফুট একটি পতাকাও ও বিন্দুতে B কোণ উৎপন্ন করে। দেখাও যে, 
টাওয়ারের উচ্চতা 


c sin < cosec B cos (z +B) 


21. কোন পাহাড়েয় উন্নতি 47^; 32^ ঢালের পথ বেয়ে ওর দিকে 1,000 ফুট 
এগুলে উন্নতি 77° হয়। প্রথম পর্যবেক্ষণ বিন্দু থেকে পাহাড়ের উচ্চতা! নির্ণয় কর; 
দেওয়া আছে sin 47^ «0:731. ; ; 

24. অনুভূমিক তলে দণ্ডায়মান কোন দেওয়ালের শীর্ষে একটি পতাকা প্রোথিত 
আছে। ওঁ অঙুভূমিক তলে দাড়ানো কোন ভ্রষ্টার চোখে দেওয়াল ও পতাকা! যথাক্রমে 
«ও 0 কোণ উৎপন্ন করে। h তারপর দেওয়ালের দিকে সোজা ০ দুরত্ব এগিয়ে গিয়ে 
দেখলেন যে, পতাকা সেই 9 কোণ-ই উৎপন্ন করছে। দেওয়াল ও পতাকার উচ্চতা 
কত? 

26. একটি মঞ্চশীর্বে পতাকা বসানো আছে। সরলরৈথিক রাস্তা! বরাবর মঞ্চের 
অভিমুখে ভ্রাম্যমাণ কোন ব্যক্তি দেখলেন যে, পতাকার শীর্ঘবিন্ধুর উন্নতি কোণ P ; 
রাস্তা বরাবর আরও a দুরত্ব ছেঁটে ও ব্যক্তি দেখেন যে, পতাকা চরম কোণ < উৎপন্ন 
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করছে; দেখাও যে, পতাকার উচ্চতা! 


2a sin« sing 
cosg + sinta — 3) 


26. কোন মঞ্চ CD থেকে পোজা দক্ষিণে কোন বিন্দু ৎ-তে aef 30° উন্নতি 
‘কোণ উৎপন্ন করে; A থেকে (সাজা পশ্চিমে B বিন্দুতে ও মঞ্চের উন্নতি কোণ 18° 
যদি A৪=এ হয়। তবে দেখাও যে মঞ্চের উচ্চতা ৭/{ (2425 ) 


27. ছুটি Sw দণ্ডের উচ্চতা a ও b ; ওদের পাদ বিন্দুর সংযোগ রেখার উপর কৌন 
বিন্দুতে vow একই কোণ < উৎপন্ন করে। অনুভূমিক তলের যে বিন্দুতে ও সংযোগ: 
নি না যে লেং বিধৃত vut (Fax 9 এবং y কোণ im IA 
দেখাও cs, 

(a+ b)* cot? «—a* cot? 5-Eb* cot? 7 F 

(28. কোন স্তম্ভের সোজা পুবে P স্টেশন থেকে স্তম্ভের উন্নতি কোণ 0; সার. 
¿Pitaq সোজা উত্তরে o স্টেশন থেকে উন্নতি কোণ ó ; দেখাও যে, স্তম্ভের উচ্চতা 
PQ sin0 si 9: 

ইত রি €বেনারন " 

29, 2a দৈর্ঘ্যুক্ত কোন ভূমিক রেখার ( base line ), উভয় প্রান্ত থেকেই ৫ গন 
“পর্বতশীর্ধের কৌণিক উচ্চতা 0; আর ও রেখার মধ্যবিন থেকে কৌণিক ঢা 
দেখাও যে, অন্থতুমিক তল থেকে পর্বতশীর্ষের উচ্চতা 


a sino sing লাহাবাদ 19 55 
Asin(8 4- $)sin($ — 0) ca ; 


$0. A ফুট-উচ্চতার একটি দেওয়ালে দাড়িয়ে এক ব্যক্তি দেখলেন যে, এ 
টেলিগ্রাফ পোস্টের উন্নতি « ; তারপর দেওয়াল থেকে নেমে লক্ষ্য করলেন উন্নতি D 


h sin ০০৪. 
দেদাও যে, পোস্টের উচ্চতা à ব্যক্তির চেয়ে ry ফুট বেশি। 


31, < কোণে হেলানো কোন পাহাড়ের পাদদেশ থেকে a gaa একটি টাওয়া 
অন্ুভূমিক তলে দণ্ডামান। পাহাড়ের মাথায় দাড়ানো কোন এক ব্যক্তি টাওয়ার 
থেকে b prn একটি পৃফরিণীকে টাওয়ারের উপর দিয়ে ঠিক দেখতে পায়। খা 
পাহাড়ের পাদদেশ থেকে ষ্টার দুরত্ব c হয় তবে দেখাও যে, টাওয়ারের উচ্চতা 


bc sin 


V . a+b +c cos« 
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32. পরস্পর ঠিক উত্তর-দৃক্ষিণে অবস্থিত দুটি পথচিহ্ন একটি নদীর দ্বারা! বিচ্ছিন্ন ৷ 

এক বাক্তি একটি পথচিহ্ন থেকে প্রথমে সোজা পশ্চিমে এ দুরত্ব, তারপর আরও b pU 

গিয়ে দেখেন যে, প্রথম ক্ষেত্রে বস্ত তার চোখে যে কোণ উৎপন্ন করে তা দ্বিতীয় ক্ষেত্রে 
উৎপন্ন কোণের তিন গুণ । দেখাও যে, দুই পথচিহ্নের পারস্পরিক দুরত্ব 


(a + b)“ (b —2a)/(36+2a). 

33. কোন রাস্তার এক ধারের একটি বাড়ী থেকে বিপরীত ধারের একটি বাড়ী যে 
কোণ উৎপন্ন করে তা পর্যবেক্ষণ করা হচ্ছিল প্রথমে রাস্তার তল থেকে, পরে € উচু 
একটি ঘরের জানালা থেকে । ai কোণগুলি যথাক্রমে < ও হয় তবে দেখাও যে 
বিপরীত বাড়ীটিব্ উচ্চতা facts পমীকরণ সিদ্ধ করে। 


€* _ C.-cotB cot« _ cot*« 
hb" —K 


34. ছুই বিন্দু A ও ৪-কে ওঁ সমতলেরই অপর ছুই বিন্দু co D থেকে দেখা হচ্ছে; 
CD-R% d; / ACD, LBCD, LADC, Z BDO, যথাক্রমে <, B,r,9 হলে এবং 
«+7=B+0 হলে দেখাও যে, 

. dsin(« — 8) 
sin(« +7) 

35. একই অনুভূমিক তলে P ও o দুটি অগম্য feq এবং ৪ এবং T ছুটি স্টেশন । 
ষ্টেশন ছুটির প্রত্যেকটিতে Po রেখা < কোণ উৎপন্ন করে, S feque PT রেখা! ৪ কোণ 
এবং T বিন্দুতে os রেখা y কোণ উৎপন্ন করে। দেখাও C 
sT sin x (বেনারস 1950) 


sin (8+7—% 
36. কোন রেলপথের ধারে সম-ব্যবধানে A, B,C তিনটি টেলিগ্রাফ খুটি 


অবস্থিত। যে কোন বিন্দু P-তে AB এবং BO যে কোণ উৎপন্ন করে তাদের iicet 
যথাক্রমে / ও r হলে, দেখাও যে, 


FQ 


2.1 


Ac 
„mmj ১ 


Tof t 
BP রেখা রেলপথের সঙ্গে যে কোণ উৎপন্ন করে তারট্যাগ্রেন্ট হল T 
37. ABCD একটি sagis আয়তাকার ক্ষেত্র। -» ক্ষেত্রে একটি উল্ফ দণ্ড 
প্রোথিত করে দেখা গেল যে, A, B, ০ এবং D fs থেকে দণ্ডের শীর্ষের উন্নতি যথা ্রমে 
* B, 7 এবং 8 ; দেখাও যে, cot3« — cot? —cot*8 — cot* 7 
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33. কোন নির্দিষ্ট বিন্দু থেকে পমান সময়ের ব্যবধানে চারবার পর্যবেক্ষণ করে 
অনুভূমিক সরলরেখায় উড্ডীয়মান কোন পাখির উন্নতি কোণ দেখা গেল <, B, 7 এবং 8; 
পাখি লমবেগে সঞ্চবণশীল ধরে নিয়ে দেখাও যে» 


Cot?« — cot28 = 3(cot? B — cot?7) (পাটনা, 1941) 


39. কোন অনুভূমিক তলে দণ্ডায়মান একটি গাছ উত্তর দিকে 0 কোণে হেলানো। 
গাছের গোড়' থেকে a, b দুরত্বে এবং সোজা দক্ষিণে অবস্থিত দুই fag থেকে গাছটির 
কৌণিক উচ্চতা যথাক্রমে < ও B ; দেখাও যে, 

tan 0 »(a— b)|(a cot B — b cot <) 


EEUU সরলবৈথিক রাস্তায় » বেগে গতিশীল গাড়ি থেকে এক ব্যক্তি ভার কোন এক 
অবস্থানে নিজেকে দুরস্থিত দুটি গাছের সঙ্গে একই রেখায় দেখলেন এবং লক্ষ্য করলেন 
রাস্তার সঙ্গে এ রেখাটি একটি কোণ উৎপন্ন করছে। / সময় পরে তিনি গাছ দুটো চরম 
কোণ $ উৎপন্ন করছে দেখলেন । দেখাও cg, গাছ ছুটির অস্তর্বর্তা raq 


284 sin 0 sin $ 
| cos 0+cos $ 
4L. কোন টাওয়ারের শীর্ষস্থিত ব্যাসার্ধের একটি গোলক ভূমিস্থ কোন বিন্দুতে 
24 কোণ উৎপন্ন করে। ওঁ বিন্দুতে গোলকের কেন্দ্রের উন্নতি কোণ 4) দেখাও যে, 
> মাটি থেকে গোলকের কেন্দ্রের উচ্চতা 7 sin $ cosec <, 
42. উত্তর দিকে কিছুটা হেলানো কোনও টাওয়ারের ঠিক দক্ষিণে ছুটি স্টেশন 
আছে। টাওয়ারের পাদবিন্ু থেকে স্টেশন ছুটির দুরত্ব a এবং b; 0 ও $ 


উন্নতি হলে, দেখাও যে, টাওয়ারটি smwfuq সঙ্গে ০০/- [beet dd cot $ 


কোণে হেলানো। (এলাহাবাদ, 1957) 
41. একটি gea x ফুট উ'চুতে কোন বিন্দু থেকে একখণ্ড মেঘের উন্নতি কোণ ৪ 

, এবং লেকের জলে মেঘের প্রতিবিশ্বের অবনতি কোণ % দেখা গেল । দেখাও যে, মেঘের 
উচ্চতা (ফুটে ) x sin (94%)15100% — 0). ( এলাহাবাদ, 1956) 


44. একটি চিমনী উত্তর দিকে কিছুটা হেলানো। অন্গভূষিক তলে অবস্থিত এবং 
চিম্ননী থেকে সমান সুরে ঠিক উত্তর এবং দক্ষিণের ছুটি fag থেকে চিমনী-শীর্ষের উন্নতি 
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< এবং B ; দেখাও ca, চিমনীটি উল্লম্ব রেখার সঙ্গে y কোণ উৎপন্ন করলে 


mI m 1998) 
কোণ উৎপন্ন Je 1 
45. পাদদেশ থেকে অজানা দুরত্ব কোন পর্বতশীর্ষের উন্নতি 28^; একই রেখা 
বরাবর আরও 3 মাইল 77 গজ সরে গেলে উন্নতি 16%তে দীড়ায়। পর্বতের উচ্চতা 
নির্ণয় কর। 
দেওয়া আছে : 
log 1:6071=0'2060, L sin 12-9'3179 
Lsin 16°=9:4103, এবং / sin 28° = 96716 
(এলাহাবাদ, 1949) 
46: সমতলক্ষেত্রে দাড়োনো কোন মঞ্চের শীর্ষে একটি পতাকা প্রোথিত আছে। 
A সমতলের কোন বিন্দুতে মঞ্চ < এবং পতাকা 9 কোণ উৎপন্ন করে। মঞ্চের a ফুট 
নিকটতরর অপর একটি বিন্দৃতেও পতাকা B কোণ উৎপন্ন করলে দেখাও যে, মঞ্চের 
উচ্চতা 


এ (পাটনা, 1945) 


]-tan«tan (FP) 


E 


YS ES 


l amig 


প্রথম অন্যাস্স (Co-ordinates) 


14. স্থানাঙ্ক জ্যামিতির উদ্দেশ্য হল বীজগণিতের সাহায্যে জ্যামিতির অন্ুণীলন 
করা। বিখ্যাত ফরাসী দার্শনিক-গণিতবিদ রেনে দেকার্তে ( Rene Descartes ) 
সর্বপ্রথম সামতলিক কোন বিন্দুর অবস্থান ও ছুটি বীজগাণিতিক রাশির মধ্যে একটি নির্দিষ্ট 
সম্বন্ধ স্থাপনের দ্বারা বীজগণিত ও জ্যামিতির সংযোগ সাধন করেন । কোন বিন্দুর 
অবস্থান বোঝানোর জন্য যে ছুটি বৈজিক রাশি ব্যবহৃত হয় তাদের এ বিন্দুর স্থানাঙ্ক 
_দেকার্ডে-র নামানগসারে কার্তেজীর স্থানাঙ্ক ( Cartesian Co-ordinates )— 
বলা হয়। 

1.3. সমতলীয় Aa কার্তেজীয় স্থানাঙ্ক (Plane rectangular 
Cartesian Co-ordinates) 

সাধারণভাবে প্রচলিত স্থানাঙ্ক এভাবে বর্ণনা করা হয় : 

ধরা যাক, কাগজের সমতলে XOX' ও YOY' পরম্পরছেদী ও পরম্পর লম্ব দুটি 
সরলরেখা। ০ ওদের ছেদবিন্দু। রেখ ছুটি সমতলটিকে চারটি পাদে* বিভক্ত করল; 
প্রচলিত নিয়ম agaia xoy প্রথম পাদ, YOX' দ্বিতীয় পাদ, X'Ov' তৃতীয় পাদ এবং. 
Y OX চতুর্থ পাদ। সরলরেখা ছুটি (xox' ও vov") নির্দিষ্ট হলে ছেদবিন্দু ০ একটি 
নিদিষ্ট বিন্দু হবে; ০-এর অবস্থান থেকে এই সমতলে যে কোন বিন্দুর অবস্থান নির্ণয় 
করা যায়। 

ধরা যাক, এই সমতলে P যে কোন 
বিন্দু। ০১-এর উপর PM qw টান| হল। 
9M ও wP wu সাধারণত 
যথাক্রমে ç ও y দ্বারা চিহ্নিত কর! হয় ও 
এদের P বিন্দুর mw কার্ডেজীয় স্থানাঙ্ক 
অথবা সংক্ষেপে p বিন্দুর স্থানাঙ্ক বলে। 
"ষ্টত P বিন্দুর স্থানাঙ্ক জানলে ওর 
অবস্থান জান! যাবে। 


Xox’, Y০৮' সরলরেখা ছুটির সাপেক্ষে স্থানাঙ্ক নির্ণয় করা হয় বলে ওদের স্থানাঙ্ক 
অক্ষ বাশুধু অক্ষ (axis) বলে। ১৯০১-কে ভুজাক্ষ বা অক্ষ এবং YOY- 
উঃ মাঃ গঃ স্থানাস্ক_-1 
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কোটি-অক্ষ বা ॥-অক্ষ | অক্ষয়ের ছেদবিনদু ০-কে মূলবিন্দু (origin) বলে। Š 
oM(-z)-cs বলা হয় স্থানাঙ্ক অথবা ভুজ (abscissa) এবং দূরত্ব PM(—y) 9 
yamtata অথবা কোটি (ordinate) | P বিন্দুটিকে (z, yata উল্লেখ করা হয়| 


19. ধনাত্মক ও খণাত্মক "uii (Positive and Negative 
co-ordinates) 


oM ও ॥চ-এর দৈর্ঘ্য জান! থাকলেই  বিন্দুটির অবস্থান নির্ণয় করা সম্ভব নয়। 
কারণ, P চারটি পাদের যে কোন পাদে অবস্থিত হতে পারে। সেক্ষেত্রে OM /-অঙ্গের 
ডান «| বা দিকে এবং MP %-অক্ষের উপরে বা নিচে থাকতে পারে। স্থানাঙ্ক 
জ্যামিতিতে বিন্দুর অবস্থান ufafh করার জন্য প্রচলিত নিয়ম অনুযায়ী স্থানাঙ্কের 
উপযুক্ত চিহ্ন ব্যবহার করা হয়। 
চিন্ত্সন্বন্ধীয় প্রচলিত নিয়ম £ /-অক্ষের ডানদিকে এ-অক্ষ বরাবর বা 
৪-অক্ষের সমান্তরাল দুরত্বগুলি ধনাত্মক এবং &-অক্ষের বামদিকে ০-অক্ষ বরাবর 4 
৫-অক্ষের সমান্তরাল দূরত্বগুলি খণাত্মক। 
| অনুরূপভাবে, ৫-অক্ষের উপরের দিকে /-অক্ষ বরাবর বা! -অক্ষের সমান্তরাল দূরত্ব 
গুলি ধনাত্মক এবং %-অক্ষের নিচের দিকে &-অক্ষ বরাবর বা /-অক্ষের সমান্তরাল 
দূবত্বগুলি খণাত্মক। 
প্রথমপাদে অবস্থিত বিন্দুর vw ও কোটি দুই ধনাত্মক, স্থানাস্ক (z, y) ! 
দ্বিতীয়পাদে o» », WM খণাত্মুক ও কোটি ধনাত্মক, HATE (72, 0)। 
তৃতীয়পাদে » » ভুজ ও কোটি ছুই খণাত্মুক, স্থানাঙ্ক ( — z, -y)! 
চতুর্থপাদে » ” qu ধনাত্মক ও কোটি খণাত্মুক, স্থানাঙ্ক (z, -y)! 
‘'. মূলবিন্দু ০-এর que কোটি শূন্য ) সুতরাং ওর স্থানাঙ্ক (০, ০)। 
*-অক্ষের উপরে যে কোন বিন্দুর স্থানাঙ্ক (x, o) | 
*-অক্ষের উপরে যে কোন বিন্দুর স্থানাঙ্ক (y, o) | | 
ষটব্য £ 1. স্থানাঙ্ক-্যামিতির অনুশীলনে স্থানাঙ্ক প্রণালীর একটি গুরুত্বপূর্ণ ভুমিকা 
আছে। কার্ডেজীয় স্থানাঙ্ক ছাড়া অন্ত প্রণালীর স্থানাঙ্ক আছে। বিভিন্ন পদ্ধতি বা 
প্রণালীতে বিভিন্নভাবে স্থানাস্ককে প্রকাশ করা! হয়; কার্ডেদীয় পদ্ধতিই সমস্ত পদ্ধতি 
গুলির মধ্যে সবচেয়ে গুরুত্বপূর্ণ i 
2. যখন স্থানাঙ্ষ-অক্ষতবন XOX’, YOY’ পরস্পর সমকোণে নত না হয়ে অন্ত কোন 
কোণে নত থাকে, তখন ওদের তি্যক ww (oblique axes) বলে এবং এই প্রপালীতে 
স্থানান্ককে তির্যক কার্তেজীয় স্থানাঙ্ক বলে। আমরা w কার্েদীয় atas প্রণালীই 
আলোচনা করব 1 


স্থানাঙ্ক 8 


14. মেরু স্থানাঙ্ক (Polar co-ordinates) 

সমতলে বিন্দুর অবস্থান নির্ণয়ের আর একটি পদ্ধতি হল মেরু স্থানাঙ্কের দ্বারা অবস্থান 
জ্ঞাপন। 

বিন্দুর সমতলে ox একটি নির্দিষ্ট সরলরেখা ; ০ এওঁ সরলরেখার নির্দিষ্ট একটি 
Ral ০ বিন্দুকে বলা হয় মেরু (pole) এবং ox রেখাকে প্রাথমিক রেখা 
(initial line) | ধর, P যে কোন একটি 


বিন্দু। oP যোগ কর এবং oPer এবং 11 
ZXOP=0; তা হলে r ও ৪-র মানের t 

সাহায্যে সমতলে P বিন্দুর অবস্থান নির্দেশ ; 
করা চলে। r, 0-9 ৮ বিন্দুর মেরু ó x 
স্থানাঙ্ক: P(r, 0) বলে। rcm বলা fz2 


হয় ব্যাসার্ধ ভেক্টর (radius vector) এবং 9-কে বলা হয় নতি কোণ (vectorial 
angle)| 0-কে ox থেকে বামাবর্তে মাপা হয়। 

দ্রষ্টব্য £ 1. r=0 হলে P বিন্দু মেরুতে অবস্থিত । 7-এর মান সর্বদাই ধনাত্মক | 
0-3 সীমারেখা হল 0 <9 «9x1 

1.5, কার্তেজীয় ও মেরু স্থানাক্কের সম্পর্ক (Relation between 


Cartesian and Polar co-ordinates) 
মনে কর, OX, OY অক্ষদ্বয়ের সাপেক্ষে P-q কার্ডেজীয় স্থানাঙ্ক (z, y)! “আবার 
০-কে মূলবিন্দু এবং ox-ce আদিরেখা ধরে ₹-র মেরু স্থানাঙ্ক (r, 9) 
P থেকে ০৮-র উপরে PM লম্ব টান ও OP যোগ কর। 
OM=z, PM-—y, 
ZPOM —6, oP=r. 
P সমকোণী APOM থেকে 
T 2=0M=0P cos Z POM = COS 0... (i) 
3 y=MP=0P sin Z POM=r Sin 0 ... (ii) 
', g? +y? — r*(cos*0-- sin*0) — 7? .. (iii) 


Y w 


OR—— ———5 i " 
2 Ro এবং Jat tan 0 sliv) 
fsz 3 æ rCos 


মেরু স্থানাঙ্ক থেকে কার্তেজীয়তে পরিবর্তনের সুত্র হল £ 
x-rcosó;  y-rsin? 
এবং কার্ডেজীয় স্থানাস্ক থেকে মেরু স্থানাঙ্ধে পরিবর্তনের w হল š 


০8: 
r= Jx? +y’; 0—tan $ 
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1.6. স্থানাক্কের আপেক্ষিকত। (Relativity of Co-ordinates) 

কোন বিন্দুর স্থানাঙ্কের চরম সত্বা বলে কিছু নেই। কেননা স্পষ্টত অক্ষদ্বয়ের 
অবস্থান ও নির্বাচনের উপর স্থানাঙ্কের মান নির্ভরশীল। অক্ষয়ের পরিবর্তন করলে 
স্থানাস্বও পরিবর্তিত হবে। এই পরিবর্তন দু-ভাবে কর! যায় £ (i) সরণ (Translation) 
এবং (i) ঘূর্ণন (Rotation) i 

1.7. সমান্তরাল সরণ (Parallel displacement of axes) 

ধর, OX ও OY অক্ষদ্বয়ের সাপেক্ষে 
P বিন্দুর স্থানাঙ্ক (w, y) | ০৮ eov 
এমন ছুটি নতুন অক্ষ যে, ০১ | ০%, 
০+॥ ovi পূর্বতন মূলবিন্দু ০, নতুন 
মূলবিন্দু ০’; পূর্বতন অক্ষয়ের সাপে, ; 
ধর, 0'-এর স্থানাঙ্ক (h, k); এবং OX | 
ও ০/+-এর সাপেক্ষে ₹-র স্থানাঙ্ক (৮) ' 

O'M.LOX কর এবং PN.LOX কর) 


afa - PN রেখা ০'-কে N' বিন্দুতে ছেদ করল। 
এখন, 2=0N=0OM+MN=h+ z' ০2) 
20 M=PN=PN'+NN=k+y on gi AF1) 
e. x-h-x' x -x-h 
^ f dipy Wa vy dig -k 


এই সমীকরণ সেট হল সরণের ফলে wtattwa পরিবর্তনের নিয়ামক সুত্র | 
í, 8 মূলবিন্দু অপরিবতিত রেখে ঘূর্ণন (Rotation of axes, origin 
fixed) 
ধর, পূর্বতন অক্ষদ্বয় OX, OY ; 
অক্ষদ্বয় মূলবিন্দু ox সাপেক্ষে 
বামাবর্তে 0 ঘুরে ০১৮ OY'-4 
রূপ নিল। ধর, P বিন্দুর স্থানাঙ্ক 
পূর্বতন অক্ষ সাপেক্ষে (z, y), নতুন 
অক্ষের সাপেক্ষে (হ', y) 


“ 


Y Y P 


চিত্র 5 
PL LOX এবং PM LOX কর ; এবং MT.LPL এবং MN L OX কর | 
.. এক্ষণে, z= OL, y= PL | 


z'—0M, y'—PM x 


স্থানাঙ্ক 5 


আবার, ZTPM-Zx'ox-6 
2=0L=0ON-LN=ON-— MT 
= OM cos Z MON— PM Z sin TPM 
- cos 6—3' sin 0 et (vii) 
আবার, y=PL=TL+PT=MN+PT 
— OM sin Z MON--PM cos Z TPM 
—a' sin 0--y' cos 0 5 (viii) 
x=x' cos 0—y' sin 0 
y-x sin 0+y' cos 0 
হল ঘূর্ণনের ফলে স্থানাঙ্ক পরিবর্তনের নিয়ামক KE | 
যদি 9-র বদলে — 0 লেখা হয় তবে (vii) ও (viii) থেকে যথাক্রমে পাওয়া যায় 
সাল cos 0+y sin 0 
y'= —x sin 0+y cos 0 
এই সুত্র থেকে পুরাতন স্থানাঙ্কের সাহায্যে নৃতন স্থানাঙ্ধে পরিবর্তনের সুত্র মেলে | 
দ্রষ্টব্য ? যদি সরণ ও ঘূর্ণন একই সঙ্গে ক্রিয়াশীল হয় তবে 
x=h+x' cos 0—y' sin 0 
yck-n sin 0+y' cos 0 
19. প্রতিফলনের ফলে স্থানাঙ্ক পরিৰর্তন (Change of Co-ordinates 
due to reflection) Y 
ধর, OX, OY অক্ষদ্বয়ের সাপেক্ষে P 
বিন্দুর atata (m, m) | 
‘. OL—m, PL=n 
ধর, ০-সক্ষে গ্রতিফলনে P, বিন্দু P-A 
প্রতিবি্, আর -অক্ষে প্রতিফলনে Pa বিন্দু 
P-3 প্রতিবিষ্ব। 
এক্ষণে, | PL | = | PL | 2»; Y 
এবং 1624 1 1 শি/ | =m চিত্র 6 
P, বিন্দুর স্থানাঙ্ক (m, =n); Py বিন্দুর স্থানাঙ্ক (— m, n) 
1.10. দুই বিন্দুর মধ্যবর্তী দুরত্ব (Distance between two given points) 
ধর Pler y1) ও Alta ys) ছুটি বিন্দু। P 9, বিন্দুর মধ্যবর্তী দূরত্ব অর্থাৎ 
এ বিনুদ্বয়ের সংযোজক সরলরেখা 2-র দৈর্ঘ্য নির্ণয় করতে হবে। ` 


উচ্চতর মাধ্যমিক গণিত 


P ও @ থেকে Ox অক্ষের উপর যথাক্রমে PM ও GN 9m টান। 

OM-2,, PM=Y1 ` 

এবং ON—2,, GN-—Jys 

PR | OX টান | PR সরলরেখা Q 

মরলরেখার উপর R বিন্দুতে mq হ 
এক্ষণে, @R = @N — RN 


x N W o 


PR=MN=0ON-OM=%3- 

PAR সমকোণী ত্রিভুজ থেকে 0 

Á 6০১৪121২4০১ 
চিত্র? =(z* — v1) +a Uli 

. Pe = ২৪ 721)! +E) 

(ছুটি বিন্দুর ras) =(ভুজের পার্থক্য)*+( কোটির পার্থক্য) c 
মূলবিন্দু থেকে কোন বিন্দু ০২, 9171 দুরত্ব এ+ : 
ছুটি বিন্দুর স্থানাঙ্ক (z, i), এবং (৬2, %2)-এর মান ধনাত্মক বা খণাত্মক 8 
হোক না৷ কেন উপরের = সর্বদাই প্রযোজ্য। 
111. কোন নির্দিষ্ট রেখাংশকে প্রদত্ত অনুপাতে বিভাজন (Divisi 
চি চালে in a given ratio) k 
sË নিদিষ্ট বিন্দুর সংযোজক সরলরেখা যে বিন্দুতে কোন নিদিষ্ট অনুপাতে fe 
হয়, সেই বিন্দুর স্থানাঙ্ক নির্ণয় করতে হবে। 4 
ধর, P(z,, y1) ও Q (za, ya) প্রদত্ত favum এবং RE, 9) বিন্দু " 
 সরলরেখাকে min IAS বিভক্ত করা হয়েছে। এই বিভাজন NE 


merece 


OY A3 অক্ষদ্বয়। 
OX অক্ষের উপর PL, RS, QM # টান এবং ০৮-এর সমান্তরাল ! 


স্থানাঙ্ক 
fü&LS-0S-OLez-z, এবং SM=0M-08=99 
z—2z,...m Y 
Zaa N 
বা, n(z—z,)9m(z, —2) 
MELLE LT 
m+n 


আবার, .. PaT ত্রিহুজে RK || eT, 


APRK ও APaT সদৃশ 
RKZPR LE. 
er Pa m+n 


কিন্তু RK = RS-KS—RS—PL 7 J/ —J1 
GT-QGM-TM-QM -PL- js — 9i 


y m 
Ya- Yı mn 


বা, (y-y:\m+n)= mys — 9i) 
3l, (m 4-7) —yy (m4 2)— mys -my 


৯০৪৪4: 
mtn C 
mz, nz; mtw) 


অতএব R(z, y) বিন্দুর নির্ণেয স্থানাঙ্ক : ৮ 
(i) R বিন্দু ra সরলরেখাকে m £ n অনুপাতে বহিববিভক্ত করলে (PR: Ra 
=m : n) একই ভাবে তিনটি বিন্দু থেকে ox-az উপর m টান এবং P বিন্দু থেকে 
০৯-এর সমান্তরাল PK টান ! PK রেখা RS-CF K বিন্দুতে লম্বভাবে ছেদ করল ! 
এখন C. হি ॥০ 
KT RQ ^ 
কিন্ত, PK-LS-08-OL—2-7, 
এবং, KT —2SM-—0S-—0OM-£-—7, 
RIED RP 
$S—2$9 N 
ql a(m—n)-mzg—mn2i 


AA ale 
m 


B উচ্চতর মাধ্যমিক গণিত 


আবার, APRK ও APAT সদৃশ বলে 
RK. RE iy ms 
QT QP m-n 
কিন্তু, RK—RS-KS-RS-—PL-y—y, 
G&T-GM—TM-QM-PL-y;, —-y, 


Jodi m 


Ya—Yyı m-n 


yn — n) mys — y3)- y (m n) = my, = 


=mysa— ni 
y m-—n 
R fers নির্ণের atate; (Pro nen, garta) 
m-—n m-—o 


জ্ঞাতব্য £ (z %,) ও (ta, Ya) সংযোজক সরলরেখার মধ্যবিন্দুর 
স্থানাঙ্ক (man বসাইয়া ) : [ t, tn) 


119. নীৰ্ষবিন্যুগুলির স্থানাঞ্কের দ্বারা ত্রিভুজের ক্ষেত্রফল নির্ণয় 
( Area of a triangle in terms of co-ordinates of vertices) 
ধর (zu y;), (2৪১ y) ও (zy, Js) যথাক্রমে ABC ত্রিভুজের শীর্মবিন্দুত্রয় A, B 
| ও ০-এর স্থানাঙ্ক 1 


Y OX- উপর AD, BE ও CF AI 


» টানা হল। 
^ OD =t; 5 AD-y; ; OE= %3; 


BE—-y,; ০£-%$) CF=Y3! 

1 এক্ষণে, A ABC — ট্রাপিজিয়ম ABED 
| +ট্রাপিজিয়ম anro- ট্রাপিজিয়ম BEFC 
bos কিন্তু ট্রাপিজিয়মের ক্ষেত্রফল 

LR DOE X =} উচ্চতা ২ সমাস্তরালবাহুদ্ধয়ের tf 

চিত্র 10 ^. AABC-42 ক্ষেত্রফল 


^ = (BE + AD) + 9 (০+০৪)- s: (BE--CF). 


=, =t Wa - yi) (cs —24)y1 ys) — (xa — vaya +y) 
= (zi (9 — Tayi toys 7 Ze F23y1 — 2193) 
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জ্ঞাতব্য ? cs ত্রিভুজের Raana স্থানাঙ্ক (0, 0), (i, 91) ও (zs, 82) 
সেই ত্রিভুজের ক্ষেত্ৰফল = iri Ya 228) ! 

(i) লক্ষ্য কর, বন্ধনীর মধ্যে ৫/-বিশিষ্ট 6টি পদ পর্যায়ক্রমে ধনাত্মক ও খণাত্মক 
fage, ধনাত্মক চিহ্যুক্ত পদগুলিতে z ও Y-র সাংখ্যিক সহগণুলো দক্ষিণাবর্তে যুথবন্ধ ; 
যেমনঃ 1, 2; 2,8; 38,11 আবার খণাত্মক চিহ্যুক্ত পদগুলি ঠিক বিপরীতভাবে 
বামাবর্তে quaa ; যেমন £ 2, 1,8, 2, 1, 81 

Gü) এখানে শীরষবিদুত্রয় দক্ষিণাবর্তে নেওয়া হয়েছে; বিন্দুত্রয় বামাবর্তে নিলে 
ত্রিভুজের ক্ষেত্রফলের চিহ্নের পরিবর্তন হবে, ক্ষেত্রফলের মান অবশ্য একই থাকবে। 

118. তিনটি বিন্দুর একই সরলরেখায় অবস্থান বা লমরেখ হওয়ার 
শর্ত (Condition of collinearity of three points) 

তিনটি বিন্দু একই সরলরেখায় অবস্থিত হওয়ার অর্থ ওদের সংযোগে কোন ত্রিভুজ 
গঠিত হবে না) ত্রিভুজের ক্ষেত্রফল শূন্য হবে। 

বিন্দুত্য়ের স্থানাঙ্ক (215 91). (2, ya) ও s; ys) হইলে বিন্দু তিনটির 
সমরেখ হওয়ার নির্ণেয় শর্ত হল š 
(2585 — 2291 T *2Us _ 284 শ2882 72205 =0. 

বিপরীতভাবে, ত্রিভুজের ক্ষেত্রফল শূন্য হলে বিন্দুত্রয় সমরেখ | 

1:14. শীর্ষবিন্দুগুলির স্থানাক্কের ছারা চতুভু জের ক্ষেত্রফল নির্ণয় 
(Area of a quadrilateral with given vertices) 

ধর ABCD চতুতু্জের শীর্ষকিদু A, B, ৫ ও ০-এর স্থানাঙ্ক যথাক্রমে (zu Y1) 
(৫2, Ya), (ra, ys) ও (asa) | 1/%) 

A, B.C ও p হইতে ০৮-এর 
উপর যথাক্রমে AP, Ba, CR ও 
DS লঙ্ব টানা gA l 

OP-—2z,; AP=7Ji; 
OQ —25, BQ-ys ; OR=%s, 
CR—y; ; O8—?,, DS=J4; 
এখন ABCD 59g জের ক্ষেত্রফল 

—psRc ট্রাপিজিয়মের ক্ষেত্রফল চিত্র 11 
+ ০৪০৪ ট্রাপিজিয়মের ক্ষেত্রফল — DSPA ট্রাপিজিয়মের ক্ষেত্রফল — APOB 
ট্রাপিজিয়মের ক্ষেত্রফল 

= (»s-- c) "B (one) - SP (ps+AF)- (AP +80) 


10 উচ্চতর মাধ্যমিক গণিত 


=F taya HY) ta —us)ya- ya) -1-a Ya - 93) 
—(ga — 211 Ty! 


7 MGiya— 029) + (rays tY) + aya — taya) (ry1 — 7194) f 


ষ্টব্য £ G) চতুতু'জটিকে কর্ণ দ্বারা ছুটি ত্রিভুজে বিভক্ত করা যায় এবং এ 
দুটি ত্রিভুজের ক্ষেত্রফলের সমষ্টিই চতুতু'জের ক্ষেত্রফল | 
Gü) একইভাবে যে কোন বন্ুভুজকে কয়েকটি ত্রিভুজে fies করা যায় এবং 
তাদের ক্ষেত্রফলের সমষ্টি এ বহুতুজের ক্ষেত্রফল | 
1:15. কষে দেওয়। উদাহরণ (Illustrative examples) 
উদ্দা. 1. মৃলবিনু থেকে নিম্নলিখিত বিন্দুগুলির দূরত্ব নির্ণয় কর। 
G) (9, 19) Gi) (—4, —7) এবং (iii) (a cos B, a sin £ ) 
মূলবিদুর স্থানাঙ্ক (0,0). — *', fac দূরত্বগুলি যথাক্রমে £ 
0) JEF = VBF J205—15 
(i) J(-4*x(-17:-v16x49- 465 
(ii) Ja? cos*B -Fa?sin?B — v/a'(cos?B --sin?8)— Va? = 8 
উদ, 2. নিম্নলিখিত বিদ্দু্বযগুলির মধ্যে দূরত্ব নির্ণয় কর £ 
() (4, 5) ও (1, 5) (ii) (0+0, c+a) ও (ca, a+b) 
(iii) (0, 0) ও (a+b, a — b) 
O ftf দুরত্ব Ja DP T- 8j - Jas+144 VIG 
Gü) নিৰ্ণে a= 4(6+০)-0০+%)+16+4)-0৫+7)7 
= J-a) +b)? 


j213 


7 V/a* - 2b? +c -2ab - 2bc 
(i) ffi a= Vati E (4-5): = Jat bi) 
wi. 3. প্রমাণ কর যে (- 2, 3), 4, 0), (1, 3) বিন্দুগুলি একটি সমদ্বিবাই 
ত্রিভুজের শীর্যবিন্দু। 
মনে কর, A বিন্দু (- 2, 3), ৪ বিন্দু (4, 0) ও ০ বিন্দু (1, —3) 
^" AB*-(-2- 4)! (3-0)! — 45 
Bc*- (4 — 1): -(0--3)* - 18 
AC! 2(—2— 1)? -(3--3)! —45 
যেহেতু AB — Ac, স্থতরাং ত্রিভুজটি সমদ্ধিবাছ। 


/ 
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Sei 4. ত্রিভুজের শীর্ঘবিন্ু্রয়ের স্থানাঙ্ক A(75, 8), B(-5, —2) ও 
০৭, 9), প্রমাণ কর খে, ত্রিতুজটি সমকোণ ত্রিভুজ এবং বৃহত্তম বাহটির দৈর্ঘ্য 13. 
স্রত্রের সাহায্যে £ 
8৪51-8-0-5)2+$-059)*-5-8 
Bc! - (-5- TP -(-2- (79)]* = 12* —144 
AC? e (5 T]*-H8—(- 9}: = 19 6* = 144-25 — 169 
AB? --BC* — 95-- 144—169 — AC* 


gore AABC দমকোণী এবং ZABC-I সমকোগ। 


ABC সমকোণী ত্রিভুজের বৃহত্তম বাহু অতিভুজ AC=V169=13 
Sw 5. ত্রিভুজের Mgama স্থানাঙ্ক (- 4, -9), (8, — 9) ও (—5, 3), 


ত্রিভুজটির পরিকেন্দর ও পরিব্যাসা্ধ নির্ণয় কর। 
ধর a বিন্দু (— +, -2, B বিন্দু 8, —9) ও c fax (- 3) এবং ত্রিতুজটির 
পরিকেন্দ্র 0 (z, y) 1 
*, পরিব্যাসার্থ.0A=08=00 ~. OA? 2 0B? — oc? 


কিন্তু ০/১-(০+)১+(/79) 
0B? — (c — 3)* -(y-- 9)* 
oc? =(z+5)* +0- 9)* 
(r8 (9 =e- * + +9) e+ 97 9 
বা, 8s+4y+20= — 6z --18y--90— 10x — 6y-- 34 | 
82+ 4y+20= _ 674189490 থেকে *2_9=5 .- () 
আবার —6z--18y--90— 102 — 6y+ 34 থেকে 978৭ li) 


(i) নং ও (ii) নং সমাধান করে 
০৪৯ y=3 ` পরিকেন্দ্রের স্থানাঙ্ক (8, 3) 

^. পরিব্যাসার্ঘ-০%- (83-0 (8-72) = J1143-26 7 13 

Sgi. 6. (৪, 5) ও (8, — 5) বিন্দুদ্বয় সংযোজক সরলরেখা যে Rc 


«spice অস্তবিভক্ত হয় সেই বিন্দু স্থানাঙ্ক নির্ণয় কর। 
ধর নির্ণে স্থানাঙ্ক (2, 9) 

X . . 98-423 94-6. 
. অন্তধিভাজন কু থেকে? ¿= ro ^ 5 6 


(25425. —15-10. 
এবং ৪৮50728748৮ 


*, বিন্দুর স্থানাস্ক (6, —1) 
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Sw. 7. (71,9) ও (4, —5) বিন্দুত্য়ের সংযোজক সরলরেখাকে যে fin 
9: 3 অনুপাতে বহিবিভক্ত করে তার স্থানাঙ্ক নির্ণয় কর। 
মনে কর বিন্দুটির স্থানাঙ্ক = (৫, y) 


acier s 0524 M1). 8. 
EH 1 
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fafa stat m (— 11, 18) 
Sgi. 8. প্রমাণ কর যে, (—4, —3) ও (8, 6) বিন্দুরয়ের সংযোজক সরল" 
রেখাটি মূলবিন্দু দিয়ে যায়। 
(—4,— 8), (8, 6) এবং (0, 0) বিন্দুত্রয়ের ছার উৎপন্ন ত্রিভুজের ক্ষেত্রফল 
A Mia _22/54+228 25547257285) 
—23(—4.6—8.(— 3)2-8.0 —0.6--0.(— 3) - (- 4).0] 
-1[-244-24]-0 s. বিন্দুত্ৰয় CCS d 
সুতরাং (—4, _:8) ও (8, 6) Raa সংযোজক সরলরেখা মূলবিন্দু দিয়! যায়। 
Syl. 9. (4, 6) ও (3,5) RAA সংযোজক সরলরেখা (1, 3) বিন্দুতে কি 
অনুপাতে বিভক্ত হয় নির্ণয় কর t 
ধরা যাক, (1, 3) বিন্দুটি (4, 6) ও (3, 5) faqaq সংযোজক সরলরেখাকে m: n 
অন্থপাতে boe FA | 


. অন্তবিভাজন সুত্র থেকে £ g IMs tnt, 
m+n 
বা, 12,2584 বা, m-Fn-8m-4n 
Re 788৮, ৮8 
টি 


সংযোজক রেখাটি 3:2 অনুপাতে বহিবিভত্ত হয়ে'ছ। 
MY ng 
I 7 FA থেকেও একই অনুপাত পাওয়। NIS I 


দ্রষ্টব্য 1. কি অম্ণপাতে বিভক্ত হয় নির্ণয় করার সময় যে কোন w 
(অস্তবিভাজন অথব! বহিবিভাজন ) ব্যবহার কর] চলে। 
() অস্তবিভাজন wa থেকে m/n খণাত্মক হয় তবে সরলরেখাটি প্রদত্ত fa 
বহিবিভক্ত হয়। a 
- Gü) xf বহিবিভাজন TA থেকে m/n খণাত্মক হয় তবে সরলরেখাটি প্র 
অন্তবিভক্ত হয়। 


দত্ত বিন্দুতে 


A— 
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উদ. 10. প্রমাণ কর যে, wÑ reges হয় তবে (z1, yi) ও (৫8১ 2) 
s Li 


faama সংযোজক সরলরেখ। মূলবিন্দু দিয়ে যাবে। 

(zi yi) ও (ma, Ya) ATAA সংযোজক (z Ya) AI মধ্য দিয়ে যাবার 
অর্থাৎ বিন্দুত্রয়ের সমরেখ হবার শর্ত থেকে 

Z Wa — Tai T Vals — Vas F ss 58৩ = 0 

এখানে z, =0, y =0 .". 249g — Tayi T 230 — 0.3 0.y1 — 21.0 70 

.. Bet 
zs Yı 
v 

স্থতরাং নর হলে Raa মূলবিন্দু দিয়ে যাবে। 


উদ্দা. 11. ত্রিভুজের শীর্ঘবিন্দুত্রয়ের ues (zu yi (2৪১ Y2) ও (৫৪১ Ys) 
হলে, প্রমাণ কর ত্রিভুজের ভরকেক্ত্রের স্থানাঙ্ক (zi brani) Fan +y tys) 
মনে করা যাক, Atv yi A 
B(za ya) ও C(zs ya) ত্রিভুজের 
শীৰ্ষবিন্দু; ভরকেন্দ্র ০-এর স্থানাঙ্ক 
(z, y) এবং D বিন্দু BC বাহুর 
মধ্যবিন্দু। B D C 
.. D বিন্দুর স্থানাঙ্ক চিত্র 12 
(৪৪788), Hye +y) 


যেহেতু D বিন্দুতে মধ্যমা AD 9 : 1 অনুপাতে বিভক্ত হয় 
æ ttatts 
3 


বাঁ, ziya—3y170 


a 2.3(zs rg) 3 3 
241 


° 240 atys)+Y1 Vit Vat s 
) o 3 


ভরকেন্দ্র ও এর স্থানাঙ্ক ={Y(X14 X91 Xs), $($:+55+55) 
Swi 12. প্রমাণ £ কর যে ত্রিভুজের feres (a, bc), (b, ca) ও (c, ab) 
তার ক্ষেত্রফল 1(a — bb — oe 9). 
ত্রিভুজের ক্ষেত্রফল 
A = 1[(a.ca—b.be) + (b.ab — ¿.ca)+ (c.bc —a.ab)] 


= ica? — b3)+a(b° —c3)+b(e* —a*)) 
ঠ০৫০-৪)-০,৫-৪) -a(a-0) — 
=1(a— bela +b)- e —ab]= 4a- b)(b-e)(c—a) 
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14 
ga. 18. প্রমাণ কর থে, (4,9), (7,5), 9,7) বিদুত্রয় একই সরলরেখায় 
অবস্থিত । d (C. P. ^43) 
সমরেখ হবার শর্ত š 
A= y aaa Fa ya taya Fai 7 198 7O 


এখানে A=4.5-72+7.1-9.5+9.2- 4.7 

=20-14+49-45+18-28 

=87-87=0  .. RA একই সরলরেখায় ৷ 
qi. 14. প্রমাণ কর যে, (৫, 0); (0, b) (1, 1) এই বিন্ুগুলি একই om 

রেখায় থাকবে যদি ৫+9-% 83 1 

তিনটি বিন্দু সমরেখ হলে উক্ত বিন্দু ছারা গঠিত ত্রিভুজের ক্ষেত্রফল AAI 

A 2 Xab —0.0--0.1—1.51.0—a41) 

—1(ab—b— a) 
স্থতরাং বিন্দুগডলি একই সরলরেখায় থাকবে, যদি ab —b —a-—0 হয়, 
বা, ৪+৮- থা) হয়। 


Exercise 1 

1. মূলবিন্দু থেকে নিম্নলিখিত বিন্দগুলির দুরত্ব নির্ণয় কর £ 

(9 (5,12) (i) (-8, 6) (ii) (acos $, 
(iv) (a cos «, a cos B), <+B=90° 
2 fm প্রত্যেক faa অন্তর্বর্তী দুরত্ব নির্ণয় কর £ 

() (16,9) ও (10, 1) (i) (3, _-9) ও (51, 1) 

Gü) (a, b) ও (75, a) Gv) (at2, 2at) ও (ats, 2als) 
(v) (a cos «, a sin <) ও (a cos B, a sin 9) 

3. fag সমীকরণগুলোর প্রথম দুটিকে কার্তেজীয় দ্থানান্ধে এবং পরবর্তী দুটিকে 
মেরুস্থানান্ধে পরিবতিত কর: () r=9acos 0 (D ২ Ja cos 9/2 
(iii) 23—y*-2ay (v) ৬? +2)-৫১0১-৭), 

4. maas প্রত্যেক feno সংযোজক সরলরেখা C বিন্দুতে সমান 
দু'ভাগে বিভক্ত হয় তার স্থানাঙ্ক নির্ণয় কর £ . 

G) «6, _9) ও (- 4, 4) (i) (9, —5)8(-2 5) 
Gii) (3,0)'€ (0, 2) Gv) (8,92) (@,- 2) 


a sin $) 
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4. নিয়লিখিত প্রত্যেক ara সংযোজক সরলরেখা যে বিন্দুতে ans 
অনুপাতে বিভক্ত হয় তার স্থানাঙ্ক নির্ণয় কর £ 

(i). (—8, —5) ও (13, 4) অঙ্গপাত 9 £ 1 অন্তঃন্থভাবে 

Gi) (9, £) ও (—7, 4) weite 5 : 3 বহিঃস্থভাবে 

(i) (0, 0) ও (- 3, —9) অঙ্থপাত 2: 5 বহিঃস্থভাবে 

5. (8,—5) ও (-3, 7) বিন্দুয়ের সংযোজক সরগরেখ! যে বিন্দুতে 1:9 
agite অস্তঃস্থভাবে ও (ab 03, b) ও (-a* - ৮, ৫49) faqwaq সংযোজক 
সৱলরেখ| যে বিন্দুতে ৫ š b অন্থপাতে serta ছেদ করে তাদের স্থানাঙ্ক নির্ণয় কর । 

6. (5,4) বিন্দুটি (3, 2) ও (6, 5) বিন্দুদ্ধয়ের সংযোজক সরলরেখাকে কি 
অনুপাতে বিভক্ত করে? 

7. যে ত্রিভুজের wf (4 -6), (9, —9) ও (2,5) তার SIFE 


নির্ণয় কর । [Rajputana 49] 
8. প্রমাণ কর যে, যে ত্রিভুজের শীর্ঘবিন্দু (3, _ঘ), (—5, 4) ও (2, 8) তার 
ভরকেন্দ্র ARTI 
9. (-6, -3) ও (5 po farm দূরত্বের af 118 হলে, অজ্ঞাত 
বিন্দুটির ভুজ নির্ণয় কর। 


0. প্রমাণ কর যে (a, =) ও (০, b) বিনয়ের 884 3 ২7578. 
11. দেখাও যে, (a cos %, a sin $) ও (—a sin $, a cos 4) বিন্দুহুয়ের 


দূরত্ব / 9a. 
12. দেখাও যে, (1, 4), (4, 1) ও (8, 8) বিনদ্রয় সমদ্িবাহু ত্রিভুজের শীর্যবিন্দু। 
1] 
13. দেখাও যে, (3,2, (1,0) ও (- J3, 1+ J3) বিন্দুত্ৰয় সমবাছ 
ত্রিভুজের শীর্ষবিন্দু। 
14. প্রমাণ কর যে, (7 2, 8), (8, 8) ও (4, 1) faqaq দ্বারা একটি সমদ্ধিবাহ 
ত্রিভুজ গঠিত হয়। 
‘15, প্রমাণ কর যে, (90, 4a), (Bo, 60) ও (20+ Ja, 52) faga একটি 
"wat ত্রিভুজের শীর্ষবিন্দু যার বার দৈর্ঘ্য ৫. [C. ৮,752] 
16. প্রমাণ কর যে, (4১ 8), (6, 4), (6, 6) ও (3,5) বিন্দু চারটি একটি 
বর্গক্ষেত্রের শীর্ষবিন্দু। 


17. প্রমাণ কর যে, (1, 9), (8, 1), (9, _8) ও (2, —2) বিন্দু চারটি 


একটি বর্গক্ষেত্রের শীর্ষবিনদু। 
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18. প্রমাণ কর, যে (2, —9) (8, 4, (5, 7) ও (- 1, 1) একটি আয়তক্ষেত্রের 
শীৰ্ষবিন্দু । 

19. দেখাও যে, পর পর এই বিন্দু চারটি (2, 5), (5, 9), (9, 19) ও (6, 8) 
একটি রম্বসের শীর্ষবিন্দু। 

20. যদি (xy) বিন্দু (8,5) ও (2, —3) বিন্দু ছুটি থেকে সমদৃরবর্তী হয় 
তা হলে প্রমাণ কর যে, 2x + 169 =21. 

21. যদি (my) বিন্দু (3,4) ও (1, 9) বিন্দু ছুটি থেকে সমান দূরত্বে 
অবস্থিত হয় তাহলে প্রমাণ কর্‌ যে, ০+8- 5. 

22. যদি (v, y) বিন্দু (a+b, -৫) ও (a—b, a+b) বিন্দু ছুটি থেকে 


সমদৃরবর্তা হয় তাহলে দেখাও যে, ৪? y. 


28. যদি (zw, yi), (zs, Ya), (৫৪১ Ya) € (zo yi) পর পর কোন 
সামান্তরিকের AIRG হয়, তাহলে প্রমাণ কর যে, 
2572৪৯০৪424 এবং y1-- Js 7 Va T V4 
24. (—2, 3), (2, 1) ও (5, 3) থেকে সমদুরবর্তা বিন্দুর স্থানাঙ্ক কি? 
26. (4, 5) ও (1, 4) বিন্দু দুটি থেকে (z, y) বিন্দুটি সমদৃরবর্তাঁ হওয়ার শর্ত কি? 
26. নিম্নলিখিত বিনদুতরযগুলি যে ত্রিভুজের শীর্ষবিন্দু তার ক্ষেত্রফল নির্ণয় কর। 
G) (4, 4), (৪, 1) ও (৫, —6) (i) (0, a), (—a, 0) ও (a, _) 
(ii) (a, b), (b, c) ও (e, a) 
(iv) ° (a, b+c), (b, e +a), (c, a+b) (C. U. 68] 
| 27. প্রমাণ কর যে, নিম্নলিখিত বিন্দুযুগলের সংযোজক সরলরেখা মূলবিন্দু দিয়ে যায়। 
(i) (6, 4) ও (—3, —9) (ü) (48) ও (8, 6) 
(Hi) (a—b, —c) ও (b—a, ০) 
28. প্রমাণ কর যে, (3a, 0), (0, 35) ও (a, 25) বিন্দুত্রয় সমরেখ | [C.P 24] 
29. দেখাও যে, (a, 6c — a3), (b, ca — b?) ও (০, ab — c2) বিন্দুত্ৰয় ANAN | 
80. প্রমাণ কর যে (a, 0), (0, &) ও (p, 9) faqaq সমরেখ হওয়ার প্রয়োজনীয় 
শর্ত হল £+ 1-1, 
a b 
81. «e মান কি হলে (k, 2-28), (— +1, 97) ও (74— k, 6-20) 
বিন্দুত্রয় সমরেখ হবে? 


82. স্থানাঙ্ক দ্বারা প্রমাণ কর যে, ABC ত্রিভুজের ৪0 বাহুর মধ্যবিন্দু ০ হলে, 
AB? + AC$— 9(A0? + B02). 


স্থানাঙ্ক :7 
33. ত্রিভুজের শীর্ষবিনুব স্থানাঙ্কত্রয় (9, 1), (5,9) ও (3,4) হলে ওর 
ভরকেন্দ্রের স্থানাঙ্ক ও পরিসীমা নির্ণয় কব | [018,9৮৫ 784] 
34. স্থানাক্কের সাহায্যে প্রমাণ কর যে, ত্রিভুজের দুই বাহুর মধাবিন্দুদ্ধয়ের সংযোজক 
সরলরেখা তৃতীয় বাহুর অর্ধেক | 
35. স্থানান্কের সাহায্যে প্রমাণ কর যে, ত্রিভুজের মধ্যমাত্রয় একটি বিন্দুতে মিলিত 
হয় এবং প্রত্যেক মধ্যমাকে 2:1 অন্থুপাতে বিভক্ত FA I 
36. স্থানাঙ্কের সাহায্যে প্রমাণ কর যে, ত্রিভুজের বাহুগ্ুলির ORT যুক্ত করে 
যে ত্রিভুজ উৎপন্ন হয়, তার যে কোন একটির ক্ষেত্রফলের চারগুণ সমগ্র ত্রিভুজের 
ক্ষেত্ৰফল | 
87. যে qefbü, —3), (8, 18) ও (3, —3) এই বিন্দু তিনটির মধ্য দিয়ে 
যায় তার কেন্দ্র নির্ণয় কর। 
88. A, B, C ও D বিন্দুর স্থানাঙ্ক যথাক্রমে (6, 3), (- 8, 5), (4, - 2) ও 
(z, 82) এবং A ch হ-এর মান নির্ণয় কর। ( A= fdgcus ক্ষেত্রফল ) 
[C. P. 49] 
39. A(bcos«,bsin«) ও B (a cos B, a sin Bj fear সংযোজক 
সরলবেখাটিকে M (a, y) পর্যন্ত বধিত কর! হুল যেন AM ও 914-এর অনুপাত & £ ৫ 
হয়; প্রমাণ কর যে, 
x+y tan “7৪0 [C. U. '59 Comp.] 


40. A, B ও ০ বিন্দুর স্থানাঙ্ক যথাক্রমে (6,3, (—3, 5) ও (4, —2) এবং 
P বিন্দুর স্থানাঙ্ক (z, 9); দেখাও যে 


£১28০.০487-9 ! adt 

AABC 7 
41. চতুতুৰ্জের শী্ঘবিন্দু (1, 1), (8, 4), 6, 73) ও (৫, —7) ; ওর ক্ষেত্রফল 
faf কর Ë [C. P. '44] 


42. চতুতূর্জের মীর্ষবিনুগুলি (1, 9), (—5, 6), (7, —4) < (k, — 9) পর পর 
যুক্ত করলে লক্ধ ক্ষেত্রের ক্ষেত্রফল wg হয়, 1 এর মাল নির্ণয় কর | [C. P. 45]. 
43. প্রমাণ কর C» চতুতু জের gaaf (a, 0), (—5, 0), (0, a) ও 
(0, —b) পর পর যুক্ত করলে ক্ষেত্রফল D হয়; a, b>0. চিত্রের সাহায্যে বিষয়টি 
ব্যাখ্যা কর I (C. P. 49] 


উঃ মাঃ গঃ স্থানাঙ্ক--2 
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44. (91, 91)» (Za, Y2) ও (0, 0) বিন্দুত্ৰয়ের একটি সমবাছ ত্রিভুজের M 

হওয়ার শত কি? 

45. নূতন মূলবিন্দু (- 8, 4)-বিশিষ্ট san ware wow. নিয্পিখিত সমীকরণগ্ুলি 

- স্থানান্তরিত কর £ 
G) 5z--2y--8-0 
(i) z?-Fy*—8z-4-10y--95—0 
(ii) 2 —62--2y*--7—0. 

46. নূতন মূলবিন্দু (1, --9)-বিশিষ্ট সমান্তরাল অক্ষে ০৪+-7/5-_2০--411 
=0 সমীকরণটি স্থানান্তরিত কর। 

47. (—a-c, b) মূলবিন্দু বিশিষ্ট সমান্তরীল অক্ষে পরিবতিত করলে (z+ a) 
+(/-১)*= ০? সমীকরণটি কি হবে? 

48. wie [5 6] বিন্দুতে স্থানাস্তরিত করলে (a— b) y")- 
8৫8০0 সমীকরণটির কি পরিবর্তন হবে? 

49. দেখাও কিরূপে মূলবিন্দুর পরিবর্তন করলে ( অক্ষদ্বয়ের দিক পরিবর্তন না 
করে) নিম্নলিখিত সমীকরণণুলি (i) ০*+//-4৮-৪/-71-0$ Gi) ৮+ 
710z—6y--30-— 0 যথাক্ৰমে নিম়োক্ত আকারে পরিবর্তিত হয় 

z* +y? --9uz--v-0 
2১+/১+14৮-0 
এবং uy 1, ৮-এর মান নির্ণয় কর। 

80. মূল অক্ষদ্বয়ের সমান্তরাল কোন, মূলবিন্দুবিশিষ্ট অক্ষয় পরিবর্তিত করিলে 
6০++82%/-6/-17০4+7/+৮-0 সমীকরণটি Gz3--5zy—6y* — 0 হবে? 

51. দেখাও যে, মনোমত কোন বিন্দু (h, )-মূলবিশিষ্ট সমান্তরাল অক্ষে পরিবতিত 

করিলে 1%2%--10/4+2/%4+11--6/+9-0 সমীকরণটি একটি দ্বিধাত পদ" 
বিশিষ্ট সমীকরণে পরিবতিত করা যায় | (C. P. 40] 


2 সঞ্চাৱপথ ও ভার সমীকৰণ 


fasa sea (Locus and its Equation) 


2.1. সংজ্ঞা! (Definition) 

কোন বিন্দু যদি এক বা একাধিক জ্যামিতিক শর্ত মেনে গতিশীল হয় তবে সে 
যে পথ অতিক্রম করে তাকে এ বিন্দুর সঞ্চারপথ বলে। যেমন: . | 

G) কোন বিন্দু যদি কোন সমতলে একটি নিদিষ্ট বিন্দু থেকে সর্বদা সমান দূরত্ব 
বজায় রেখে চলে, তাহলে যে পথ WE হয় অর্থাৎ এ বিন্দুটির সঞ্চারপথকে একটি 
বৃত্তের পরিধি বলে। এবং ওঁ পথদ্বারা আবদ্ধ সামতলিক ক্ষেত্রকে বৃত্ত বলে। 

(1) কোন বিন্দু যখন দুটি নিদ্দিষ্ট বিন্দু থেকে সর্বদা সমান দূরত্ব বজায় রাখে, তখন 
এ গতিশীল বিন্দুর সঞ্চারপথ এ নির্দিষ্ট fagara সংযোজক সরলরেখার ল্ব-সম্বিখণ্ডক। 

(ii) কোন সমতলে যদি কোন বিন্দু এরূপ শর্ত মেনে গতিশীল হয় যে, ওর 
সব অবস্থানে ও সমতলে অবস্থিত কোন নির্দিষ্ট বিদু এবং কোন নির্দিষ্ট সরলরেখা থেকে 
ওর দৃরত্বন্বয়ের অনুপাত সর্বদা se, ত! হলে ওঁ বিন্দুটির সঞ্চারপথকে কনিক 
(conic) বলে। এই ¿4 অনুপাত 1, 1 থেকে কম ও 1 থেকে বেশী হলে গতিপথ- - 
গুলিকে যথাক্রমে অধিবৃত্ত, CATE ও পরাবৃত্ত বলে। 

গতিশীল বিন্দুটি যে জ্যামিতিক শর্ত মেনে চলে তা ভাবায় প্রকাশের পরিবর্তে 
স্থানাঙ্কের সন্বদ্ধের দ্বারাও প্রকাশ করা যায়। ওঁ শর্ত অনুষাযী সথানাস্কের সম্বন্ধকে এ 
সঞ্চারপথের সমীকরণ (Equation of the locus) বলে। যেমন__যখন 
একটি বিন্দু এমনভাবে গতিশীল হয় যে উহার স্থানাস্কের ww সর্বদা কোটির দ্বিগুণ হয়, 
তখন ওঁ বিন্দুটির সঞ্চারপথের সমীকরণ ৮- 2, (৫, y) হল সধশরপথের যে কোন 
বিন্দুর স্থানাঙ্ক | s 

যে শর্ত ধারা সঞ্চারপথটিকে বোঝান হচ্ছে সেই শর্ত থেকে ওর উপর অবস্থিত যে 
কোন বিন্দুর স্থানাঞ্চ-সংশ্লিট একটি সমীকরণ পাওয়া যায়। লব্ধ সমীকরণটি গতিপথের 
উপরিস্থিত বিন্দুর যে কোন অবস্থানের স্থানাঙ্ক দ্বার| সিদ্ধ; কিন্তু এ স্চারপথের 
বহিঃস্থ কোন বিন্দুর স্থানাঙ্ক দ্বার! সিদ্ধ নয়। বিপরীতভাবে, যখন কোন বিন্দুর 
স্থানাঙ্কের দ্বারা শঞ্চারপথের সমীকরণ সিদ্ধ হয়, তখন বিন্দুটি সঞ্চারপথের উপর অবস্থিত 
হবে। যখন কোন বিন্দু কোন পথের উপর চলমান হয়, তখন ওর স্থানাঙ্ককে চলমান 
স্থানাঙ্ক বলে এবং সাধারণত (m, y) দ্বারা প্রকাশ কর! হয় | কোন বিশেষ অবস্থানে 
বিন্দুর স্থানাঙ্ক (৮২, 2), (৪ y) ইত্যাদির দ্বারাও প্রকাশ করা হয়। 
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22 কৌন চলমান বিন্দুর সঞ্চারপথের সমীকরণ (Equation of 
locus of a moving: point) 

চলমান 41 গতিশীল বিন্দু প্ৰদত্ত শর্ত হইতে 3 বিন্দুটির যেকোন অবস্থানের স্থানাঙ্ধের 
মধ্যে সম্বন্ধ নির্ণয় করিতে হবে। তারপর এ স্থানাস্ব-সন্দ্ধাটকে চলমান-স্থানাদ্ধের দ্বারা 
প্রকাশ করিতে হবে। এইরূপে লব্ধ সম্বন্ধটিই হল প্রয়োজনীয় সমীকরণ । 


aa: (D স্থানাঙ্ক জ্যামিতিতে, সঞ্চারপথ নির্ণয় বলতে সঞ্চারপথের সমীকরণ 


EE 
(i) অস্থবিধা না হলে প্রথম থেকে চলমান বিন্দুটির স্থানাঙ্ক চলমান স্থানাম্কে লওয়া 
উচিত। 
কষা উদ্দাহরণ (Illustrated Examples) 
Sgi. 1. একটি বিন্দু এমনভাবে গতিশীল যে z-w থেকে উহার দূরত্বের বর্গ 
/-অক্ষ থেকে দূরত্বের 4a গুণ হয়, এ বিন্দুটির সঞ্চারপথের সমীকরণ নির্ণয় কর। 
মনে করা যাক্‌, এ বিদুটির সঞ্চারপথের যে কোন বিন্দুর স্থানাস্ক (z, y) 
শর্তান্ছদারে, y* = 4৫০, ইহাই নিৰ্ণেয় সমীকরণ | 
Sm. 2. একটি চলমান কিছু থেকে (3, 0) বিন্দুর দূরত্ব (0, 9) বিন্দুর দূরত্বের 
তিনগুণ হলে, এ বিন্দুটির সঞ্চারপথের সমীকরণ কি? 
ধরা যাক্‌, চলমান বিন্দুটির যে কোন অবস্থানের স্থানাঙ্ক (z, v) 
এখন AIRAA, 
+/০-8)৪+-0)8-8 4(৮-0)+(-2)8 
উভয় পক্ষ বর্গ করিয়া 
a* — 6z -9-- y! - 9(z? +y? — 4944) 
বা, 82*--8y*-F6z — 36y-- 27 — 0, নিৰ্ণেয় সঞারপথ | 
Sgi. 3. P(—4,0), Q(—1, 0) দুটি বিন্দু ও A ag একটি গতিশীল বিন্দু থে 
AP 28৩০ t 1 হয়, A বিন্দুর সঞ্চারপথের সমীকরণ fad করতে হবে। 
ধরা যাক, A বিন্দুর স্থানাঙ্ক (z, y) 
AP= J(z-4) +y; — ^a- Vetit? 
Ja) ys 2 
প্রশ্নাম্থমারে, — -—— mm 
Ve+D Fy: d 
বা. G+4)'+yt 4 
'o(rD*-4y* d 
বা, a(z+1) + 4y? =z 44) +y? 
S20 ১4524, নিৰ্ণেয় সঞ্চারপথ 
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Sri. 4. একটি বিন্দু এরূপে গতিশীল যে ছুটি নির্দিষ্ট বিন্দু (a, 0) ও (—a, 0) 


থেকে ওর TROU বর্গের সমষ্টি সর্বদা ধ্রুবক | এ বিনদুটির সঞ্চারপথ নির্ণয় কর। 
[Allahabad 1948] 


ধরা যাক এ চলমান বিন্দুটির যে কোন অবস্থানের স্থানাঙ্ক (z, y) 
প্রদত্ত বিন্দু দুটি (a, 0) ও (—a, 0) থেকে দূরত্ব যথাক্রমে, 
Visas ও Jerry 
এখন প্রদত্ত শর্তানগসারে (z— a) +g +(z-+a)t +y = K, K একটি ধ্ৰুবক | 
2x?-25?—x-—?2a2?, নির্ণেয় সঞ্চারপথ। 


উদ্দা, 5. কোন ত্রিভুজের ছুটি শীর্ষবিন্দুর স্থানাঙ্ক (3, 2) ও (5, 6) এবং ওর 
ক্ষেত্রফল সর্বদা 19 একক হয়, ত্রিভূজটির তৃতীয় শীর্ঘবিন্দুর সঞ্চারপথ নির্ণয় কর। 
ধর, চলমান তৃতীয় শীর্ষবিন্দুর স্থানাঙ্ক (z, y) 
ওঁ তিনটি বিন্দুদ্বারা আবদ্ধ ত্রিভুজের ক্ষেত্রফল, 
A —1(2.9—3.4-- 9.6 — 5.2-- 5. — 2.6) 
=1(—4z+9y+8)= —2z y 4 
«Sm, —92z4y44-12 
^. $x—y--8—0, তৃতীয় শীৰ্ষবিন্দুর নির্ণেয় সঞ্চারপথ d 
wi. 6. কোন বিন্দু কোন সমতলে এরূপে গতিশীল যে, পরম্পর সমকোণে 
নত ছুটি নির্দিষ্ট সরলরেখা থেকে ওর দুরত্বদ্বয়ের md সর্বদা apa রাশি /-এর সমান; 
বিনদুটির সঞ্চারপথ নির্ণয় কর। 
ধরা যাক চলমান বিুটির যে কোন অবস্থানের স্থানাঙ্ক (z, 9) Š বিন্দু থেকে 


সরলরেখ] দুটির উপর e টানা হল। 

পরম্পর লম্বভাবে ছুটি সরলরেখাকে অক্ষদ্বয় ধরলে à বিন্দু থেকে সরলরেখা ছুটির 
উপর লম্বদ্বয় ৮ ও %-এর সমান হয়। 

প্রদত্ত শর্তান্সারে, x+y=K, K=#4% | এই-ই নির্ণেয় সঞ্চারপথ | 

উদ্বা. 7. 4৪০ ত্রিভুজের ভূমি 2% এবং অপর বাছ ছুটির বের অন্তর ধ্রুবক | 
শী্ষকিদু a-a সঞ্চারপথের সমীকরণ নির্ণয় কর। LC. U. 1944 ] 

ধরা যাক প্রদত্ত ভূমি ৪০. 2a 

সরলতার খাতিরে ধরা যাক ভূমিটি &-অক্ষ বরাবর এবং ভূমির মধাবিদ্দু ০ 
মূলবিন্দু (0, 0) স্থতরাং ৪-এর sitat - (7a. 0) ও ০-এর স্থানাঙ্ক =(, 0). 

চলমান শীৰ্ষবিন্দু এর স্থানাঙ্ক (z, y) হলে 

AB? —(z--a)? +y’ এবং AC? —(x— a)? +y? 
(ica)? - y? - (or * +g°]=K, gF s. 4৫৫-1৫ 


c-r হল A বিন্দুর সঞ্চারপথ | 
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Exercise 2 
1. নিম্নলিখিত সমীকরণ দ্বারা যে সঞ্চারপথ বোঝায় তা একে দেখাও | 
(i) ৮+9/-6 (ü) s?+y?=16 (iii) y*-—4z49 


2. P বিন্দুর সঞ্চারপথ নির্ণয় কর, যখন 
(i) 3PA2+PB2= AB (iii) PA+PB=20kK 
(ü) PA*—PB?-9k? (iv) PB*+PC2=9PA2? [Utksl 48] 
K একটি ধ্রুবক R'A, B ও ০ বিন্দুর স্থানাঙ্ক যথাক্রমে (৫, o) (—a,o)% 
(৫, 0). 
3. একটি চলমান বিন্দুর সঞ্চারপথ নির্ণয় করতে হবে যার, 
G) w সর্বদা 4, 
(i) xmi থেকে দূরত্ব gas (=a), 
(ii) gaa fee কোটি অপেক্ষা সর্বদা 4 বেশী। 
4. একটি বিন্দু এরপভাবে চলমান যে, à 
(i) এ-অক্ষ থেকে দূরত্বের (qes /-অক্ষ থেকে দূরত্বের তিনগুণের 4 বেশী। 
Gi) y- থেকে দূরত্ব (2, 9) থেকে দূরত্বের দ্বিগুণ । [ C. P.'39] 
(iii) (1, 9) বিন্দু থেকে দূরত্বের বর্গ সর্বদা 9 | 
(v) (2, 2) বিন্দু থেকে দূরত্ব /-অক্ষ থেকে দূরত্বের অর্ধেক | [C.U] 
(৮) ৫-অক্ষ থেকে দুরত্ব (1, 1) বিন্দু থেকে দূরত্বের ALA | 
মঞ্চারপথগুলো নির্ণয় < | j 
5. একটি বিন্দু aaa গতিশীল যে, একটি সমকোণী ত্রিভুজের বাহু ছুটি থেকে ওর 
দূরত্বের সমষ্টি ধ্চব রাশি -এর সমান। চলমান বিন্দুটির স্চারপথ নির্ণয় কর | 
6. একটি কিছু একপে চলে যে, (ac, 0) ও (—ac, 0) থেকে দূরত্বের m 
S49 এবং 2৫-এর সমান। প্রমাণ কর যে, চলমান বিন্দুটির সঞ্চারপথের সমীকরণ 


"7. একটি চলমান রেখা একটি নিদিষ্ট বিন্দু (৫, b) দিয়ে যায় এবং অক্ষদ্বয়কে 
P ও o বিন্দুতে ছেদ করে। Paez মধ্যবিন্দুর সঞ্চারপথ নির্ণর কর | 

S. ছুটি নির্দিষ্ট বিন্দু A ও ৪-র atata যথাক্রমে (— 2, 4) ও (6, 8) এবং P এরপ 
একটি চলমান বিন্দু যে, PAB ত্রিভুজের ক্ষেত্রফল সর্বদা 10 vx; P বিন্দুর সঞ্চারপথ 
নির্ণয় কর। 

9. একটি মরলরেখা এরূপভাবে চলমান যে, ওটি অক্ষয় থেকে কিছু অংশ ছিন্ন 
করে এবং অক্ষদ্ধয়ের ছিন্ন অংশ ছুটির সমষ্টি সর্বদা ধ্রুবক । অক্ষদ্বয়ের ম 
রেখাংশের মধ্যবিন্দুর মঞ্চারপথ নির্ণয় কর । 

[Hints: উক্ত মধ্যবিন্দুর স্থানাঙ্ক (a, b) হলে জ্যামিতি থেকে e অক্ষের 
ছেদিতাংশ = 24 ও /-অক্ষের ছেদিতাংশ = 2 ] 


2 মরলরেখা 
ga অন্যান (The Straight line) 


$1. কোন অক্ষে সমান্তরাল সরলরেখার সমীকরণ à 


(Equation of a straight line parallel to the axes) 


মনে. কর, AB সরলরেখা &-অক্ষের সমান্তরাল এবং &-অক্ষ থেকে a TEC 
অবস্থিত। 

রেখাটির উপর P যে কোন বিন্দু এবং Y| 
এর স্থানাঙ্ক (z, y), 

তা হলে z=P বিন্দুর ভুজ=৫; P 
যেখানেই অবস্থিত হোক না কেন অর্থাৎ 
P বিন্দুর কোটি যাই হোক না কেন, 
ভুজ সর্বদা ৫ ex I 

স্থুতরাং %-অক্ষ থেকে a দূরত্বে 
সমান্তরাল সরলরেখার সমীকরণ == a. 

অনুরূপভাবে, %-অক্ষ থেকে & দূরত্বে 
সমান্তরাল সরলরেখার সমীকরণ y = b. 

জ্ঞাতব্য £ %-অক্ষের সমীকরণ y=0 

J-অক্ষের » x-0 
(a, 0), (a, 2), (a, — 5) ইত্যাদি বিন্দুগুলি ০৭ এই সয়লরেখায় অবস্থিত | 


8.2. বিভিন্ন আকারে সরলরেখার সমীকরণ 
(Equation of a straight line in different forms) 
L. আকারে (m-form) ai নতি আকারে (gradient form) 
একটি সরলরেখা &-অক্ষের কিছু অংশ ছেদ ক'রে 2-অক্ষের সঙ্গে প্রদত্ত কোণে নত 
আছে, সরলরেখাটির সমীকরণ নির্ণয় করতে হবে। : 
ধর] যাক AB RITAN গ:অক্ষের সঙ্গে 0 কোণে নত এবং %-অক্ষ থেকে ০০০ 


অংশ ছেদ করেছে। 
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মনে কর, AB রেখার উপর Ple, y) যে কোন বিন্দু) ৫-অক্ষের উপর PM 

লম্ব এবং %-অক্ষের সমান্তরাল CT টানা হল। CT, PMCS T বিন্দুতে লম্বভাবে 
ছেদ করে। 

OM-—z; PM=Y এবং ০০৫ 


PT 
0—tan PCT—-— 
tan cT 


EDM-— TM. PM-—CO 
oT OM 


tan 9 — 9 —*. 
c 


বা, y-c tan 04-c 
চিত্ৰ 14 s. y=mx+c, m=tan 8 

এই SB রেখার উপরিস্থিত যে কোন বিন্দুর ক্ষেত্রে প্রযোজ্য_এই-ই সরলরেখার 
সমীকরণ । 

নতিঃ m-aq মানকে সরলরেখাটির 
নতি (gradient) বলে। কোন 
সরলরেখার নতি বলতে ওঁ রেখাস্থিত 
কোন বিন্দুর wen এক একক 
পরিবর্তনে কোটির যতটুকু পরিবর্তন 
হয় তাকে বোঝায়। চিত্র 15 

চিত্রে P বিন্দু সরে P, অবস্থানে গেল। অর্থাৎ ভুজ MM বেড়ে যাওয়ায় কোটি 
PiT; বাড়ে। 


v Raba ভুজের মান এক একক বৃদ্ধির জন্য কোটির মানের বৃদ্ধি £ 


EX VT. 
MM, "PT এই হল মরলরেখাটির নতি। 


/১০7 ও ACSP, সদশ "m. 7০245 
Am CT cs 


. দেখা যাচ্ছে যে, এ সরলরেখার উপরে যে কোন বিন্দুর জন্য নতি সর্বদা সমান 
অর্থাৎ কোন সরলরেখার উপরিস্থিত যে কোন বিন্দুর জন্য নতি ধ্রুবক | 


চিত্র থেকে, ম্পষ্টত, সরলরেখাটির নতি= = tan 0. 
+ 1 


p^ 
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aent কোন সরলরেখার নতি বলতে এ রেখাটি »অক্ষের ধনাত্মক 
দিকের সঙ্গে যে কোঁণে নত হয় তার ট্যানজেণ্ট (tangent) C বোঝায় | 

2-অক্ষ বা এ-অক্ষের সমান্তরাল কোন সরলরেখাকে ধনাত্মক দিকে ঘুরিয়ে প্রদত্ত 
সরলরেখার উপর সমাপতিত করতে যতটা ঘূর্ণন হয় তা-ই 0 কোণের পরিমাপ । 

দ্রষ্টব্য : G) যখন y=mx+e আকারে সমীকরণ ব্যবহার করা হয়, তখন 
m-oa মান নির্দিষ্ট ধরা হয় অর্থাৎ সরলরেখাটি -অক্ষের সমান্তরাল নয় 1 বিপরীতভাবে 
বলতে পারা যায় যে, 9 কোণ দু এর সমান নয়। i 

Gi) y-mx <^ e-0; সরলরেখাটি মূলবিন্দু মধ্য দিয়ে যায় 1 

(ii) ড-০ও m=0(-. tan0-0 বা, ৪=0) বা স্রলরেখাটি *-অক্ষ 
থেকে ০ দূরে ওর সমান্তরাল হবে। 

L (s) দুটি বিন্দুর সংযোজক সরলরেখার নতি নিণয় 

(To find the gradient of the line joining two points.) 

ধরা যাক, ছুটি নিদিষ্ট RAP ও এব স্থানাস্ক যথাক্রমে (21, Y1) ও (Tas 2) 
এবং PO সরলরেখা %-অক্ষের ধনাত্মক 
দিকের সঙ্গে ৪ কোণে নত। 

এক্ষণে, ও ০, থেকে z অক্ষের উপর 
PS ও aR m টানা হল এবং থেকে 
QR রেখার উপর %-অক্ষের সমান্তরাল 
PT রেখা টানা হল; PT, oR কে T 
বিন্দুতে লম্বভাবে ছেদ করে। 

0S-2,;, PS=Y15 চিত্র 16 
OR=72; QR=Y2 


5 70798 TE 
fa নতি, m=tan "=p SR 


, oR= Ps ncm — ram কোটির m 
ROS ta ti fequens ভুজের পার্থক্য 

দ্রষ্টব্য £ নরলরেখাটির নতি ও বিন্দু দুটির একটির tat দেওয়া থাকলে অন্তটিকে 
(z, y) ধরে Š সরলরেখার সমীকরণ পাওয়া যায়। 


nay o, m=tan0 


সরলরেখাটির সমীকরণ হুল y-y,-mx-xi) 
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L(b) তিনটি বিন্দু সমরেখ হুবার শর্ত (Collinearity of three points) 
ধরা যাক বিন্দু তিনটি P(z:, Vi) 05, ya)'8 M(zs, Vs) | 
যদি PQ রেখার নতি ও oM রেখার নতি সমান হয়, অর্থাৎ যদি সরলরেখা ছুটি 


%-অক্ষের সঙ্গে সমান কোণ উৎপন্ন করে, তবে P, Q, বিন্দু তিনটি একই সরলরেখায় 
থাকবে। 


Vs —91 Us — Vs 
2825. 2828 


বা, (ea —iYys —y2)= (9a — Yes — zo) 
V1yg — 2391 "FEays— 2392-239 2,55 —0 ; এই হল সমরেখা 
হবার শর্ত। 


1. (O (5২, ২) ও (zs ya) বিন্দুগামী সরলরেখার সমীকরণ নির্ণয় 
(Equation of a line through two points (০1, Yı) and (zs, Ya): 


/-অক্ষের সমান্তরাল নয় এরূপ মরলরেখার সমীকরণ Y= mz-Fc ep 
যেহেতু মরলরেখাটি (z, 82) বিন্দুগামী +. %4 708 +e ...(9) 
$—#1=m(z—¿c,) (3) 
যেহেতু সরলরেখাটি (2৫, Ya) বিন্দুগামী 
Ja—yi—m(z.-2,) OT Lo (4) 
m=! Y 
Ta- m, 
m এর মান (3) নং সমীকরণে বসিয়ে, 
` “Su kasa (x—x,); এই হল নিৰ্ণেয় সমীকরণ। 


জ্ঞাতব্য £ মূলবিন্দু ও (z, y1) বিন্দু সংযোজক সরলরেখার সমীকরণ, 


=! 
y ^ CA 
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I. ছেদ্দিতাংশ আকারে (Intercept form) 

ধরা যাক AB সরলরেখাটি এ-অক্ষ ও y-ww থেকে যথাক্রমে 0০A=৭ ও OB=b 
অংশ কেটেছে। AB রেখার উপর যে কোন বিন্দু P (z, y) নাও এবং , rw 
%-অক্ষের উপর যথাক্রমে PM ও PN লঙ্ব টান, OP যুক্ত কর। 


PN-OMez; PM-—y Y 
এখন AOAB = AOAP + AOPB 
বা, {0A.0B= 1OA PN--jOB.PN 
বা, lab=lay+3bz 
উভয় পক্ষকে jab দ্বার! ভাগ করে, 
ill 
AB রেখার উপর যে কোন বিন্দুর জন্তু এই 
aan প্রঘোজা, TAR এই-ই frfa সরলরেখা | 


0 M 


চিজ 17 


agag: G) সমীকরণটি pr+gy=l আকারেও লেখা খায়; 


(i) চিত্রে সরলরেখাটি অক্ষয়ের ধনাত্মক দিকে, ছেদ করেছে; few 
রেখাটি অক্ষহয়ের যে কোন দ্বিকে অর্থাৎ একটির ধনাত্মক ও অন্তটির «dua দিকে 
অথবা দুটির খণাত্মক দ্বিকে/ ছেদ করতে পারে | তখন অক্ষের যে দিকে ( ধনাত্মক বা 


quus ) ছেদ করবে সেভাবে aS b ধনাত্মক বা খণাত্মক ধরা হবে। 


(iii) এখানে AB সরলরেখার m=tan XAB, tan ¿OAB নয়; ZXAB 
-স্থলকোণ বলে %-এর মান খণাত্মক চিহযুক্ত হবে | x 


m. লম্বআকারে সরলরেখার সমীকরণ (Perpendicular. or 


` Canonical form) 


ধরা যাক, সবুলরেখাটি AB, মূলবিন্দু 0 থেকে এই রেখার উপর OL mw, 
মনে কর, OL-p একক এবং OL, T "OW ধনাত্মক দিকের সঙ্গে < কোণে 


(= ৫৯০) নত। AB উপর P(z, y) যে কোন fex i 


টি wl নর সি Y S PT RR - a ` zer 
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2-অক্ষের উপরে PM লম্ক, OLA উপরে MR লম্ব ও MR র উপরে PN লগ টান । 
OM=z; PM-y; 
Z ROM 4- 4 OMR = 90° 


= ZOMR+ ZPMN 
ZPMN=90°— ZoMR=< 


এক্ষণে, p=OL=OR+RL=OR+PN 
= OM COS <+PMUM sin «x, 


বা, p=: cos «+y sin < 


চিত্র 18 
নিৰ্ণেয় সমীকরণ হল x eos <+ sin x= 


p. 
জ্ঞাতব্য 8 (i) £লঘ্বের দর্ঘ্য, সুতরাং সর্বদা ধনাত্মক | 
Gi) উপরের সমীকরণটি নতির আকারে বা %-আকারেও লেখা যায়, 


" pre i 
p a e uc Osec <. 
sin « "sina ^ Ot «+p cosec 


TEIR y=mae--c aq সঙ্গে তুলনা করলে 

m=tan 0— —cot «= tan (90-4) .. 60—90"rF«. 

চিন্ত থেকেও দেখা যাচ্ছে, O= ¿xAP= Z XMR— Z XMP4- Z PMR 
4007907 4 x, 


(ü) cos <+ sin <=p সমীকরণটিকে ছেদিতাংশ আকারে সাজান ঘায়। 
উভয় পক্ষকে ? দ্বারা ভাগ করে w 


p 
Abe "iq ২১ TERE us 
p p ` psec< pcosec < 


COS < sin < 


সুতরাং সরলরেখাটি ৫-অক্ষ ও %-অক্ষ থেকে যথাক্রমে p sec < ও p ০059০ < , 


অংশ ছেদ করে। 
(Hi) 2 cos «+y sin <=p সমীকরণে, 


(৫) < কোণ স্থির রেখে paa মান প্রবর্তন করলে অর্থাৎ লন্বের De বিভিন 
হলে যে সকল রেখা পাওয়া যায় তারা পরম্পর সমান্তরাল। 
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(b) 7-এর মান স্থির রেখে < কোণের মান পরিবর্তন করলে অর্থাৎ < কোণ 
পরিবতিত হওয়ায় ল্বটি মূল বিন্দু থেকে দূরত্ব একই রেখে ঘুরতে থাকবে 1 


অতএব সরলরেখাগুলি p ব্যাসার্ধ 'বশিষ্ট একটি বৃত্তের (মূল বিন্দুটি cum) ম্পর্শক হবে। 
IV. দূরত্ব আকারে সরলরেখার সমীকরণ (The equation of a 


straight line in distance form) 
ধরা যাক, প্রদত্ত Alzo yi) RANA AB সরলরেখা 2-অক্ষের সঙ্গে 0 কোণ 
করছে। 
AB রেখার উপর যে কোন বিন্দু (2, y) এবং AP=r 
£-অক্ষের উপর PN ও AM Aa টানা হল এবং z অক্ষের সমান্তরাল AL টানিলে 
উহা! PN কে L. বিন্দুতে ছেদ করে। 
` O0M-2; ; AM-yi s 
ON= zs ; PN=Y2 
এক্ষণে, AL= MN 
—-O0N—-OM-—r-—Z; 
PL=FN—LN=PN—AM 
—-y-y: — c0 (1) 
আবার, AL-AP cos 9 
=r cos 0 


এবং PL=AP sin 0=r sin 0 s (9) 
(1) ও (2) নং থেকে, 
সহ II nr; এই-ই নিৰ্বের সমীকরণ | 


cos 0 sin 
r= কোন বিন্দু (z, y) থেকে প্রদত্ত বিন্দু (৮1, yi) ART 1 
দূরত্বের আকারে এই সমীকরণকে প্রতিসম আকারে সরলরেখার 
' সমীকরণ-ও (the equation of a straight line in symmetrical form) 
বল! হয়। 
জ্ঞাতব্য š 
O 


| 


Z2i= C-i =p J. =æ, +r 905 9 ও y y, v sino 
cose sind I 


30 f উচ্চতর মাধ্যমিক গণিত 


Gi) এই আকারে সমীকরণের বিশেষ স্থুবিধা : 
(a) প্রদত্ত সরলরেখার উপর কোন প্রদত্ত বিন্দু থেকে নিদিষ্ট দূরত্বে কোন faqe , 
স্থানাঙ্ক নির্ণয় কর! যায়। 


(b) দুটি বিন্দুর স্থানাঙ্ক দেওয়া থাকলে, প্রদত্ত সরলরেখা বরাবর ওদের মধ্যবর্তী 
দূরত্ব নির্ণয় কর! যায়। 


ma: অরলরেখার সমীকরণের বিভিন্ন আকার থেকে দেখা 
যাচ্ছে যে প্রত্যেক সমীকরণ x ও ॥-এর এক ঘাতবিশিষ্ট। 


9.3. Ax-FBy-FC—0-43 জঞ্চারপথ (Locus of Ax-- By +0C=0) 


প্রমাণ করতে হবে যে, z ও %-এর একঘাতবিশিষ্ট প্রত্যেক সমীকরণ সর্বদা একটি 
সরলরেখাকে প্রকাশ করে। 


2 ও y এর একঘাত সমীকরণের সাধারণ আকার ( রূপ ) হল 
Az+By+C=0, ৯৯ ৪৯৮৫০ west ST) 
সমীকরণটির সঞ্চারপথের উপর যে কোন তিনটি বিন্দু ধর! যাক, 


Plz, Vi (zs, Y2) ও R(Zs, ys) 
"o প্রত্যেকটি বিন্দুর জন্য মমীকরণটি প্রযোজ্য, অতএব 


82548১40০৯0 es (2) 
Aza+By;,+C=0 sda" (8) 
Az; +BYs +C=0 =° (4) 
(3) ও (8) থেকে বজ্রগুণন দ্বারা 
Mua _ c 


— = — =r (ধর) 
785 02-2) z,yg—z.yi 


8708 — ys) ; Bzr(z, —2,); C—r(xyya — 2aVi) 
(4) নং-এ A, B ও ০-এর মান বসিয়ে 
rizs(ys — ys) +y (za —21)-- x12 _ 72111 —0 
Valls V3) uana —71)-- zia — 7291.0 
7192 —73y1 T zs —z3yg +z, _ 7193 0 
অর্থাৎ, P, Q, R সমরেখ অর্থাৎ সঞ্চারপথের যে কোন তিনটি বিন্দু এক সরলরেখায় 


খাকে। অতএব সঞ্চারপথ একটি সরলরেখা। স্থতরাং প্রমাণিত হল যে, ₹ ও /-এর 
একঘাতবিশিষ্ট সমীকরণ সর্বদা সরলরেখার প্রকাশ করে | 
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$4. সরলরেখার সাধারণ সমীকরণ /০+৪+০-০-কে বিভিন্ন 
আকারে প্রকাশ (Reduction of the general equation of a straight 
line, Ax + BYy+c=0 to different forms) 
I. Az+BY+c=0-কে y - mnc আকারে £ 
যেহেতু &৪+৪+০-০ 


By- —Az—C বা, ৮৮7, 


/= 2+ ০-এর সঙ্গে তুলনা করলে পাই, 


m= À ও = Š. 
B B 


IL. /০+৪/+০-০ কে ছেদিতাংশ আকারে অর্থাৎ এরা আকারে : 


যেহেতু, Ax+By+C=0 J. ArTTBy--C 
Az BY — ৮০৫৮ 2 

বা, সা s 75425 1 
A B 


৫+%-1-4র সঙ্গে তুলনা করলে, 
a=— ও == S 
A B 


Il A24+8Y+€=0-কে লঙ্ব আকারে অর্থাৎ z cos <+psin<=p 
আকারে ঃ 


Az+By+C=0 q, ১০78 -০ 
উভয় পক্ষকে /মহন ৪? দ্বারা ভাগ করে, 
Az By c 


z COS «--y Sin <= "এৱ সঙ্গে তুলনা করলে পাই, 


cos <= 


A . 
টিটি : SB = —— ——n 
চে EVA FB 


০ 
ও সি 


x /AiqBt মধ্যে যে চিহ্ন (+ বা —) নিলে p ধনাত্মক হয় সেই চিহ্ন নিতে 
হবে। 
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উপরের সরলরেখীর বিভিন্ন আকার থেকে দেখা যাছে, Az+By4+ C=0 সরল- 
রেখার সাধারণ সমীকরণ 1 

দ্রষ্টব্য £ ছুটি সরলরেখা একই বিন্ুগামী হলে, উভয় সরলরেখার অক্ষদ্বয়ের 
অনুরূপ ছেদ্দিতাংশ সমান হবে অর্থাৎ সরলরেখার সমীকরণ ae Hby +e =O 


ও ৫০+2/+০৪-0 হলে noe ie E 
1 2 1 
£a 4 — 1 ws সমীকরণের অনুরূপ পদের সহগঞ্জলির অনুপাত সমান | 
9 2 9 ` 


১৬. ছুটি সরলরেখার ril কোণ নির্ণয় (To find the angle 


between two straight lines). 
ধরা যাক AB'9 CD %-অক্ষের সঙ্গে যথাক্রমে 0, ও 0, কোণে নত এবং ওদের 
অন্তভূতি কোণ d. 


ZCBA—4$, ZBAX-0,, ZACB=0,. 


চিত্র থেকে দেখা যায় $0, —0, চি 
L মনে কর সংলরেখা ছুটির সমীকরণ y-miz40, এবং 27777221705" 
tan 0, =m, 


এবং tan 0, =Ma. 
(1) নং থেকে tan $ = tan(0, — 03) 
- N DEUS 
um $= tan 0, tan 09 
_mi ms 
1+m;mə 
IL ধর xt Oo সরলরেখা ছুটির 
সমীকরণ %:%+92%163-0 
চিত্র 20 এবং ৫৪০+৯%/+০৪ 70. 
স্থতরাং এখানে m, = je m,- - 23 
1 


x 


-igts 
tan p= bi bs han 701b, 
BUD äia bbs 
দ্রষ্টব্য ? (1) সমীক্রণদ্বয়, যদি z cos <+y sin «=p; € cos B+ 
y sin B—p, হয়, তাহলে সহজেই দেখান যায় যে, সরলরেখা দুটির wu s কোণ = 
ওদের উপর aO WU % কোণ, 


$=«-B বা, £—«. 


[es 38 
(1) ছুটি সরলরেখা। পরস্পর তির্কভাবে ছেদ করলে ছুটি কোণ উৎপন্ন হয় 


একটি সুন্ম্ম ও অন্যটি স্থূল ৷ স্থতরাং tan % ধনাত্মক বা খণাত্মক হতে পারে d 


87. দুটি সরলরেখার সমান্তরাল হবার শর্ত (Condition of 


parallelism of two lines) 


$=0 হলে অর্থাৎ সরলরেখাছুটির অন্তভূতি কোণ শূন্য হলে রেখাদ্বয় সমান্তরাল হবে। 
কিন্তু % =0 হলে 0, -9৪ হবে অর্থাৎ ৫-অক্ষের সঙ্গে একই কোণে নত হবে। 


কাজেই নির্ণেয় শর্ত : tan % -tan 0^ —0. 
স্থতরাং m,—mg-0. J. m,-mg সরলরেখাছয়ের সমান্তরাল হবার শর্ত। 
আবার tan p =0 হলে, ৫302 — bia Xf 81 bi. 

a2 bs 


এটিও সরলরেখাদ্বয়ের সমান্তরাল হবার নির্ণেয় "t$ | 
দ্রষ্টব্য ? দুটি সমান্তরাল সরলরেখার সমীকরণ, 
y=mt +o, ও y-mz4-0s 
অথবা a2 4-by4-c4 —0 ও az +by+ cs = 0 
অর্থাৎ সমান্তরাল সরলরেখাগুলির কেবল aq পদে পার্থক্য থাকে। 
স্থৃতরাং কোন প্রদত্ত সরলরেখার সমান্তরাল সরপরেখার সমীকরণ নির্ণয় করতে 
শুধুমাত্র এ প্রদত্ত সরলরেখার FI পদের যথোপযুক্ত পরিবর্তন করলেই নির্ণেয় সমীকরণ 


পাওয়া যায়। 


8.8. সরলরেখ। ছুটি পরস্পর sq হবার শর্ত (Condition of per- 


pendicularity of two lines) 


4$ — 90" হলে সরলরেখাছুটি পরস্পর T হবে। 
cot $= cot 90°=0. 


cot % = LEMM: 0 
mi —məç 
বা, 1-m,m3—0 J. mim =-—1 সরলরেখাখয়ের লম্বের শর্ত। 
=t bib. o . 
আবার, cot % PE 0 


বা, ,aa+b,b2=0; বা, 440, — —b3bg 


+, O81. bs, এটিও সরলরেখাছয়ের aie শর্ত। 
b; ag 


দ্রষ্টব্য : দুটি পরস্পর ল্ব সরলরেখার সমীকরণ, 
; y=mz+o, ও mye —z+cs 
অথবা, av+by+c;=0 ও ৮০-০+০৪- 
উঃ মাঃ গঃ স্থানাস্ক_3 
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অর্থাৎ প্রদত্ত সরলরেখার উপর লঙ্ব সরলরেখার সমীকরণ নির্ণয় করতে প্রদত্ত 
সরলবেখার সমীকরণের c ও %-এর সহগ ও চিহ্নের পর্যায়ক্রমে পরিবর্তন এবং ধ্রুব 
পদের যথোপযুক্ত পরিবর্তন করতে হয়। 
3.9. দুটি সরলরেখার carfan (Point of intersection of two lines) 
ধর! যাক, সরলরেখ। ছুটির সমীকরণ 
ax +by +e =0 ** (1) 
০৪০+৪/+০৪৯০ -+ (9) 
(a^, y^) সরলরেখা ছুটির ছেদ বিন্দু হলে ছেদবিন্দুটি উভয় সরলরেখার সাধারণ বিন্দু 
হবে এবং ওর স্থানাঙ্কের দ্বারা উভয় সমীকরণই সিদ্ধ হবে। 
6:%+02+1-0850. _ ... (8) 
৫৪০'+)৪/+০৪-০ _ .. (4) 


ess PEL Yl 1 


- L| —— 
bica —ba0, 6102 —0304. G40g —Gob)i 


PENA Umi. W 6103 — Cota 
" aiba — agb, &,bs — agb; 
-'* ছেদবিন্দুর নির্ণেয স্থানাঙ্ক 


bies—bse; €489—658, 


ajbg—as bi 2,54 —a,b, ; 6502 — asb 0 


যদি aiba —a,bi=0 হয়, বা m= হয়, তবে সরলরেখা দুটি অসীম 
a 9 


দূরত্বে ছেদ করবে বলা যায়। অর্থাৎ সরলরেখা ছুটি পরস্পর সমান্তরাল হবে। ছেদ- 
বিন্দুর atatea সাহাফ্যেও ছুটি সরলরেখ| সমান্তরাল হবার শর্ত নির্ণয় কর! যায় | 


310. ছুটি সরলরেখার ছেদবিন্দুগামী সরলরেখার সমীকরণ (The 
equation of the line through the point of intersection of two lines) 


ধরা যাক aiz+b,y+e,=0 ses (1) 
ast bye, —0 z (2) 

সরলরেখাছয়ের ছেদবিন্দু (zi, y1) 1 
aigi+biyi+co,=0 ... (3) 
এবং ৫৪০4851০৪৯০ e (4) 

এক্ষণে, একটি একঘাত সমীকরণ 


419.19. c, -Masz--bsy-- 054) 0 ধরা যাক। 
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A যে কোন ধ্ৰুবক কিন্তু ওর মান শূন্য নয়। এই সমীকরণটি একঘাতের বলে এর 
দ্বারা একটি সরলরেখা বোঝায় ; (3) ও (4) সমীকরণের সাহায্যে বোঝা যায় যে, 
A-I মান যাই হোক না কেন এই সরলরেখাটি (21, y) দ্বার! সিদ্ধ । 

Weis (1) ও (2) সরলরেখার ছেদবিন্দুগামী যে কোন সরলরেখার সমীকরণ 

(a4 X bay 10£)17-9089%409546৪)-0 
À যে কোন spa, কিন্তু শূন্য নয়। 

দ্রষ্টব্য £ সংক্ষেপে বলতে গেলে, দুটি সরলরেখার সমীকরণ P=0 ও ০0 

হলে, ওদের ছেদবিন্দুগামী সরলরেখার সমীকরণ 1+).2-0. 


3.11. সমবিন্দুগামী সরলরেখ! (Concurrent lines) 
পূর্বের গ্রতিজ্ঞার বিপরীত প্রতিজ্ঞাও সত্যি । স্থতরাং সরলরেখাগুলির সমীকরণকে 
a,z--b,y-F c+ Mase+b2y+c2)=0 [A =G কোন ধ্রুবক (»40)] 
আকারে লেখা সম্ভব হলে, Q সমস্ত সরলরেখা একটি নির্দিষ্ট বিন্দু দিয়ে যাবে এবং 
নির্দিষ্ট বিন্দুটি হল 
az +biy+ei=0 ও agg bay ca = 0-48 ছেদবিন্দু। 


8.12. তিনটি সরলরেখা সমবিন্দুগামী হবার শর্ত (Concurrency of 
three lines) 


যদি A, ৮, v এমন তিনটি ধ্রুবক সংখ্য! (৮৫০) পাওয়া যায় যে, í 
Xas2 +biy tei) +ulaaztbay tca) (ast bag 0s) =0 * 


তা হলে, a342--b,y- c, 70 +" (2) 

agz bsy-- c4 70 - (3) 

এবং ৫৪১+৮৪/+০৪ 70 er 
সরলরেখাত্রয় সমবিন্দু। 


(1) কে À দ্বারা ভাগ করে, 
(৫/০+১১/+০১)4+0৫৯০+5/162) — Sasz bag 0s) 


৫৪০+৪৪/+০৪-০ «« (5) 
এবং (৫২০47 //+০)184০+৮/762)-0 200 (9) 
উভয় সমীকরণ একই সরলরেখীকে বোঝায় I 
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কিন্তু সমীকরণ (6) হল a12--51y-F c4 ৯0 ও ৫৪০4-07-09 —0 সরলরেখা- 
দ্বয়ের ছেদবিন্দুগামী 1 
(5) নং সমীকরণ এ সরলবেখাদ্বয়ের ছেদবিন্দু দিয়ে যায়। 
স্থতরাং (4), (5), (6) সরলরেখাত্রয় সমবিন্দু। 
দ্রষ্টৰ্য £ 0) অঙ্ক করার সময়, এভাবে NIS করবে £ প্রথমে প্রদত্ত সরলরেখা- 
গুলোর যে কোন ছুটির ছেদবিন্দু নির্ণয় কর; তারপর 9 ছেদবিন্দুর স্থানাঙ্ক তৃতীয় 
সরলরেখার সমীকরণে বসিয়ে দেখ সিদ্ধ হয় fas À 


(i) অনেক সময় পর্যবেক্ষণের সাহায্যে অঙ্ক কষতে À ৮, v পদ্ধতি বিশেষভাবে 
প্রয়োজন হয়। 


313. সরলরেখার একই ৰা বিপরীত পার্খেবিন্দুর অবস্থান নির্ণয় 
(To find the position of points on the same or opposite 
side of a line) j 


ধরা যাক, AB সরলরেখার সমীকরণ ৫০+/+০-0 এবং Pler yi) ও 
alta, ya) প্রদত্ত ছুটি বিন্দু। 
P ও @ RAT AB সরলরেখার একপার্থে অথবা বিপরীত পার্শ্বে অবস্থিত। 
মনে কর, AB রেখ! PA কে R বিন্দু m t n অনুপাতে বিভক্ত করে। 
PR:RQ=m:n 
সুতরাং যখন P ও a বিন্দুর AB রেখার বিপরীত পার্শ্বে থাকবে, R বিন্দুর স্থানাঙ্ক 


EOE Tne Kunis Enga mya) 
m+n m+n 


যেহেতু RRG প্রদত্ত রেখা AB-র উপরে 


+, alatne) F [mys +n) = 
4 m+n )+2( m+n j+ : 


বাঁ, a(mzg -nz4)--b(myg d- yi) 
+e(m+n)=0 


চিত্র 21 


বা, mlaza +bya o) n(az; +by, +c)=0 


ax, bye _ m 
axa tbyato n’ খগাত্মক। 


=e qzi+byíi+e ও az, -Ebys +e রাশি ছুটি বিপরীত চিহ্যুক্ত হবে। 
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(i) ধরা যাক, Pler yi) ও Q(va, Y2) AB রেখার একই পাৰ্শ্বে। 
এখন Pa যোগ করে বর্ধিত করলে AB রেখাকে R বিন্দুতে ছেদ করে । 
অর্থাৎ ধরা যায় যে, Pa রেখ! R বিন্দুতে বহিবিভক্ত হল। 

PR š @R =m 2 n. 


স্থৃতরাং R বিন্দুর tas £ (m, 18501] 


m-—n m-n 
যেহেতু a বিন্দু AB রেখার উপর অবস্থিত, 
., a 3 igp ms nN o= 0 


m-—n à m-n 


^ ax,i+by+e_ m 
সরল করেঃ o 82475854765 +7" ধনাত্মক ৷ 


অতএব, az, Hby, +o ও aza +bya + c রাশি দুটি একই চিহ্যুক্ত হবে। 
স্থতরাং (m, yi) ও (zə Ya) বিন্দু ছুটি ৫০+৮/+০-0 রেখার একপার্ে 
কিংবা বিপরীত tof থাকবে যদি ac, by: +e ও aza + bys +e রাশি ছুটি এক 
বা বিপরীত Pae হয়। 
৫০+-৮/+০-০ সমীকরণে যে কোন বিন্ুর স্থানাঙ্ক বসালে ওর মান ধনাত্মক হলে 
সরলরেখার ও পার্কে (3 বিন্দু যে পার্শ্বে আছে ) ধনাত্মক এবং অন্য পার্্বকে খণাত্মুক 
বলা হয়। সমীকরণে ৫.০, y-0 বসিয়ে ধ্ৰুবক ০ ধনাত্মক হলে qm (9, 0) 
à রেখাটির ধনাত্মক পার্শ্বে আছে এবং ০খণাত্মক হলে মূলবিন্দু থণাত্মক পার্থ আছে। 
344. araa দৈর্ঘ্য নির্ণয় (To find the length of perpendicular) 
প্রদত্ত বিন্দু থেকে কোন সরলরেখার উপর ল্বের দৈর্ঘ্য নির্ণয় করতে হবে। 
মনে কর প্রদত্ত বিন্দুটি Ple’, %') এবং সরলরেখাটি AB ; P থেকে AB" Pa 
aa টান। 78 
L ধরা যাক সরলরেখাটিঃ সমীকরণ 9 
€ cos <+ sin « —p- O0. 
P বিন্দু দিয়ে AB রেখার সমান্তরাল 
CD রেখা টান এবং ০ বিন্দু থেকে 
coa উপর ON aa টান--উহু। 
AB-কে M বিন্দুতে ছেদ করল | 
মনে কর ON=p ; তাহলে CD 
সরলরেখাঁর সমীকরণ 
w cos <+ sin «=p 
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যেহেতু এটি (৮, y^) বিন্দু দিয়ে যায়, অতএব 


g' cos «--y' sin «—p' 
AF Pe = া_ 0৭-- 014-?'--% 
=g" cos <+ sin <—p E (1) 
U. সরলবেখাটির সমীকরণ Az-LBy4d-e-0 হলে দমীকরণটিকে 


A B ০ | 
— S= 0 লেখা যায়; 
ভিত”, 


cos PTS a ধরলে 


"V A* +B? 
উপরের সমীকরণটি z cos «--y sin <—p=0 আকারে আছে। 

“dl y) বিন্দু থেকে লক্ষের fg Eare ^ (8) 

জ্ঞাতব্য £ মূলবিন্দু (0, 0) থেকে ৫৮+-/+০-0 এই রেখার উপর লম্বের দৈর্ঘ্য 

c 
D lai oi 
CRT () (v. 8) বিন্দু থেকে ৫৫+৮/+০-০ সরলরেখার উপর লঙ্ের 
দৈর্ঘ্য পেতে ৫০+৮/+-০-০ সমীকরণে z ও & স্থলে যথাক্রমে z ও V বসিয়ে 
& ও g এর মহগের বর্গের সমষ্টির বর্গমূল দিয়ে ভাগ করতে হবে | 

Gü) চিত্র থেকে দেখা! যাচ্ছে, যদি P RAB AB রেখার অন্য পাশে থাকে, লঙ্গের 
দৈর্ঘ্য (1) ও (2) এর মত একই হবে, তবে খণাত্মক চিহ্যুক্ত হবে। স্থৃতরাং রাশি দুটির 
সঙ্গে + চিহ্ন qe করা উচিত। প্রচলিত নিয়ম অন্যায়ী foni কি হবে ত! নীচে 
লেখা হল। 

যদি সমীকরণটি এমনভাবে লেখা হয় যে c ধনাত্মক, তাহলে, মূলবিন্দু সরলরেখাটির 
ধনাত্মক পার্থে। স্থতরাং কোন বিন্দু থেকে সরলরেখার উপর লক্ষের দূরত্ব ধনাত্মক 
কি খণাত্মক তা নির্ভর করছে এ RAD সরলরেখাটর যে পার্থ মূলবিন্দু ওঁ পার্শ্বে অথবা 
তার বিপরীত পার্শ্বে আছে। 

3.15. দুটি সরলরেখার IRS কোণের সমদ্বিখণ্ডকদ্বয়ের সমীকরণ 
নির্ণয় (To find the equation ot the biseetors of the angle between 
two straight lines) 

ধরা যাক AB ও CD সরলরেখা! ছুটি s বিন্দুতে পরস্পর ছেদ করেছে | ওদের 
সমীকরণ a,z+biy+e i =0 এবং ৫৪০+-৪/+০৪-0$ এক্ষেত্রে c, ও 62 


উভয়েই ধনাত্মক | 


t B * Cc 
3 Sin <= — ——— ও 7) 77 -_ — 
3 = MA 4- B3. : NVA? -- B? 
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শী টিলার 


মনে কর, AB ও ০ রেখাছ্য়ের অন্তভূর্ত কোণের অন্তঃসমধিখগ্তক ও বহিঃ- 
সমদ্বিখণ্ডক যথাক্রমে SR ও SF; SR ও SF রেখাদ্ধয়ের সমীকরণ নির্ণয় করতে হবে I 

মনে কর, অন্তঃসম ছ্বিথগ্ডক 
sR এর উপর Ple, y) যে 
কোন বিন্দু। AB ও CDA 
উপরে যথাক্রমে PM ও PN TW 
টান। 

P fau ZASC এর সম- 
দ্বিখগুকের উপর অবস্থিত -বলে 
উভয়রেখ। থেকে P বিন্দুর sm 
দূরত্ব সমান । 

esi PM=PN চিত্র 23 

ayz tby te — 092 tbsites 2 
apto NaF 

যেহেতু (z^, 9) বিন্দুটি ও মূলবিন্দু উভয়ে AB ও cp উভয়রেখার একপার্থে আছে, 
স্তরাং (1) এর ডান ও বাম উতয়পক্ষে একই চিহ্ন হবে। 

অনুরূপভাবে, ufi বহিঃসমদ্বিখগুকের উপরে a(z, y) যে কোন বিন্দু হয়, তাহলে, 


ay b bay bo) zx _ asw ba hos 2485) 
Na tbi Vas. bg, 


এখানে যেহেতু (s. y) ও মূলবিন্দু উভয়ে AB ও CD উভয় রেখার বিপরীত 
পার্থ, অতএব (9) নং সমীকরণের বামপক্ষ ও ভানপক্ষের চিহ্ন বিপরীত হবে। 


সমদ্বিখণ্ডকদ্বয়ের সমীকরণ £ 
a,x+biy+%ei- yaa X+bsy+es 
vag +b Mag T bj 


অনুরূপভাবে, যদি সরলরেখাদয়ের সমীকরণ 
z cos <+ sin «—p—0 
এবং z cos P+y sin 8—p —0 হয়, 
তাহলে, ওদের অন্তভূত কোণের সমদ্বিথগুকদয়ের সমীকরণ হবেঃ 
x cos &-4-y sin <—p= +(x cos 94 sin B—»^) 


^ 
S 
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3.16. কষে দেওয়া উদাহুরণ (Illustrative Examples) 
উদ্দী, 1 নীচের সরলরেখাগুলির সমীকরণ নির্ণয় কর। 
G) (5, 6) বিন্দুগামী ও এ-অক্ষের সমান্তরাল, 
Gi) ৫-অক্ষের সঙ্গে 190 কোণে নত এবং মূলবিন্দু থেকে এক একক দূরে 
-অক্ষকে ছেদ করে। 
(ii) (1, 2 J/3) RANI ও %-অক্ষের সঙ্গে 60° কোণ উৎপন্ন করে। 
O এ-অক্ষের সমান্তরাল সরলরেখার সমীকরণ y — e, 
` অরলরেখাটি (5, 6) বিন্দু দিয়ে যায়, স্থতরাং c= 6. 
< fef সমীকরণ, y= 6. 
Gi) মরলরেখাটির m— tan 190- y3 
আবার, সরলরেখাটি /-অক্ষকে এক একক দূরে ছেদ করে। S. 6m. 
^ yomz-o সমীকরণে m ও ০-এর মান বসিয়ে, 
নির্ণেয সমীকরণ Jsx-Ry—i 
(0) সরলরেখাটি অক্ষের সঙ্গে 60° কোণে নত) 
` রেখাটির m-tan 6০". V3 
আবার, রেখাটি (1, 2 /5) বিন্দু দিয়ে যায়। অতএব, 
/-9/8-+8(৮-1) ^x, ৯/-+ J3- 0. 
facfa সমীকরণ V Sx — y 4-4/8—0. 
উদ্বা. 2. নীচের বিদু়গামী সরলরেখার নতি ও সমীকরণ নির্ণর কর। 
G) (1, 2) ও (3, 4) (i) (a, b-a) ও (a+b, b) 


(i) নতি m=, এখানে 2,1; y; 72; z =3; ya 74 


272; 


-. অরলরেখাটির নতি - i ৪3 j=! 


D 


সরলরেখার সমীকরণ: /-%--$২-%ঃ (s—2,) 
TP 


বা, /-৪-$-36-1) 
বা, y-2-1(2-1) .. x—y+1=0 নিৰ্ণের সমীকরণ 


E La s s E 
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(ii) সরলবেখাটির নতি= = (p—a)_b—b+a_a 
+b—a b =š 


সরলরেখাটির সমীকরণ, y—(b—a)- ie —a) 


বা, axz—by4d-b(b—a)—a? —- 0. 
ax— by — (a? --ab —b?)—0 নির্ণেয় সমীকরণ 
eyi. 8. (8, _4) ও (1, 9) বিন্দুদ্ধয়ের সংযোজক সরলরেখার সমীকরণ নির্ণয় 


কর এবং অক্ষদ্বয়ের মধ্যবর্তী রেখাংশের দৈর্ঘ্য নির্ণয় কর। [উৎকল 48) 
মনে কর, সরলরেখাটির সমীকরণ Hel s. G) 
যেহেতু এটি (3, — 4) ও (1, 9) বিন্দু দিয়ে যায়, অতএব 
2০24০ Gi) 
এবং Loj-1/ m (i) 
সমাধান করে, a= eb=5 
`. সরলরেখাটির সমীকরণ =+ $1 বা, S3x4y—-5-0. 


% ও y অক্ষদ্বয়ের উপর ছেদিতাংশ যথাক্রমে $ ও 5. 
অক্ষ্বয়ের মধ্যবর্তী রেখাংশের দৈর্ঘ্য = ২/($)5+58-819 


wi 4. যে সরলরেখা oz ও 4-অক্ষদ্বয় থেকে যথাক্রমে 2 এবং 1 একক ছেদ 
করে তার সমীকরণ ও 9z--y= 5 দ্বারা অক্ষদ্বয়ের ছেদিতাংশ নির্ণয় কর। [C.U. 144] 


ধর, সমীকরণটি Tii এখানে ৫=2 এবং b=1; 
21-1 বা, x+2y=2, নির্ণেয় সমীকরণ 1 
আবার, 2০+- সমীকরণকে ছেদিতাংশ আকারে লিখলে, 
2214. zy 
z ও y অক্ষের ছেদিতাংশ যথাক্রমে $ ও 5. 


উদ, 5. যে সরলরেখা। UP HOS সমান অংশে ছেদ করে ও (8, 9) বিন্দু দিয়ে 
যায়, তার সমীকরণ নির্ণয় কর। j 
Š সরলরেখাটি eraa সঙ্গে যে ত্রিভুজ গঠিত করে তার ক্ষেত্রফল কত? 
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ধর, সরলরেখাঁটির সমীকরণ 5-751, এখানে a=b ; 


LY < @+y=a 
সরলরেখাটি (3, 2) বিন্দু দিয়ে যায়, e a-342-5. 
^. নিৰ্ণেয় সমীকরণ x+y=5. 
এই সরলবেখাটি z ও y অক্ষকে যথাক্রমে (5, 0) ও (0, 5) বিন্দুতে ছেদ করে। 
. অক্ষয়ের সঙ্গে সরলরেখাটি যে fega উৎপন্ন করে, তা সমকোণী ত্রিভুজ | 
ত্রিভুজের লম্ব_মূলবিন্দু থেকে y অক্ষ বরাবর এক বাহুর দৈর্ঘ্য —5 
ত্রিভুজের ভূমি= মূলবিন্দু থেকে এ-অক্ষ বরাবর অপর বাহুর দৈর্ধা-ঠ 
-o fuga: ক্ষেত্রকল A ১৫১৫৮ »&-121 বর্গএকক 
উদ্দা- 6. একটি সরলরেখা (- 3, 9) বিন্দু দিয়ে যায় এবং এঁ বিন্দুতে অক্ষদ্বয়ের 
মধ্যবর্তী রেখাংশ 1: 2 অনুপাতে অস্তবিতক্ত হয়, সরলরেখাটির সমীকরণ নির্ণয় = | 
মনে কর, 4} =! নির্দে সমীকরণ । 
রেখাটি = ও y eres যথাক্রমে (a, 0) ও (0, 2) বিন্দুতে ছেদ করে ; 
^ যে বিন্দুতে (9, 0) ও (0,D)x সংযোজক সরলরেখ! 1:2 অনুপাতে 
অন্তবিতক্ত হয়, তার স্থানাস্ব, (572 1.04- 2.5 বা, (9 2 


| ' IF 

eim, —3—1a ও 224b; J. a= -:9 এবং b=3 
^ a 

“848০8 বা, 3y—x-9 নির্ণে্ সমীকরণ 


GRL 7. একটি সরলরেখ! এরূপে চলমান যে সর্ব-অবস্থানে অক্ষদ্বয়ের ছেদিতাংশ 
ছুটির অন্তোন্যকের সমষ্টি বক | প্রমাণ কর যে, রেখাটি একটি স্থির বিন্দু দিয়ে যায়। 

| [ B. 0..735] 

মনে কর, সরলরেখাটি Hu (i) 


"dint, এ+] = একটি em (ধর) 


" iul (i) 
G) ও (i) তুলনা করলে দেখা যায় (%, D বিন্দুটি (1) নং রেখার উপরিস্থিত 


একটি বিনদু। স্থতরাং ৫ ও চ-এর মান যাই হোক না কেন, রেখাটি-সর্বদা স্থির বিন্দু 
(k, k) দিয়ে যায়। 


] 
| merce 43 
উদ. ৪. ০-/+৭ %তু-0 কে sm আকারের সমীকরণে প্রকাশ কর এবং 
মূলবিন্দু থেকে ওর উপর অঙ্কিত লক্ষের দৈর্ঘ্য নির্ণয় কর। 
z—y44/2-20; বা, —c-y—742 
1 1 um 


LEE d nci Ft wata 
S A13 4-1? + V1-1 
বা, — Zr." =T; m, x(— cos 45°)x+ y(sin 45°) e 


2 cos 18৮+-% sin 1856/2 7 — v. ATAA দৈর্ঘ্য? একক 
We A আকারে সরলরেখার সমীকরণ, z cos <+ sin «=p 


1 : 1 
এখানে cos <= —— ও sin «=: 
x V2 J2 


cos < ও sin < উভয়ের মানের সঙ্গতি থাকে যখন «= 135° ex 1 


উদ্দা, 9. যদি মূলবিন্দু থেকে sin 0+ cos o= sin 90 এবং 
& cos 0—y sin 0—a cos 90 বেখাদ্বয়ের উপর অঙ্কিত Wes যথাক্রমে ? ও pi 
হয়, তবে প্রমাণ কর যে 4p? pj! ca? [ €. U. 68 ] 


3 sin 90 


= ০৯ i "UA —a Si 0. 
p Vsin*ó T costó নু sin 20; . 9p-a sin 2 


এখানে, 
আবার, = _acos29_ _ cos 20 
E ^/cos?0-- sin?0 s 
4p? +p}? =(2p)? --(p3)* =a°sin? 20 +a°cos? 20 
=a? (sin?90 -- con?90) —a* 
2. 4p*4p-a* 

Smi. 10. ?+%-1 ও ?+%-1 রেখাদ্ধয়ের ছেদবিন্দুর স্থানাঙ্ক নির্ণয় কর। 

এই ছেদবিন্দুগামী সরলরেখা উভয় অক্ষের সঙ্গে 45° কোণে নত হলে ওর সমীকরণ 


নির্ণয় কর। [ C. U. 41] 
উপরের সমীকরণদয়কে নিয়োক্ত ভাবে লেখা যায়, 
৮০+4/-290 et (1) 
4245» 20 set (2) 


সমাধান করে, z=20 ও Y= 40; .. (A5, 30) হল ছেদবিদুর স্থানাঙ্ক । 
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যেহেতু, এই ছেদবিন্দুগামী সরলরেখা উভয় অক্ষকে 4” কোণে ছেদ করে, অতএব 
অক্ষয়ের ছেদিতাংশ সমান  ৫-%. 


0 
° এই সরলরেখাটি (8, 42) বিন্দু দিযে যায়, .', ৭ = 3430-4 


9 
নির্ণেয় সমীকরণ z-Ry- 42; বা, 9x-L0y = 40. 
উদ্দা, 11. কোন সরলরেখা 2x —3y--4—0 ও 3z--4y—5—0 ANUN 
ছেদবিদদুগামী এবং Or— Ty-F8—0 রেখার উপর e সরলরেখাটির সমীকরণ নির্ণয় 
কর। 


*. সরলরেখার ছেদিতাংশ আকার থেকে, i-i 


[ O. U. 44] 
6 — Ty--8—0 রেখার উপর লঙ্ব-সরলরেখার সমীকরণ, 
7z-+6y+c=0 N (i) 
ধর, 2r- 3y+4=0 ও Se+4y—5=0 রেখাছয়েয় ছেদবিন্দু (h, 7) 
2h—3k-+4=0 D (ii) 
3h+4k-5=0 Ar (iii) 


+ Gi) e (ii) সমাধান করে ॥= _এ ও ॥= 43 
*'* (i) নং সরলরেখা (=, 2$) বিন্দু দিয়ে যায়, 


তাত I+ 6.43+0=0; ve s — 365. 
** নির্ণয় সমীকরণ Tety- AA-0 — বা, 119x+102y=125 
mL 12. যে সরলবেখা (8, 4) বিন্দুগামী ও 42—3y--1-0 সরলরেখার 
উপর লঙ্ব তার সমীকরণ নির্ণয় কর। [ €. 0.9] 
4c —3y--1 


7-0 রেখার উপর লঙ্ব-সরলরেখার সমীকরণ : 9০+-4/+-০-0 
যেহেতু সমীকরণটি (8, 4) বিদুগামী, ... 3.84+4.4+0=0; .. ০০ -—95 
*'. নিৰ্ণেয় সমীকরণ 8x+4y —25—0 
Sv. 13. যে সরলরেখা 95z--41y-8 ও 7y+bz+9=0 রেখাদ্বয়ের 
ছোদবিন্দু দিয়ে যায় এবং 22-F3y--7—0. রেখার সমান্তরাল তার সমীকরণ নির্ণয় কর! 
524-41/78 ও ?/+8০+950 রেখাছ্ধয়ের ছেদবিন্দুগামী সরলরেখার 
সমীকরণ £ ৪৮+-41/--৪+-)5+-%/4+9)-0, (৮৫০), 
বা, £(০+১)৮+(৫11+7)/+9৯-8-0  .- À 
(1) সরলরেখাটি 9z +3y-+-7= 0 সরলরেখার সমান্তরাল হবে যরি 


5 6+))_41+7) 
2 3 


সরলরেখা! 45 


বা, 75415858414 <. 9 
z. (0) নং সমীকরণে X র মান বসিয়ে 5(547)54+ (414-7. 7)y +9.7-8=0 
বা, 60z--90y--55—0; বা, 12x -F18y-F11— 2 নির্ণেয় সমীকরণ 
wi. 14. প্রমাণ কর যে, নিচের সরলরেখা তিনটি একই বিন্দুতে মিলিত হয়। 
9x — 1y--10—0, 8০-2/-1-0 ও z—12y--21—0 [C. U. *43] 
9z— 1y--10—0 ও 3z—2y—1- 0 রেখাছয়ের ছেদবিদ্দুর স্থানাঙ্ক (h, k) হলে 


9h — Tk ৭, 
85—9k— 1-0 


সমীকরণ ছুটি সমাধান করে, ॥= 37 ও b—1t; 
এক্ষণে, h—- 196+ 21=48-129.334+21=0 
সুতরাং (h, E) বিন্দুটি z — 12y--21—0 রেখার উপরে অবস্থিত। 
.. প্রদত্ত রেখাত্রয় (17, H) বিন্দুতে মিলিত হয়। 


১101 y ie ab 
উদ্বা. 15. দেখাও যে, (a, b) থেকে 2+-1-এর THESNT— Py ug 


a,b 
৫4771 
নির্ণেয় ov দূরত্ব BMS e OE 
TUA J RL EE Ja? +b? 
Vastis ৬ 


দষ্টৰ্য ? সমান্তরাল সরলরেখার পারস্পরিক দূরত্ব নির্ণয় করতে প্রথমে মূলবিন্দু 
থেকে 3 সরলরেখাগুলির opera নির্ণয় করবে। 


Smi. 16. -+/-1. সরলরেখা 2০-/-] ও 3০-:4/+6-0 সরলরেখা- 


দ্য়ের ছেদবিন্দুগামী ও 4z--3y — 6—0 সরলরেখার সমান্তরাল । a ও b এর মান 


নির্ণয় কর। — [C. U. '48] 
2০--1 ও 3e —4y+6=0 সমীকরণ দুটি সমাধান 9012729 y—3; 
à ছুই সরলরেখার ছেদবিনুর স্থানাস্ক (2, 3) 1 


এখন, 4z-F3y— 6=0 রেখার সমান্তরাল রেখার সমীকরণ 4z--3y-Fk—0; 
যেহেতু এটি (2, 3) বিন্দু দিয়ে যায়, .'. 4.9--3.8-Fk—0 বা, k= —17 
অতএব, সরলরেখার সমীকরণ š £০+8/-1%-0 


LA Y= RI d =17 zm & 4 
ছেদিতাংশ আকারে লিখে £ pta 1; a= b=} 
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উদ্দা, 17. nd ও y—3z+5=0 রেখাছ্বয়ের ছেদবিন্দুগামী ও 
কিন্ত থেকে D. / দরদ অবস্থিত সরলরেখার সমীকরণ নির্ণয় কর | 


/-9+৪-0 ও y—3z+5=0 সমীকরণছ্য় সমাধান করে 2—3 ও /-4 3 
এ ছেদবিন্দু (3, 4)-গামী সরলরেখার সমীকরণ £ y—4— m(z — 3) 
বা, mz-—343-4—3m-0 


মূলবিন্দু (0, 0) থেকে à রেখার দুরত্ব $97 


4—-3m _ 7  . (4—8m? 49 
প্রশ্নান্থসারে, Jana Va U Tapi এ 


বা, 39--18m? —48m- 49m? -- 49 
বা, 81m*-48m417-0 .. m=-1 বা+._ 
m= —1 হলে সমীকরণটি 24+Y=7; m=- H হলে 1724+ 81y=175 
** fef সমীকরণ 1৮৭ ও 17131551755 
wi. 18. যে সরলরেখা Sz—4y--1—0 ও 5r+y—-1=0 রেখাছয়ের 
ছেদবিনদু দিয়ে যায় ও অক্ষদ্বয়ে সমান অংশ ছেদ করে তার সমীকরণ নির্ণয় কর। 
[C. U. B. Se. '47] 
3z2—4y+1=0 ও 6z4-y-1-0 রেখাছয়ের ছেদবিন্দুগামী রেখার সমীকরণ 
৪০-48+1+-9578-1)-03 ৯. কবক (৮50) 
বা, (8+5)%+0-4y+1-১=0 .. (1) 
(1) সমীকরণ অক্ষদয়কে সমান অংশে ছেদ করে স্থতরাং (1) সমীকরণকে ছেদিতাংশ 


আকারে প্রকাশ করলে EMI. 
A—YJ 1 
BS i-a 
চা 
যা Bus - 


ASL হলে, A—1=0; তখন সমীকরণ (1) E সরলরেখা অর্থাৎ 
অক্ষয় থেকে কোন অংশ ছে করে না। স্থতরাং A= 1 গ্রহণযোগ্য নয়। 
অতএব À = —£ ধরে নির্ণয় সমীকরণটি 
[5.7 D--3]e--(- 1— 4).y-- (14-2) 20 $ 
বা, —fe-iMyRiM-0 — 5. 238x+28y—11=0 
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O উদ্দা, 19. প্রমাণ কর যে, y=2, y— JSz=5 ও y+ 45০4 দরল- 
খা সমবাহ faga উপর ei বট কে নি [C. U. 57] 


সমীকরণত্রয় হল: y-2 (i) 
y= J3z-F5 ses y (ii) 
%-- J3z4-4 E (iii) 


(i) নং রেখা ৮-অক্ষের সমান্তরাল সরলরেখা 1 
08) নং সরলরেখার নতি-+/ত-€80. 60'; অতএব রেখাটি ৫-অক্ষের ধনাত্মক 


- দ্বিকের সঙ্গে 60^ কোণে নত। 
Y (i) নং সরলরেখার নতি= — /3-tan 120°; অতএব রেখাটি %-অক্ষের 


ধনাত্মক দিকের সঙ্গে 190^ কোণে নত। 

অতএব (ii) ও (iii) নং সরলরেখাদ্বয় এ-অক্ষের সমাস্তরাল (i) নং সরলরেখার সঙ্গে 

যথাক্রমে 60° ও 190” কোণে নত; অর্থাৎ সরলরেখ। (ii) ও (iii) পরস্পরের দিকে 

; : অরলরেখা! ()-এর সঙ্গে 60° কোণে নত। 

s Wesh (i), ১ সরলরেখা তিনটি দ্বারা উৎপন্ন ত্রিভুজের প্রতি কোণ 60^ | 
ত্রিভূজটি সমবাহু ত্রিভুজ i 

*. ব্রিভূজটির ক্ষেত্রফল- এট %(ৰাছ )* 


এক্ষণে, y-2 রেখার সঙ্গে (8) ও (i) রেখাদ্বয় যে যে বিন্দুতে ছেদ করে তা 
নির্ণয় করতে (ii) ও (1)-তে Y= 2 বসান হল 1 


*, (ü) থেকে æ= — ,3 ও (1) থেকে 2= — T 
: 2 
faqsma স্থানাঙ্ক (— 43, 9) ও (75. 2] 
^. উভয় বিন্দু দূরত্ব বা ত্রিভুজের একটি বাহুর দৈর্ঘ্য 
=V [vs -A «amt বা 
Lf. faga ক্ষেত্রফল AT 5 (5)'- = s বর্গ একক 
: E. 20. যদি গ-অক্ষের সঙ্গে 9-কোণে নত সরলরেখার সমান্তরাল রেখা বরাবর 


[C. D. 54] 


P উচ্চতর মাধ্যমিক গণিত 


্-অক্ষের সঙ্গে 9 কোণে নত সরলরেখার সমান্তরাল ও (zo yo) বিন্দুগামী 


সরলরেখার সমীকরণ 
y —yo tan ox —zo) 


$0999) p 1 
3h cos 0 sinô a) 


এখন (D) রেখাটি বরাবর (zo, yo) থেকে az--by--c = 0 রেখার দূরত্ব p হলে 


Tvi YT Uo 
cos0 5179 


€S—29--pcosÓ এবং Y=Yo +p sin 0 
যেহেতু (zo, yo) RAB az--by--c—0 সরলরেখারও একটি বিন্দু। স্থতরাং 
alzo +p cos 8)+blyo +p sin 9)+০-০ 
বা, pla cos 0+b sin 0)= — (azo +byo +c) 


ato +byo +e 
a COS 0--b sin 0 


za Ps 


Smi. 21. A(O, 4) ও B(-3, +1) fée WELT 0 


রেখার একই দিকে কিংবা বিপরীত দিকে স্থির কর। 
প্রদত্ত সমীকরণ 6+-7/4+19-0-তে A বিন্দুর স্থানাঙ্ক (0, — 4) বসিয়ে 
6.0+7(—4)+19=-—98+19=-14 — .. wm 
আবার, এ সমীকরণে 9 বিন্দুর স্থানাঙ্ক (- 9, +1) বসিয়ে 
6(-8)+7.1+19= —18+7+19= —18+19=1 MEE AAF l 


অতএব, প্রদত্ত সরলরেখার এক পার্শ্বে বিন্দু ও বিপরীত পার্শ্বে ৪ বিন্দু অবস্থিত I 


উদ্দা, 22. 4z-3y--7-0, 624+19/490=0 ও ৪০+4/+৪-0 
যেখাত্রয় দিয়ে গঠিত ত্রিভুজের কোণগুলির অস্তদ্বিখণ্ডকের সমীকরণ নির্ণয় কর। দেখাও 
যে, তারা একটি বিন্দুতে মিলিত হয়। [A. 0. 46] 
£78/1+7-0 ও 6z4-12y3-20—0 রেখা দিয়ে গঠিত কোণের অন্তর্থি- 

খণ্ডকের সমীকরণ : 
i Ca - SE +90 বা, £০18৮77-52+128790- 


বা, 27:—91y-9-0 ১১92-77-90 — .. (D 
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অনুরূপভাবে, অন্য অন্ত দ্বখণ্ডকগুলি £ 
162+98/+51-0 - (2) 
ও 7০+%/+15-0 MEN 
ww. 9 অন্থদারে, দেখান যায় যে, (D, (2) ও (8) রেখাগুলি (72, — 39. 
বিন্দুতে মিলিত হয়। 


উদ, 28. (3, —2) বিন্দু থেকে 2৮-+%-0 রেখার py Bt 
ওঁ লম্বের পাদবিন্দুর স্থানাঙ্ক নির্ণয় কর ৷ 

প্রদত্ত রেখার সমীকরণ 

2r—y+7=0 a, y=9z+7 ~. নতি-৪ 
অতএব, Y= 2%4+'7 রেখার উপর লম্ব-সরলরেখার নতি — হবে। 
(8, -9) বিন্দুগামী এবং Y= 254-7 রেখার লক্ব-সরলরেখার সমী করণ 

/-৪- 7৫49) বা zty-4 | 

Qr—y-- 7-0 ও += 4 রেখান্য়ের ছেদবিন্দুই হল এ পাদবিন্দুর স্থানাঙ্ক ৷. 
সমীকরপন্বয় সমাধান করে 
z=-1%y=5 .. পাদবিন্দুর নির্ণেয স্থানাঙ্ক (— 1, 5) 


Bri. 21 কোন ত্রিহুদ্রের Mam (-2, 1), (1, 4) এবং (8, 71); 
জিতৃজটির উচ্চতা গুলো নির্ণয় কর। 
ধর, ABC ত্রিভুজের শীর্ষ A(— 9, 1), শীর্ষ B(1, 4) এবং শীধ ০03, —1) 
<. BC বাহুর সমীকরণ £ 
/-4- 47571) বা”: $7£778579. 
bz--9y—13-0 
A(— 51) ৪০ awr উপ লাউ হলঃ 
6.0-9)+9.1-18_ _ 21 j 
SFI ১ S) 
একইভাবে, অন্য দুই উচ্চতা a ও "ও নির্ণয় করা যায়। 


উদ্দা. 25. যে ত্রিভুজের বাহগুপি z=0, y=0 ও 92+4/-12-0 তার 


him 


কোঁণগুলির অস্তহ্খিগুকের সমীকরণ নির্ণয় কর 1 [C. U.] 
z=0, y অক্ষের সমীকরণ wr C NE 
y=0, z অক্ষের সমীকরণ - 09) 


উঃ মাঃ গঃ স্থানান্ধ_4 


50 উচ্চতর মাধ্যমিক গণিত 


এক্ষণে, 3০+4/-19 বা, T+5=1 .. (9) 
z ও y অক্ষকে ধনাত্মক দিকে ছেদ করে। 
seras ত্রিভুজটি্ ছুটি বাহু। 
অতএব, প্রথম ও তৃতীয় পাদের সমকোণদ্বয়কে সমদ্বিখণ্ডিত করে যে রেখা যাবে 
তা-ই ত্রিভুজটির একটি কোণের সমদ্বিখগ্ক। 


নমছ্িখগুকটি মূলবিন্দুগামী বলে apa পদটি শূন্য এবং এ-অক্ষের সঙ্গে 45" কোণ 
উৎপন্ন করে। 


সমদ্বিখগুকটির afe—tan 45/—1 
সমদ্বিথণ্ডকটির সমীকরণ y= < 
আবার (1) ও (3) বাহুন্বয়ের অন্তভূক্ত কোণটির সমদ্বিখগুকের সমীকরণ : 
z8r-4y+12 
VELET 
qh ör=-3r—4y+12 .. 2r+y-3=0 
আবার (2) ও (3) বাহদ্বয়ের WU e কোণটির সমদ্বিখগ্কের সমীকরণ £ 
"m —3z— —3z-4y+12 
+/35448. c 
বিগ. T8274y419 .. 5 #+3y—-4=0 
অতএব নির্ণেয় সম দ্িখগুকত্রয়ের সম করণগুলি হল : ph 
11 SPX; 2xky-8705; x4-3y—4—0 


অনুশীলনী 3 

1. নীচের সরলরেখাগুলির সমীকরণ fs fs LI 

() (-2, —3) বিনুগামী ও নতি 3 1 

(ü) এঅক্ষের সঙ্গে 150° কোণে নত ও &-অক্ষকে খণাত্মক দিকে 2 একক 

দূরে ছেদ করে। 

(ii) এ-মক্ষের সঙ্গে sin-i 18 কোণে নত ও &-অক্ষকে — 5 দূরে ছেদ করে। 
2. নীচের RIANI সরলরেখার নতি নির্ণর =ç | 

(i) (0, 0) © (3, 6) (ii) (8, 3) ও (-8, 2) J 
(ii) (s. s) ও ( J3, 1) (iv) (4422, 244,) ও (at, 2412) 
(V) (0,a)'e (৮,০) 


aet 51 


8. নীঢের রেখাগুলির নতি এবং ওরা! 2 ও "/-অক্ষেত c যে বিন্দু দিয়ে যায় 
তাদের স্থানাঙ্ক fa কর t 
(i) 2r+3y=9 (i) ১৩-2৮-1750 
(ii) z cosec0—g sec 0—r=0 
4 নীচের ficu সংঘোঞ্জক স্ললরেখাগুলি হ-অক্ষের সঙ্গে যে কোণে নত 
দেই কোণ ও y eTA সঙ্গে ওদের ছেদ বিন্দুর tas নির্ণয় কর । 
(ü «0, 0) ও (3, 6) (i). (5, —1) ও, —7) 
(ii) (4-7) «(77,4 
5. নিচে সররলবেখাগুলি দ্বারা z ও /-অক্ষহয়ের ছেদিভাংশ দেওয়া হল) ওদের 
লমীকরণ গুলি নির্ণয় কর। 


Gü) ও (iii) r sec 0 Sr cosec 0 
(ii) lg1 (iv) l sin « ও a cosec < 
a b a 
6. মূলবিন্দু থেকে ene সঃলরেখা গুলির উপর aou বৈর্গ্য Af কর। 
d) J3z+y=8 Gü) s+y+1=0 
' (iii) vcos0— z sin 0—r (iv) z+y=3 J2 


(v) %+০ cot o=} 
1. নীচের স্ললরেখাগুপির সমীকরণ নির্ণয় কর। 
(i) (8, —6) বিন্দুগামী ও উভয় অক্ষ থেকে সমান অংশ ছেদ করে | 
(7) =-সক্ষের সঙ্গে 45° কোণে নত এবং (4, 7) ও (6, 5) Ragana matar 
ম্রলরেখাকে AIAG 5 করে। 
(i) (5, e) বিন্দুগামী ও অক্ষহ্বয়ের ছেদতাংশ ছুটি সমান কিন্তু বিপরীত 


চিহযুক। Q রেখার ca বিন্দুতে কোট oaa থিও৭ তার গ্থাণাঙ্ক ffa কর। 
i (C. U. '81) 


(v) (1,2) ও (2,1) (agen; অক্ষহয়ের মধাবর্ভাঁ রেখাংশের দৈর্ঘ্য 
নির্ণয় কর। s [C. U. '46] 
(৮) (3,2) বিদুগামী ও সক্ষহ়ের মধাবর্তা CART এ RKS 928 8 sacs 
বিভক্ত হয়। 
(vi) =-সক্ষের সঙ্গে 120° কোণে AS এবং PIRA থেকে এ রেখার উপর 
"pn দৈর্ঘ্য 3 একক। | 
! (vii) (7,8) বিন্দুগামী ও অক্ষয়ের ছেবিতাংশহয়ের সমষ্ট 30 | 


8. একটি সরুলরেখা! *-অক্ষের ধনাত্মক (Ct সঙ্গে 45^ কোণে নত এবং 
%-অক্ষ থেকে 8 একক ছেদ করে) সরলরেখাটির সমীকরণ নির্ণয় কর। জ্যামিতিক 
ভাবে দেখাও যে, রেখাটি z +y= 2 রেখাকে লম্বভাবে ছেদ করে | [C. U. 789] 

9. ar+by+c=0 রেখা ও অক্ষদ্থয়ের ছেদবিন্দুর স্থানাঙ্ক নির্ণয় কর এবং 
অক্ষয়ের মধ্যবর্তী রেখাংশের দৈর্ঘ্য নির্ণয় কর। 

10. কোন সরলরেখা অক্ষত্বয়ের সঙ্গে একটি সমকোণী ow উৎপঙ্ন করে। d 
ত্রিভুজের অতিভুজ 13 ও ক্ষেত্রফল 30; এ রেখার সমীকরণ নির্ণয় কর। ' (C. U. ’38) 

11. দেখাও যে, (1, 5), (3,14) ও (—1, —4) RAAI একই সরলরেখায় 
অবস্থিত এবং রেখাটি নির্ণয় কর। [C. U. 57] 

12. যে ছুটি সরলরেখা মূলবিন্দু দিয়ে যায় এবং eO মধ্যবর্তী 4০+9/-19 

রেখার অংশকে সমত্রিখণ্ডিত করে, তাদের সমীকরণ নির্ণয় কর | 

18. 22+8/+৮-0 ও 7z-k4y-3 সরলরেখাদ্বয়ের ছেদবিন্দুর স্থানাঙ্ক 


নির্ণয় কর। [Utkal 47] 
14. z+3y+1=0 ও 92z+7y+8=0 সরলরেখাছয়ের ছেদব্ন্দুর স্থানাঙ্ক 
নির্ণয় কর। [C. U. ^46, G. U. 749] 


15. $+4-1 ও 2+%-? সরলরেখাদ্বয়ের ছেদবিন্দুর স্থানাঙ্ক নির্ণর কর À 
[C. U. ^48] 

16. যে সরলরেখা 3z-2y-7—0 ও z—4y4-7—0 রেখাছয়ের curant 
এবং (1, 1) বিন্দু দিয়ে যায় তার সমীকরণ নির্ণয় কর | 

15, যে সরলরেখা 42-৮/+6-0 ও 5z+8y—2=0 রেখাদ্ধয়ের CARL 
এবং (3, — 4) বিন্দু দিয়ে যায় তার সমীকরণ নির্ণয় কর। 

18. যে সরলরেখা (8, 9) বিন্দু এবং 3৮+/--৮-০ ও ০+৮/+3-0 
রেখাছয়ের ছেদববিন্দু দিয়ে যায় তার সমীকরণ নির্ণয় কর। এ রেখা অক্ষদ্বয়কে ছেদ 
করায় যে ত্রিভুজ উৎপন্ন হয় তার ক্ষেত্রফল নির্ণয় কর। [C. U. 43] 

19. যে সরলরেখ| z ও y অক্ষদুয়কে যথাক্রমে 7 ও 5] এককে ছেদ করে তার 
মমীবওণ ও ওঁ রেখা (— 9, 8) ও (7, 9) বিন্দুর সংযোজক রেখাকে যে অনুপাত বিভক্ত 
করে ত নির্ণয় কর । 

20. (a, b) RANN একটি সরলরেখার অক্ষয়ের মধ্যবর্তা ছেদিতাংশ ওঁ বিন্দুতে 
দমাঘখওত হলে, এ রেখার সমীকরণ নির্ণয় কর। 


I 
I 
| 


Command 5$ 


21; দেখাও যে, (<, B) এবং a,r-byMe; 0 ও a,b, 0,70 
«uro ছেদবিন্দুগামী সবুলরেখার সমীকরণ £ 


; az bayos aan han bna C. U. '48 
a41X4-b,B4-c, ৫৪৭70819708 [C. U. ] 


. 22. নীচের সরলরেখাগুলির www কোণ নির্ণয় কর। 
(i) 3r—vy=6 ও 2y+5r=8 (i) z+3y=5 ও z-2y+5=0 


TT g 
(iii) ৪76৮8 ও $7271 
| 28. নীচের সরলরেখা গুলির দ্বারা উৎপন্ন ত্রিহূজের ক্ষেত্রফল নির্ণয় কর : 
| t '2y 4-225, yT 22-77, y-z-1 
t 24. দেখাও যে, & mma z4-01, ya maze, 78. Y-অক্ষ দ্বারা যে fagu 


EE T. হয়, তার ক্ষেত্রফল 1 (6$765)+ [C. U. '55] 
| P > 2(ms —m,)' 

2৮ প্ৰাণ কর যে, মৃলবিন্ু ও (2, 8) বিস্ুগামী AIAN, 5273/28 এবং 
x ৪+৯10 এর সঙ্গে সমবিন্দু। [Andhra 47} 
556. m এর কোন্‌ মানের জন্ত y=3r-1,9y=z+3 এবং 3ym mz 4 
x সরলরেখাত্রয় একই বিন্দুগামী হবে? : [C. U. '65] 


| 97. দেখাও যে, (24+ my += 0, me +ny+1=0 এবং nz ly m0, 
ARGIR 1+7/4-7৮-0 হয়। 
..38. প্রমাণ কর যে, z—vu+5=0, 2+y-1=0 ও ৮০-/+13-0 


ল্রলরেখাত্রয় সমবিন্দু 1 | 
29. mz মান কি হলে yertl, y=9(z+1) ও y2mrt3 সরল 
'রেখাত্রয় সমবিন্দু হবে। [A. U. 47] 


30. নীচের সরলরেখাগুলির সমীকরণ নির্ণয় কর : 
()- (2-1) বিনুগামী এবং 32 —2y 5 সরলরেখার উপর m I 


(i) (8, 5) বিদুগামী এবং 42 — 3y--1—0 সরলরেখার সমান্তরাল । 
240 TR k [C. U. 47) 


(ii) (8, 9) বিন্ুগামী এবং z cos 5 +y sin 5°=9 সরলরেখার উপর লদ্ব। 


(v) (3, 9) বিন্দু এবং 3৮+/-৮-০ ও 2+5/+3-0 এর ছেনবিন্দু দিয়ে 
I [C. U. 42) 


(v) (,2)fà ও z-3y T1208 9r+T/+3=0 এর ছেদ বন্দু দিয়ে 
^x I [C. U. 46] 
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(vi) PRAS 22--3y—1 ও 2- Y= 9 রেখাঘয়ের ছেদবিন্দু দিয়ে যায় 
[০. U. 38] 
(vii) ৮+2-0 ও /+42+7-0 রেখাদ্বয়ের ছেদ বন্দুগামী এবং ৪৮--০0 
রেখার উপর an | SFA [C. U. *82] 


(vii) z+9u+3=0 ও 3z+4y+7=0 রেখাছয়ের ছেদবিন্দুগামী এবং 
y—2—8 রেখার উপর 9x1 [C. 0. 40) 


(x) মূলবিন্দু এবং 8+%-1 ও £+8-1 রেখাঘয়ের ছেদবিন্দুগামী | 
(X) 2-3/+4-0 ও 8z-4y—6- 0 রেখাছয়ের ছেদকিন্দুগামী এবং 


6z—7y+8=0 রেখার উপর aq | [C. U. 44] 
"81, (i) প্রমাণ কর যে, 9z—7y+11=0, ৪০-2৮+1-0, z—192y4-21 
=0 সরলরেখাতুয় সমবিদ্দু। এ বিন্দুর স্থানাঙ্ক নির্ণয় কর। [C. U. ^45] 


G) ুমাণ কর যে, 5+ el, 2+/-0) sey রেখাতরয় সমবি্ু। d 
বিন্দুটির স্থানাঙ্ক নির্ণয় কর। d 

82. দেখাও যে, 2-y-7-0, 7--9y-k6-0 ও 22+%-1-0 বেখাত্রয় 
একটি সাধারণ হিন্দু দিয়ে যায় এবং Š বিন্দুটি (5, —4), (3, —2) ও (1, —6) থেকে 
সমদূরবর্তাঁ। C. u. 1] 

88. দেখাও যে, (040)? + (a — Dy — 92b — 0 ও (৫-৮)৪+(০4+/)/-2%৮ 
*0'6z4y-0 রেখাত্রয় একটি »xfeatu তিতুজ গঠন করে এবং তার Ace 


ey (). এ ত্রিভুজের ভরকেক্দ্রে স্থানাঙ্ক নির্ণয় কর। [C. DA] 


84. (i) প্রমাণ 'কর যে, Jr-y-0, J3ykz-0, Jšz-+y=1 * 
47/+০-] রেখাগুলি ছারা গঠিত সামাস্তহিকের কর্ণবয় পরস্পঃকে লম্বভাবে ছেদ 
করে। Š (C. U. '58] 


G) প্রমাণ কর যে, 2+-1, tere 2১৪, Pete রেখা" 

গুলির wiqi গঠিত সামাস্তারিকের কর্ণ পরস্পরকে masita ছেদ করে| (C. 0. 789] 

85. (2. —4) FAND এবং 3০+4/4+18-0 রেখার উপর mq সরলরেখার 
সমীকরণ নির্ণয় কর। femf থকে ৫েখাটির উপর acea দৈর্ঘ্য নির্ণয় কর ৷ 

95. দেখাও যে, 92+6/-7-0 ও 3০+2/+0-0 রেখাহয় সমান্তরাল) 

এই রেখা ছুটি থেকে saqsa রেখার সমীবরণ নির্ণয় কর | [Madras B. A. 49) 
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87. 3r+4y+T=0 ও 5z+8y+9=0 রেখাদ্বয়ের ছেদবিন্দুগামী এবং 
$2—9y--5—0 রেখার উপর aa, সরলরেখার সমীকরণ fads কর | (Nagpur '45] 
88. কোন সরলরেধ! (2, — 1) বিন্দুগামী এবং ze &-অক্ষদ্বয়ের ধনাত্মক দিকে 
এমনভাবে ছেদ করে যে, ছে'দতাংশের অনুপাত 3:4 হয়; সরলরেখাটির সমীকরণ 

নির্ণয় কর। (9.9) বিন্দু থেকে-এঁ মরলরেখার উপর লম্বের দৈর্ঘ্য নির্ণয় কর। 
(Aanaualai '83] 


9. দেখাও যে; ৫4570 হলে, ৫41 ও p= রেখাদয়ের ছেদবিন্দু 


এমন একটি বর্গক্ষেত্রের শর্ষবিন্দু যার অপর eium? দুই অক্ষ | (C. 0..:55] 
40. যদি (a, b), (a3 &) ও (৫০5 b—b) RALI সমরেখ হয়, তরে দেখাও 
যে, তাদের সংযোজক সরলরেখা মূলবিন্দুগামী এবং ab — a b. [C. U. '88] 


4i. দেখাও যে, যে পরপরেখার অক্ষয়ের মধ্যবর্তী অংশ (229 91) বিন্দুতে 
সমদ্বিখণ্ডিত হয়, তার সমীকরণ act y 21. 
1 


a2. (9, 3) বিন্দু থেকে নীচের সরলরেখাগুলির উপর লম্বের পাদবিন্দুর স্থানাক্ষ 
নির্ণয় কর। . 

() y=3r+4 [A.U.' 46) (i) z4y-11-0 [C. U. 48] 

43. ০০, ৮৪৮ এত y 645 রেখায় দিয়ে গঠিত ত্রিভুজের পরিবৃত্তের 
কেন্দ্রের স্থানাঙ্ক নির্ণয় কর। [Rajputana *43] 

AV কোন akea কর্ণ ছুটি we বরাবর এবং তাদের দৈর্ঘ্য ৪ একক। 
বর্গক্ষেত্রটর বাহুগুনির ( 4 ধত) সমীকরণ নির্ণয় কর। [C.U . '50] 

45. একটি ত্রিহূজের শীর্ষবিন্দুত্রয় (0, a), (0, b) ও (0, ০); বাহুগুলির ( বধিত ) 
সমীকরণ নির্ণয় কর i [C. 0.0] 
46. দেখাও যে, কোন ত্রিহূজের শীর্ষবিন্দু থেকে বিপরীত বাছুর উপর লঙ্গুণি 
সমবিন্দু। ; 

47. az-by--6- 0, ৪%+৮%+০-0, az--by4d-c 0 এবং 
৪০+৮/+০০০ রেখা গুলি দিয়ে গঠিত সামান্তরিকের কর্ণগুলির সমীকরণ নির্ণয় 
কর এবং কি শর্তে তার! পরস্পর লঙ্ব হবে? 

48. যদি মূলবিন্দু থেকে কোন সরলরেখার উপর লদ্ব p হয় এবং রেখাটি অক্ষদ্বয়ের 


দি: 
০ ও b অংশ ছেদ করে, তবে দেখাও QT oit ir 


49. y—-z-6 ও ০+$/-8. রেখা দ্বারা স্থচিত ছুটি রাস্তা A বিন্দুতে পরস্পরকে 
ছেদ করে। উপ রাস্তা থেকে 100 ছুট দূরে একটি IVAI তৈরি wa) হবে। 
মূলবিন্দুর সাপেক্ষে বাড়ীটির সম্ভাব্য অবস্থান নির্ণয় কর। [Rurhki '50] 
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50, মূলবিন্দু থেকে z sec ৪--% cosec 0=a এবং z cos 0—y 51095 


a cos 20 রেখাদ্বয়ের উপর অঙ্কিত aww যথাক্রমে p ও ? হলে, প্রমাণ কর ষে, 
47° 171012 =a? [A. U. 45] 


51. দেখাও যে y-0, 43/+০-10-0, y- /8 ও J$y—z=0 


Caste ল একটি ট্রাপিজিয়ম উৎপন্ন করে । RI স্থানাঙ্ক এবং ট্রাপিজিয়মটির 
ক্ষেত্রফল নির্ণয় =ç | 


52. যে চতুনু'জের বাহগুলির সমীকরণ এ =; 2০৫৯ y=b ও y-b' হলে 


উহার কর্ণগুলির সমীকরণ নির্ণয় zq | [C. U. '61] 
58. P(2, 3) ও a(1, 4) বিনয় 5r —4y-L9—0 রেখার একই দিকে কিংবা 
দিকে স্থির কর। 


54. P fA থেকে z+y-5=0 ও 92 — 2y-- 7 —0 রেখাদ্বয়ের উপর ল্ব 
দূরত্বের সমষ্টি সর্বদা 10) প্রমাণ কর যে, P অবশ্যই একটি সরলরেখায় চলাচল করে। 
[C. U. 50] 
~ 55. z cos jy sin0=p, ও : 5 cos $-ysiné-p, রেখাছয়ের 
অস্তভুক্ত কোণের সমদ্বিখগ্ডকের সমীকরণ নির্ণয় কর। ; 
„56. y=mr+c, ও #=me+os সমাস্তরাল সরলরেখারছয়ের পারস্পরিক 
দূরত্ব নির্ণয় কর। 
OST, 74+} =! রেখা থেকে এ-অক্ষের কোন্‌ বিন্দুর লগ দুরত্ব a. ? [C. U. '51] 


58. (3, —9) বিন্দু থেকে 15+%7/+4-0 রেখার উপর cape সর্বদা 
5 একক হওয়ার শর্ত নির্ণয় কর। [C. U. 756] 


59. | দেখাও যে, 72—-9y--10—0 রেখার যে কোন বিন্দু থেকে Sz+4y=5 
ও 12z+5y=7 রেখাদ্বয়ের উপর অঙ্কিত quay সমান | [C. U. 52] 


60. (20, 90) fex থেকে (0, a) বিন্দুগামী ছুটি সরলরেখার mm ৫; 


"রলরেখ| ছুটির সমীকরণ Gp কর। ওঁ পাধবিনুদ্ধয়ের সংযোজক সরলরেখার 
গমীকরপটিও (dg কর। ; [C. U. 58, Rajputana '41] 


81” (4,5) বিন্দুগামী এবং 3z—4y--7 ও 5y—19z--6 রেখাছয়ের সঙ্গে 
‘মান কোণে নত সরলরেখাদ্বয়ের সমীকরণ নির্ণয় কর। [Rurhki 49] 


68. y=1,8z—4y=5 ও 6z+19y-+18=0 রেখা দ্বারা গঠিত ত্রিভুজের 
ন্তর্কেন্দের স্থানাঙ্ক নির্ণয় কর। 


68. 2 cos «—y sin *-%-০ রেখা অক্ষদ্বয়কে ছেদ করে) ছেদ্দিতাংশের 
"UTITUR সমীকরণ fadu কর ; p এর সান সর্বদা সমান | I! A. U. 41] 
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চতুৰ্থ aena (The Cirele) 


4.1. বৃত্তের দংজ্ঞা! (Definition of Circle) . 

কোনও সমতলে চলমান কোন বিন্দু Q সমতলের অন্য একটি নির্দিষ্ট বিন্দু থেকে 
Wf সর্বদা সমান দূরে থাকে তবে এ চলমান বিন্দুর সঞ্চারপথকে বৃত্ত বলে। fafiè 
বিন্ুটিকে বৃত্তের কেন্দ্র (centre) এবং এ নির্দিষ্ট দূরত্বকে বৃত্তের ব্যাসার্ধ (radius) 
বলে। 

সঠিকভাবে বলতে গেলে, সঞ্চারপথটি বত নয়, বৃত্তের পরিধি (circumference) | 
পরিধি দ্বারা বৃত্তটি আবদ্ধ 


42. বৃত্তের সমীকরণ fad (To find the astian of a aid) 

L. cem ও ব্যাসার্ধ দেওয়া আছে; ms 
বৃত্তের সমীকরণ নির্ণয় করতে হবে। Y! 1 M 

মনে কর, বৃত্তের কেন্দ্র ০ এর স্থানাঙ্ক 5213 x 
(h, k) এবং বৃত্তের armi =a 

বৃত্রের পরিধির উপর cw কোন বিন্দু 
P(z, y) নাও | 

CP? —(z — h)? 4-(y — k) 
কিন্তু cP-a, বৃত্তের ব্যাসার্ধ; 


+ (x— b)! 4-(y — k)* —a* হল 0 ex 
নিৰ্ণেয় সমীকরণ । fja94 ' 
II. বৃত্তের কেন সূলবিন্ু (0, 0) ও ব্যাসার্ধ a হলে এ বৃত্তের AEA” 
x*4- y? =a? 


ag: L 
d) মূলবিন্দু ০ বৃত্তের পরিধিস্থ হলে ht EET = at হবে f : 
&. বৃৱের সমীকরণ হবে x'4y!-2hx-2ky-0 

(i) মূলবিন্দু পরিধিস্থ নয়। কিন্তু cem /অক্ষের উপর । . s. h=0 

এবং বৃত্তের সমীকরণ হল x*-(y 10) =a? 
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(ii) মূলবিন্দু qe না হলে এবং কেন্দ্র z অক্ষের উপরে হলে ॥=0. তখন 
সমীকরণটি (x— h)? +)? =a? হবে। 

(v) মূলবিন্দু পরিধিষ্থ এবং বৃত্তের ব্যাস এ-অক্ষে সমাপতিত হলে, 7-0 ও 
=, QOI সমীকরণটি হবে x!-,?—2hx—0. 

(v) gð aras স্পর্শ করলে ॥=॥=৭. অতএব বৃত্তের সমীকরণ 
(z —a)! +U-a)* =a? বা, 2! --y* — 9az —9ay— ০৪০০ 


43. (a) বৃত্তের সাধারণ 341234 (The general equation of the 
circle) 
a? +y*+295+2//+০=0 সর্বদাই কোন বৃত্তের সমীকরণ | 
প্রমাণঃ উপরের সমীকরণকে নিচের মতো! করে লেখা যায়। 
(++25+82)+৬*4+2/5+১৯)-৯+)-6 
বা, e) uf -( Jur] 52 
বা, 1০-(-9)১+1/-(-1,-৩/9550-9* 
(E-M (y E)! «o? সমীকরণের সঙ্গে JAN করলে aen যায় যে, 
হ +২4 9295+ %//+০=0 সমীকরণটি 
9, f ও 6 এ সব মানের জগ্ত একটি বৃত্তের সমীকএণ যার কেন্দ্র (- g, — D) ও 
ব্যাসাধ / নক e 
X y! 2gx-E2ly e কে বৃত্তের সাধারণ সমকরণ বলা হয়। 
জ্ঞাতব্য £ (i) g*-/*-c» 0 হলে sefa ব্যাসার্ধ অথাৎ qef বাস্তব (real) ! 
G) g'«/ -c«0 হলে qas ব্যাসার্ধ অথাৎ বৃত্তটি কাল্সানক magi 
nary) | 
di) ০*+/*-০-০ হলে wm M9 অথাৎ বৃন্তটি একটি বিন্দু-বৃতত 
(point-circle) | 
(v) সমীকরণে তিনটি নিরপেক্ষ apa পদ থাকায় বোঝা যায় যে, তিনটি নিরপেক্ষ 
জ্যামিতিক শর্ত ছারা একটি বৃত্ত fis; যেমন তিনটি প্রদত্ত বিন্দুর মধ্য fect একটি 
$ë আকা যায়। 
(b) সাধারণ দ্বিঘাত সমীকরণ ৪২? 4 2hxy by? 2gx 4 2y 0-08 
বৃত্তের সমীকরণ হওয়ার প্রয়োজনীয় শর্ত 
৫০++2/4/+8৮৯+2০+21/+০-০ 


$ 59 
বা, t+ Pay yr Ps M 5=0 


এ অতএব যদ amb এবং 7." 0 হয় 
তবে ৫০৪1-97-48 +902+2//+০- 0 একটি বৃত্তের সমীকরণ হবে এবং 


r: কেন্দ্র (-৪ - এবং simi" / 974 i-e. 


; . অতএব নির্ের শর্ত হল x' ও y? এর সহগ সমান ও xy এর সহগ শুন্য 
১44. প্রদত্ত ব্যাস” দ্বার! বৃত্তের সমীকরণ fef jp equation o 


a Circle with given diameter) 
(21,91) ও (za, ya) বিন্দুদ্য়ের সংষোজক সরলরেখা যে বৃত্তের ব্যান, তার 
সমীকরণ নির্ণয় করতে হবে। 

। ধর, A(2,, 11) ও ব্যাসের একপ্রান্ত 
বিন্দু ও 8124, ys) বিপরীত প্রান্তাবন্দু 
এবং P(z, y) পরিধিস্থ যে কোন fant i 

AB, BP 8 AP যুক্ত কর l 


AP রেখার নতি=_ 1 


নে 


am, BP রেখার afe >” 5 di 
z— >: 


LAPB অর্ধবৃত্স্থ বলে 90°; স্থতরাং AP ও BP পরস্পর AT | 


Y-Y yY! fs; —1 
নতিদ্বয়ের গুণফল= 22: চাস 


বা, (০-%2)(০-28)1+(-85)-8)-0 
নির্ণয় সমীকরণ £ (xxi x33) * (y -yy - 5:3)70 
4.5. বৃত্তের সাপেক্ষে কৌন বিন্দুর অবস্থান (Position of a poin 
with regard to a circle) 
(৪, ya) বিন্দুটি হঃ4+9?-৭:=0 বৃত্তের বাইরে উপরে কিংবা ভিতরে থাক. 
তা নির্ভর করে 2: +y _০৯৯৭৫০ হয় তার উপর 1 
(SUR (27,93) যে কোন একটি বিন্দু। বৃত্তের কেন্দ্র € (0, 0) 
PC? ea y) 
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P বিন্দু বৃত্তের বাইরে, উপরে কিংবা ভিতরে থাকবে $ . 
XR PC <ব্যাসার্ধ, হয় অর্থাৎ ৮০৯৯ <( ব্যাগাৰ্ধ)* হয় 
অর্থাৎ zj4y)2-ao 
অর্থাৎ 2) y! -a12«0, হ্য় 
P n অনুরূপভাবে, gofa সমীকরণ 
£৪++22+-2%+-০-*0 হলে 
(z, y1) বিন্দুটি বৃত্তের বাইরে, উপয়ে 
চিত্র 26 কিংবা ভিতরে থাকবে তা নির্ভর করে 
1 Vi +295,+2//,4+০> <0 হয় তার উপর । 
46. বৃত্তের পরমাত্রিক সমীকরণ (Parametric form of equation 
to a circle) ° 
ধর, £:+/৪-০% বৃত্তের FE ০ এবং P(z, y) পরিধিস্থ যে. কোন fam 1 
OP যোগ কর। OP রেখা ঞ-অক্ষের ধনাত্মক t 
দিকের সঙ্গে 9 কোণে নত। Y 
"^  £€-0M-0P cos 0=a cos 0 
Vy * PM —OP sin 0—a sin 0 
€3 মান ০-৯৪৭-এ পরিবতিত হলে 
P(a cos 6, a sin 0) বিন্দু ও পরিধির সন্তাব্য 
নব অবস্থানেই থাকবে। বিপরীতপক্ষে, p. 
যে কোন অবস্থানে ৪-র একটি বাস্তব মান 
পাওয়া যাবে। চিত্র 27 
e 2* -- y! —a* বৃত্তের পরমাত্রিক রূপ হল : 
x=acos0, y=asin 0 
কে চলক পরমাত্রা (Variable Parameter) ata | 
সধুরূপভাবে, এ*+-+-৪০০+-2//+০-:০ বুকের পরমাত্রিক রূপ হল 
৮7+8-+/8+2-6 coso, ydf 41641555৪18 0 


47. সমরৈখিক নয় এমন তিন বিন্দুগামী বৃত্তের সমীকরণ (Equa- 


tion of the circle through three non-collinear points) 


ধর, A(21, Y1), B(x, ya) এবং C(z,, ys) সমরৈখিক নয় এমন তিনটি বিন্ণু। 
^ B, C বিন্দুগামী বৃত্তের সমীকরণ নির্ণয় করতে হবে | 
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ধর, নির্ণেয় সমীকরণ ০৯+৪+2৫০+421/+০-0 c) 
যেহেতু (i) নং সমীকরণের বৃত্তটি (25, Y1) (Za 92) এবং (za, ya) বিন্ুগামী, 


অতএব 26 +y + 2921+ 2y, +c=0 di (ii) 
232 +y? 9923 + 9fy | +c=0. ivt D 
zè +y? +yz, +2/৮৯4০-0 s. 7 Qv) 


(i), Gü) ও (iv) সমীকরণ সমাধান করলে g, f এবং c3 মান ATS হবে। 
ওঁ মানগুলোকে (i) নং সমীকরণে বসালেই নির্ণেয় বৃত্তের সমীকরণ পাওয়া যাবে 1 


48. কষে দেওয়! উদাহরণ (Illustrative Example») 

wi 1. যে বৃত্তের কেন্দ্র (2, — 3) এবং ব্যাসার্ধ 5 তার সমীকরণ নির্ণয় কর। 

(h, 7) cem ও ব্যাসার্ধ ৫ হলে, বৃত্তের সমীকরণ (e-h (y — E)! =a" 

এখানে 7০9, k= —3 8 a=5 s. (০-৪)১+৫/+3)১-5* 

. ৪৪+%-4০+6/-19-0 নিৰ্ণেয় সমীকরণ | 

Bal. 2. (0,0), (0, 5) ও (78, —1) বিন্দুগামী বৃত্তের সমীকরণ নির্ণয় কর। 
[ Mysore '46 ] 

ধর, বৃত্তের সমীকরণ 2৪+২+9৫০+2//+০-0 117 

`. qe (0, 0+ (0, 5) ও (- 2, —1) বিন্দু দিয়ে যায় । অতএব (1) থেকে, - 


c=0 (sg (1) 
95—10f/+c=0 E (2) 
৮-40-9/1+০-0 ^ (3) 


(9), (3) ও (৫) সমাধান করে ০-০,/- -$ 8271 
*, নির্ণেয় বৃত্ত x'-y'!r5x-5y70 
$vi. 3. 23 py! — 62-4 149-330 বৃত্তের crat ব্যাসার্ধ faf কর। 
C. U. '61) 
g3-- y! — 6z--14y--9370 
বা, a'—6z-49-y*! 4 14y 49795 
বা, (z—3) 4E * -5* 
v. ৰৃৱটির কেন্দ্র (3, —7) ও ব্যাসার্ঘ-5 
Sql. 4. ০*+৬১-০০+০/-7-০, z*+y*-6r-2y-6=0 ও 
৪৪+৪ -8z—4y—6-0 qu তিনটির cem ও ব্যাসার্ধ নির্ণয় কর। প্রমাণ কর যে 
aasa একটি সরলরেখায় অবস্থিত ; এ রেখাটির সমীকরণ fafa কর | [C. U. 50] 
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a +y*4+2754-2/4+০=0 বৃত্তের সমীকরণ -হলে, উহার cem (— 9, -/) 
এবং ব্যাসার্ধ VFJ- o হয়। 
পর্যবেক্ষণ ছারা এখানে কেন্ত্রুল যথাক্রমে (1, —1) (3, 1) ও (4,9) 
এবং ব্যাসার্ধগুলি যথাহমে 1147 অর্থাৎ 3, +/94176 অর্থাৎ 4 এবং 
V16+4+5 অৰ্থাৎ 5 1 
Qn, Y1), (siga) ও (55৭5) কিছু fuse সমরেখ হবার শর্ত : 
28522512505 0551-25-2৯ =0; 
এখানে, আলোচ্য বিন্দু তিঃটি (1, — 1), (8, 1) ও (4, 9) ; 
এক্ষণে, 11—3(—-1)-3.2-4.-4-4(—1)—1.2 
-14-3-*6-4-4-2-10-10-0; .. কেন্দ্রত্রয় HITAY I 
ধর, মরলরেখাটির সমীকরণ  y-mz-4c 
যেহেতু ধেখাটি (1, —1) ও (3, 1) বিন্দু দিয়ে যায় 
৮১-17-1116 ° rati 
! এবং 1-23m-tc ) "n 
| ₹ সমীকরণহ্য় সমাধান করে m-1,c--9; 
y7x-2 fata সমীকরণ। 
B TT (,—2) w.(4, —3) বিন্দুত্ধযগামী এবং যার 98 
8z+4y=7 রেখার উপর অবস্থিত তার সমীকরণ fadt কর। 
ধর, বৃত্তটির সমীকরণ 2২+ 4+2704-9/y+০=0 
যেহেতু FER (1, —9) ও (4, - 3) fenum দিয়ে যায় 


+. 5+29+4/+c=0 ses. ortu) 
এবং 925--87—6/4-c-0 YU S (D 
আবার যেহেতু qatiq cam (—g, —f) 3r+iy=7 রেখার উপর অবস্থিত 
NOUS ggf T ৮08 


(i), Gi) ও (iii) সমাধান করে 9= —41 /-$ এবং ০০. 
se aty- $1০+৫9+৮-০ 
বা, 15x? +15y?-9ix+ 18y +55=0, উদ্দিষ্ট সমীকরণ | 
ÈT. 6. ঘে বৃত্ত TART দিয়ে যায় এবং অক্ষয়ের ধনাত্মক দিকে 9 ও 4 একক 
ছেদ করে, তার সমীকরণ নির্ণয় কর। =< [Gowalior 148] 
ধর, 2 অক্ষে 8 একক ও y অক্ষে 4 একক ছেদ করে। স্থতরাৎ 2 ও y অক্ষহয়কে 
যে যে বিন্দুতে বৃত্তি ছেদ করে তার স্থানাঙ্ক যথাক্রমে (3, 0) ও (0, 4) ` 


| P 

| বৃত্ত 63 
ধর, gefta সমীকরণ 2+? +292+2/y+c=0 + (i) 
যেহেতু বৃত্তটি (0, 0), (3, 0) ও (0. 4) বিন্দু faa যায়, অতএব (i) খেকে 


c=0 
9+6;=0} 
Vapi 16+5f=-0 
সমাধান করে, c=0, g=- f= _৪ 
নির্ণেয় সমীকরণ x? oy? -3x-4y =0 


উদ্বা. 7. প্রমাণ কর যে, s? +y? +82- 49+ 15=0 এবং z'4-y'—8z 
-12y-7-0 বৃহদ্ধয় পরস্পরকে ব'হস্থভাবে স্পর্শ করে। স্পর্শ বিন্দুর স্থানাঙ্ক কত? 
প্রথম বৃত্তের কেন্দ্র (—4, 2); 
» » ব্যাদাধ= /(-4,%+(2)*-15= v5 
দ্বিতীয় বৃত্তের কেন্দ্র =(4, 6) ; 
» n ব্যাসার্ধল 4/4)8+6)8-7-8 /5 
cat qa Va ci) 6-3 
টন I 
qnia সম =/548/5=4 V5 
"^ Gawa দূরত্ব= qas সমষ্টি 
অতএব qat পরস্পঃকে 3f aia ছাবে স্পর্শ করে L E 
ম্পর্শবিন্দু (—4,9) এবং (4, 6) বিন্দুর mmm. রেখাংশকে NS : 3 5 বা 
L 1: 8-তে অন্তবিভক্ত করছে। কাজেহ স্পর্শ বনদুর স্থানাঞ্ক (<, B) হলে 


| «= 14 3(—4) 16-32... 
| ^ 1T8 1+3 


(—2, 8) হল স্পর্শ বিন্দুর "atat i 

উদ. 8. (3,7,«€(9,1) বিনু্বয়ের সংযোজক AMAA কোন বৃত্তের ব্যাদ 

হলে qala সমীকরণ 'নর্ণয় কর। LH. S. '70] 

(21, y,) ও (22, Ya) ATAI সংযোজক রেখা ব্যাস হলে বৃত্তের সমীকরণ 
(5-%5)0০-%3)1(0/-85)(8-5)-09 

এখানে 2২-38-5255 9১25 1 

^ নির্ণের সমীকরণ £ (2-3) ০-9)+(/-%)0/-1)-0 

বা, ০2+4-195-8/+34£-0 


i= q; p 
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Wq1. 9. ABCD বর্গক্ষেত্রের বাছুর দৈর্ঘ্য ৫; AB € AD কে ছুটি অক্ষ ধরে 
প্রমাণ কর যে, এ বর্গের পরিবৃত্তের সমীকরণ ৩২+? = (z+. [C. U. 51) 
বর্গের পরিবৃত্তের ব্যাস= arai - a একক 
`. A বিন্দুর স্থানাঙ্ক _ (0, 0) -. ০ বিন্দুর স্থানাঙ্ক — (a, a) 


. ৯০ এর মধ্যবিন্দু O-3 ( কেন্দ্রের ) স্থানাঙ্ক (৫, a) 


`. ABCD বর্গের পরিবৃত্তের কেন্দ্র 5 5) ও gie Vise o. একক 


3 3 3 
6-9 672 - 5) 
at as a? 
3l, 017৮ ur. 
"o x'*y!c-a(x- y) হল fac সমীকরণ i 
Wwi. 10. (i) (3, 2) বিদুগামী যে বৃত্তটি এ:+//৪ _:৪০+4/+6-0 বৃত্তে 
সমকেন্দ্িক তার সমীকরণ কি হবে? 
(i) » ব্যাসার্ধ বিশিষ্ট ও 25৪+-28+8০-6/+9-0 বৃত্তের সমকেন্ত্রিক 
বৃত্তের সমীকরণ fada কর। ) 
PCS SS বৃত্তের (—g, =f) বা (g, fa মান সমান। অতএব, 
d) ০১+৬৪-$০+4/+৮-0 বৃত্তের সমকোন্দ্রক বৃত্তের সমীকরণ 
` U a yt - Sz Aye 0, 
যেহেতু, বৃত্তটি (3, 2) বিন্দুগামী, 
$৯+9+-8.৪+4.2+০-0 — .. ০০০ -19 
* নির্ণে্ বৃত্তের সমীকরণ : x! 4- y? — 3x -- 4y — 12-0. 
Gi) 2০++2/+৮০-6/+০-0 বৃত্তের সমীকরণটিকে নিয়োক্ত রূপে 
পরিবতিত করা! যায় : 
x ct y! tis- 3y+1=0......(i) 
2' y! iz 3y--1-0 বৃত্তের সমকেন্দ্রক বৃত্তের সমীকরণ : 
০*++$০-৪/+০-০..... (ii) 
এর g-1, f==š y mio ৯/$)৮+0-8)8-6 


^. প্রশ্বাহুসারে, SU C3 
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O উভয়পক্ষকে বর্গ করে ও পক্ষান্তর করে, ৫-+8+$&- ফলস 
71... নিৰ্ণেয় সমীকরণ £ ৪++$০-8+£-9 
5 বা, 2x'498,'!--5x—6y +7=0 
LL উদ্দা, 10. যে বৃত্ত অক্ষদ্বয়কে (1, 0) ও (0, 1) বিন্দুতে স্পর্শ করে তার সমীকরণ 
নিৰ্ণয় কর । 
n z বুন্তটি (1,0) ও (0, 1) বিন্দুতে অক্ষদ্ধয়কে স্পর্শ করে অর্থাৎ ৫-অক্ষে ও 

&-অক্ষে এক একক ছেদ করে। -i বৃন্তটির ব্যাসার্ধ =1 একক এবং (FS 
ists (1, 1) 

facis সমীকরণ (c 1)? (y -1)* - (D* 
বা, x*4y!—-2x—-2ydc1-0 


Exercise 4 

1. বৃত্তের ব্যাসার্ধ ও কেন্দ্রগুলি যথাক্রমে নীচে দেওয়া হল, বৃত্তগুলির সমীকরণ 
নির্ণয় কর। 

à) «mm-5; cm: (3, _4) 

Gi) ব্যাসার্ধ -+/ ১ cem (0,3) 

(i) ব্যাসার্ধ-৪$ cem (6, 4) 

(iv) ব্যানার্থ= 5/৫৪-6 5 cem (a cos $, a sin 9). 
2. নিম্নোক্ত বৃত্তগুলির সমীকরণ নির্ণয় কর : 

(G) কেন্দ্র (-1, —2) এবং বৃত্তটি (1, 3) বিন্দুগামী 


(i) কেন্দ্র (9, 3) এবং বৃত্তটি (5, 7) বিন্দুগামী [ C. U.'87 3 
— 9) এবং বৃত্তটি 3z--y 714 ও 9০+-8/-18 রেখাদ্বয়ের 


Gü) কেন্দ্ৰ (1, 
[ C. U. '45 ] 


ছেদবিন্দুগামী । 

: 3. নীচের বৃত্গ্ুলির কেন্দ্র ও ব্যাসার্ধ নির্ণয় কর। ) 
T. ৪৯+৪-৫ Gü) (e-9) +e- — 10 
(ii) ০*+৮+2০+9/-0 (iv) £৪+৯-9৮-6/-6 
(v) ৪০৯+৪/+19-6/+19-0 

(vi) z3--y?—32—4y70 (vii) 973 --2y* 72—3y—0 


উঃ মাঃ গঃ স্থানান্ধ_5 
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4. দেখাও যে, 2* --y* —9ar-F2ay--a*—0 বৃত্তটি x ও %-অক্ষদ্বয়কে f. 


করে এবং স্পর্শ বিন্দুর স্থানাঙ্ক নির্ণয় কর। [ AM. Ú. 44] 
5. AP z=0, y-0 ও ¿=c রেধীত্রয়কে স্পর্শ করে তার সমীকরণ 
নির্ণয় কর | [ Raj. U. 44] 
6. প্রমাণ কর যে, z*--y*—1, z*--y* — 9; —6y—6 ও r? +y? —4z 
—19y—0 বৃত্তত্ৰয়ের কেন্্রগুলি সমাস্তর শ্রেণীভুক্ত | [ C. U.] 
7. যে বৃত্ত ত্রিভুজের শীর্ষবিন্দুত্রয় (8, 1), (14, —1) ও (11, 5) দিয়ে যায় তার 
নমীকরণ নির্ণয় কর। ( Rurhki. U. 46 ] 


8. (3, 4), (8, —6) ও (— 1, 9) বিন্দুত্রয়গামী বৃত্তের সমীকরণ নির্ণয় কর। 

৪. 2৪4+2-92-8/+-19-0, 25 -y*--9z4-4y —4— 0, ও c? 4- y? 
74s — 14y-17—0 বৃন্তত্য়ের কেন্দ্র দ্বারা গঠিত ত্রিভুজের ক্ষেত্রফল নির্ণয় কর এবং 
তা থেকে কি সিদ্ধান্ত কর! চলে লেখ | 

10. দেখাও যে, z!-ky'-18z—6y--26—0, ০৪++1074-8% 
+t25=0 ও zt +y —67--5—0 বৃত্গুলির cens সমরেখ | 
"0744. প্রমাণ কর যে, wt Fyt, z*-Fy*-F67—9y—1 ও z? +y? — 19 
"F4y - 1 বৃতগুলির কেন্দ্ৰ্ৰয় সমরেখ ; রেখার সমীকরণ নির্ণয় কর | [ H. S.'68] 
— 12. প্রমাণ কর যে, 2! y! — 62-30, tipy? 14r —8y+ 65-0 
9.21 y! — 16z-4y4-19- 0 বৃত্তগুলির কেন্দ্রত্রয় একই সরলরেখায় অবস্থিত 
এবং এ সরলরেখাটির সমীকরণ নির্ণয় কর। 


18. y-z, y-9r ও ৮8০4 রেখাগুলিগ্বারা গঠিত ত্রিভুজের পরিবৃত্তের 


সমীকরণ নির্ণয় কর। [ All. Ú. '48 ] 
14. z+yg=6, 9249=4 ও z+9y=5 রেখাগুলিঘারা গঠিত ত্রিভুজের 
$পরিবৃত্তের সমীকরণ নির্ণয় কর | [ A. U. '45 ] 


$0049. মে বৃত্ত নীচের বিন্দুগুলি দিয়ে যায় তার সমীকরণ নির্ণয় কর : 
f (i) (2, "D, (2, 3) ও (4, E 1) 
Gi) (0, 0), (a, 0) ও (0, v) (iii) (1,2) (8, —4) ও (6, —6) 


16. যে বৃত্ত সুলবিন্দুগামী এবং উভয় অক্ষের ধনাত্মক দিক থেকে p ও q অংশ 
ছেদ করে, তার সমীকরণ নির্ণয় কর | 

17. যে বৃত্ত এ-অক্ষকে স্পর্শ করে, (0, 1) বিন্দু দিয়ে যায় এবং /-অক্ষ থেকে 
8 একক ছেদ করে তার সমীকরণ নির্ণয় কর | š [ N. D. 45 ] 
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18. যে বৃত্তের (4, 8) ও (—2, 5) fatta এবং কেন্দ্র 22 —3y = 4 রেখায় 
অবস্থিত তার সমীকরণ নির্ণয় কর 1 [ C. 0.50 ] 
bs 
5 
তার সমীকরণ নির্ণয় কর। [ C. U.'40] 

20. যে বুন্ত (8, —6) বিন্দু দিয়ে যায় এবং উভয় অক্ষকে mf করে, তার 
«m নির্ণয় কর। 

21. (1, —1) ও (-৮, 7) বিন্দদ্বয়ের সংযোজক রেখ। বৃত্তের ব্যাস হলে, বৃত্তের 
সমীকরণ নির্ণয় কর। 

22. একটি ত্রিভুজের Maaa (0,1) (-2,0) ও (1,01; প্রথম পাদে 
fügcers যে বাহুটি থাকে সেটি বৃত্তের ব্যান হলে 3392 সমীকরণ faa কর । 

[ C. U. '50] 

23. (-1,5) ও (—7,5) fagi এবং 3r+4y=17 রেখাকে 
স্পর্শকারী বৃত্তের সমীকরণ fads কর | [ 8০]. U. 50 ] 

84. কোন বৃত্তের ব্যাসের প্রান্তবিদুন্বয়ের স্থানাঙ্ক (3,0) € (7, —1) হলে, 
Feda সমীকরণ নির্ণয় কর | - (ali. U. *39 ] 


25. দেখাও যে, (2, —1), (3, 2) ও (3, 8) faxum যুক্ত করলে যে ত্রিতুক্গটি 
উৎপন্ন হয় ত afa একটি বৃত্তের ভিতরে অবস্থিত। 

26. যদি ০০+/-10 বৃত্তের একটি জ্য|-র সমীকরণ 2০ হয়, তাহলে 
Š lca ব্যান ধরলে qaa সমীকরণ কি হবে? [Atla. U. 48] 

27. প্রমাণ কর যে, (9,0), (5, 73), (2, —6) ও (-1, —3) faxa 
TO এবং 3 aces সমীকরণ নির্ণয় কর। 


28. মূলবিদ্দুগামী ঘে বৃত্ত অক্ষয়ের 6 ও 8 একক ছেদ করে তার সমীকরণ 
নিৰ্ণয় কর I 


29. যে বৃত্ত মৃলবিন্দুগামী এবং waqaq সঙ্গে 32--4y 19 রেখার ছেদ বিন্দু 
“ইট দিয়েও যায়, তার সমীকরণ নির্ণর কর | 

30. daf থেকে হ-অক্ষেত্র ছুটি (qr Waq এ একক, এ দুই বিদুগামী এবং 
ass ব্যানার্ধযুক্ত 3782 সমীকরণ নির্ণয় কর। [0.0.58] 


8 s 23 E y* --27z--9fy4- 0 0 বৃত্তের অন্তপিখিত সববাহু ত্রিহুজের CHITA 
LEE 


19. যে বৃত্তের কেন্দ্র মূগবিন্দু এবং যা -§=! রেখাকে &-অক্ষে ছেদ করে 
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4. দেখাও যে, ০+4* 2৫৮42444০50 বৃত্তটি x ও /-অক্ষদ্বয়কে md 


করে এবং স্পর্শ বিন্দুর স্থানাঙ্ক নির্ণয় কর। [ All. 0,144] 
5. QI qé z=0, y=0 ও s—c Came স্পর্শ করে তার সমীকরণ 
নির্ণয় কর। এ [ Raj. U. '44 ] 
6. প্রমাণ কর যে, 2*--y*—1, %৪+৭-2০-:6/-6 ও x? +y? —4z 
—19y—0 বৃত্তত্ৰয়ের cemefa সমাস্তর শ্রেণীভুক্ত | [০0.0.] 
7. যে বৃত্ত ত্রিভুজের শীর্ষবিন্দু্রয় (8, 1), (14, —1) ও (11, 5) দিয়ে যায় তার 
নমীকরণ নির্ণয় কর। [ Rurhki. U.46.] 


8. (3,4), (8, —6)'e (—1, 9) বিদদুত্রয়গামী বৃত্তের সমীকরণ নির্ণয় কর। 

9. zi y! -9:— 84-19 -0, ct hy --9x4-4y — 4—0, ও zt 4- yt 
—4z— 14y--17—0 বৃত্তত্ৰয়ের কেন্দ্র «tl গঠিত ত্রিভুজের ক্ষেত্রফল নির্ণয় কর এবং 
তা থেকে কি সিদ্ধান্ত কর] চলে লেখ | 

10. দেখাও যে, 2৪+/৪-18৪--6/+26-0, 2৪+-8+-1024-8% 
+25=0 ও ০৪+-৭-6০+-৮-0 বৃত্তগুলির কেন্দরত্রয় সমরেখ | 
V 11. প্রমাণ কর যে, 2৪4৮৯, 231 y*-67—9y—1 e zt y? - 197 
4y 71 বৃ্গুলির cenas সমরেখ ; & রেখার সমীকরণ নিৰ্ণয় কর । [ H. S. '68] 

12. প্রমাণ কর যে, 2*4 yf 643-0, zy! +140 -8y4 E570 
ও৪:+/*--16০+4/+19-0 বৃগুলির crag একই সরলরেখায় অবস্থিত 
এবং এ সরলরেখাটির সমীকরণ নির্ণয় কর I 


18. y—z, y-9r ও y= 87-9 রেখাগুলিদ্ধারা গঠিত ত্রিভুজের পরিবৃত্তের 


সমীকরণ নির্ণয় কর। [ AN. Ú. 48] 
14. zty-6, 9:4y—4 ও t4-2y- 5 রেখাগুলিদ্বারা গঠিত ত্রিভুজের 
&পরিবৃত্তের সমীকরণ নির্ণয় কর। : [ A. U. 45 ] 


$08. মে বৃত্ত নীচের বিন্দুগুলি দিয়ে যায় তার সমীকরণ নিৰ্ণয় কর : 
f (i) (2, NT 1), (2, 3) ও (4, E 1) 
Gi) (0, 0), (a, 0) ও (0, b) Gii) (1,2), (8, —4) ও (5, —6) 


16. যে বৃত্ত aspi) এবং উভয় অক্ষের ধনাত্মক দিক থেকে p ও ৫ অংশ 
ছেদ করে, তার সমীকরণ নির্ণয় কর | 

17. যে বৃত্ত এ-অক্ষকে s করে, (0, 1) বিন্দু দিয়ে যায় এবং /-অক্ষ থেকে 
8 একক ছেদ করে তার সমীকরণ নির্ণয় কর | [N 0.48] 
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18. যে বৃত্তের (4, 3) ও (—2, 5) বিন্দ্বপ্নগামী এবং কেন্দ্র 22 —3y = 4 রেখায় 
- অবস্থিত তার সমীকরণ নির্ণয় কর। [ €. 0.50 ] 


19. যে বৃত্তের cem মূলবিন্দু এবং যা ব_ {1 রেখাকে &-অক্ষে ছেদ করে 


তার সমীকরণ নির্ণয় কর। [ €. U.'40] 
20. যে বৃত্ত (-3, —6) বিন্দু দিয়ে যায় এবং উভয় অক্ষকে sf করে, তার 
কেন্দ্র নির্ণয় কর। 
21. (1, —1) ও (—5, 7) RAIA সংযোজক রেখ। বৃত্তের ব্যাস হলে, বৃত্তের 
সমীকরণ নির্ণয় কর 1 
22. একটি ত্রিভুজের Maaa (0, 1), (—2,0) ও (1,0/; প্রথম পাদে 
fixaa যে বাছুটি থাকে সেটি বৃত্তের ব্যাস হলে বৃন্তটির সমীকরণ fad কর । 
[ C. U. 59] 
28. (-1,5) ও (—7,5) Raat এবং 3r+4y=17 রেখাকে 
্পর্ণকারী বৃত্তের সমীকরণ নির্ণর কর। [ Raj. ০.750] 
24 কোন বৃত্তের quon প্রান্তবিনুন্বয়ের স্থানাঙ্ক (8, 0) ও (7, —1) হলে, 
বৃত্তটর সমীকরণ নির্ণর Fa । - (Ali. U. ’39 ] 
2». দেখাও যে, (2, — 1), (3, 2) ও (8, 8) fiat যুক্ত করলে ca agr 
উৎপন্ন হয় তা সপ্পূর্নন্ধ:প একটি বৃত্তের ভিতরে অবস্থিত। 
26. যদি 0: 4-/২= 107 বৃত্তের একটি জযা-র সমীকরণ ॥=25 হয, তাহলে 
Š grecs ব্যাস ধরলে 3803 সমীকরণ কি হবে? [Alla. U. '48 ] 
27. প্রমাণ কর যে, (2,0), (6, —3) (2, -6) ও (71, —3) Raaf 
IUE এ বৃত্তের সমীকরণ নির্ণয় কর। 
28. ARGNA যে বৃত্ত অক্ষয়ের 6 ও 8 একক ছেদ করে তার সমীকরণ 
নির্ণয় কর। 
9. যে বৃত্ত মূলবিন্দুগামী এবং অক্ষয়ের সঙ্গে 3০+4/--19 রেখার ছেদ বিন্দু 
"ইট দিয়েও যায়, তার সমীকরণ নির্ণয় কর । 


30. মুলবিদদু থেকে £-আক্ষেত্র ছুটি fqq: দূরত্ব 2 একক, এ দুই বিদুগামী এবং 
একক ব্যাসার্ধঘুক বৃত্তের সমীকরণ নির্ণয় কর। [ C. U. *52.] 


"s 23 -- y* toget 9fy 4-00 বৃত্তের অস্তরিখিত সববাহু ত্রিভুজের omaes 
কর। i 
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32. কোন বৃত্তের কেন্দ্র (2, 8) এবং Fe ৪০--9%- 1=0 ও 4c --y— 91 
=0 রেখাদ্বয়ের ছেদ বিন্দুগামী, বৃত্টির সমীকরণ নির্ণয় কর à [ C..0.47] 
93. y+3z+5 এবং z-Fy-Fl-0 একটি বৃত্তের ছুটি ব্যাসের সমীকরণ। 
বৃত্তটি 3০-4% সরুলরেখাকে স্পর্শ করে। বৃত্তের সমীকরণ নির্ণয় কর | [ H. S. ^14] 
84. প্রমাণ কর যে, ০%+*+-2৫+০-0 এবং %৪+/+9//+০-0 
qeu পরম্পর স্পর্শ করলে Atn-iun ( H.S. 21) 


85. দেখাও যে, z'-y'-4z-F6y- 77-0 এবং ০৪+/_10০+-8 
+1=0 qewp পরম্পরকে অন্তস্থভাবে স্পর্শ করে। স্পর্শবিন্দুর স্থানাঙ্ক নির্ণয় কর। 

86. দেখাও যে, s? +y? =a? বৃত্তের উপরিষ্থ (21, y1) ও (za, 02) বিন্দুদ্ধয়ের 
সংযোজক জ্যার সমীকরণ (z— zi Y, E23) (y -yU +a )=0. 


Ep o ecen 


পরম Senia (Conic Sections) 


৮.1, কনিকের জ্যামিতিক সংজ্ঞা (Geometric definition of Conies) 
£ যদি কোন সমতলে একটি বিন্দু. এমনভাবে গতিণীর হয় যে, এ সমতলের একটি 
fff বিন্দু ও একটি নির্দিষ্ট সরলরেখা থেকে চলমান বিন্দুটির qaqaq অনুপাত সর্বদা 
বক, তবে চলমান বিন্দুর সঞ্চারপথকে কনি কছেদ বা কনিক বলে। 
gits সঞ্চারপথের Serpol (Eccentricity), নির্দিষ্ট বিন্দুকে সঞ্চারপথের 
নাভি (Focus) এবং fafe2 সরলরেখাটিকে সঞ্চারপথের নিন্নামক  (Directrix) 
E হয়। নাভিবিনুগামী ও নিয়ায়কের উপর লঙ্গ-সর্লরেখাকে অক্ষ (Axis) বলে। 
অক্ষ সঞ্চারপথকে যে বিন্দুতে ছেদ করে তাকে শীর্ষবিন্দু (Vertex) বলে | 
৮.৪. কনিকের শ্রেণীবিভাগ (01355168690 of Conics) 
উৎকেন্দ্রতার মান অনুযায়ী কনিক তিন প্রকার £ 
যখন উৎকেন্্রতা e— 1, তখন কনিককে আধিবৃত্ত (Parabola) qa | 
m.. ecl, তখন , — উপবৃত্ত Ellipse) বলে। 
E. e»1, তখন , tatra (Hyperbola) বলে | 
5.3. অধিবৃত্ত (Parabola) 
কোন সমস্চলে যখন কোন বিন্দু এমনভাবে গতিনীল হয় যে, এ তলের একটি নির্দিষ্ট 
f (বা নাভি ) ও একটি নির্দিষ্ট সরলরেখা (বা নিয়ামক ) থেকে সে সর্বদা সমান দূরে 
থাকে, তখন 9 গতিবীল বিন্দুর সঞ্চারপথকে আধিবৃত্ত বলে । 5.2. অমুচ্ছের অগ্থসারে 
বৃত্তের উৎকেন্্রতা e— 1. 
8." অধিবৃত্তের সমীকরণ (Equation to a Parabola) 
n (নিয়ামক ও নিয়ামকের উপর নাঁভিগামী লন্বকে অক্ষবয়'ধরে ya 
ধর, নাভি s, নিয়ামক Mz; নাভি থেকে 
1॥2এর উপর sz aa টান | A বিন্দুতে 92-কে 


যুক্ত কর. এবং অধিবৃত্তের অক্ষের উপর PN ও 
MZ3 উপর PM an টান। 
অতএব, সংজ্ঞা অনুযায়ী, sp=PM=ZN=z 


চিত্র 28 


| 


_শীৰ্ষবিন্দুর স্থানাঙ্ক 8 (0,0) 
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এবং PN=Y 3; SN—-ZN—Z2S-2:- 2a. 
AASNP সমকোণী ত্রিভুজের PN? =SP?— SN? .. y*-—z?-—(r—2a) 
বা, y*-4az— 4a? s. y*-4a(x—a) নির্ণেয় সমীকরণ। 
দ্রষ্টব্য ঃ উপরের সমীকরণ অনুযায়ী, নীচের বিষয়গুলি মনে রাখবে : 
শীর্ষবিন্দুর স্থানাঙ্ক £ (a, 0) নাতির স্থানাঙ্ক (2a, 0) 
নিয়ামকের সমীকরণ $ x-0 আক্ষের সমীকরণ: y=0 
শীর্ষবিন্দুতে স্পর্শকের সমীকরণ £ x-a 
5.5. (i) অধিবৃত্তের প্রমাণ সমীকরণ (Standard. Equation) 


মূলবিন্দুকে শীর্ষবিন্দু Ala, 0)তে স্থানান্তরিত করলে এবং অক্ষ পূর্ব 
Smas সমান্তরাল রাথ! হলে উপরের সমীকবণটি মুলব্দ্দুর স্থানীস্তরণের নিয়ম 


অনুযায়ী দাড়ায়, 
(y+ 0)* = 4a((z - a) — a} 
বা, EN 
একে অধিবৃত্তের প্রমাণ সমীকরণ বলে। 


এই সমীকরণটির সাপেক্ষে আমরা অধিবৃত্তের, বিভিন্ন ধর্মগুলি আলোচনা করব। 


BÈ: এই প্রমাণ সমীকরণটি অধিবৃত্ের সংজ্ঞা থেকে সরাসরি-ও f 


করা যায়। 


ASNP মমকোণী ত্রিভুজের PN? = Sp?— 912 = PM? — SN! 
= ZN? — SN? = (AN-FAZ)? — (AN — AS) 
=(AN + AS)? — (AN — AS)? 
= 2AN.2AS = 4AS.AN. 
Xe y3-4ax 
প্রমাণ সমীকরণ wenn: 
নাভির স্থানাঙ্ক? (a, 0) 
নিয়ামকের সমীকরণ 2০ -৭ J. x-a=0 


অক্ষের সমীকরণ : y-0; শীর্ষবিন্দুতে স্পর্শকের সমীকরণ £ x=0 


কনিকছেদ 71 
(i) নাভিকে মূলবিন্দু ও অধিরৃত্তের অক্ষকে x-w এবং *-অক্ষের 
উপর নাভিগামী লম্বকে y-SIR ধরা হলে, 
SN=z, PN—y এবং AN —SN--AS—z-a 
কিন্তু PN? =4AS.AN .. y*-4a(x-a) 
এই সমীকরণ অনুযায়ী £ 
শীর্ষবিন্দুর স্থানাঙ্ক =(- a, 0) নাভির স্থানাঙ্ক (0, 0) 
নিয়ামকের সমীকরণ $ x= -29.'. x+2a=0 
অক্ষের সমীকরণ £ yc; 
শীর্ষৰিন্দুতে স্পৰ্শকের সমীকরণ £ x=-a 


5.6. অধিবৃত্তের বিশেষত্ব (Peculiarities of the parabola) 
( = atas হুলে, yf*-4az থেকে %-এর মান কাল্পনিক হবে; স্থতরাং 
অধিবৃত্তের কোন অংশই %-অক্ষের বামপাশে থাকবে না। 
Gü) আবার, z এর প্রত্যেকটি ধনাত্মক মানের জন্য, y এর ছুটি সমান কিন্তু 
বিপরীত মান পাওয়া যাবে; স্থতরাং আধিবৃন্ত z অক্ষের সাপেক্ষে প্রতিসম । 
(ii) wf y—0,z-0 হয়, অক্ষটি অধিবৃন্তকে শুধুমাত্র মূলবিন্দু A তে ছেদ 
করে। 
(v) এ এর মান যত বৃদ্ধি পায়, y এর মানও তত বৃদ্ধি পায়, অর্থাৎ যখন 
tae তখন /-৯০০ ; কাজেই অধিবৃত্ত বদ্ধরেখা নয়, y অক্ষের দক্ষিণে অসীম পর্যন্ত 
fits একটি অবিচ্ছিন্ন রেখা (Continuous curve) | 


5.7. অধিবৃত্তের বিভিন্ন আকার (Different forms of parabola) 

L যদি নাভি s-(-a,0) হয় 
অর্থাৎ নিয়ামকের বামপাশে থাকে, তবে 
Mte: অক্ষকে ৫-অক্ষ ও PRAE 
Vm ধরে অধিবৃত্ের সমীকরণ হবে 
৮4৫, ৫৯০১ অধিবৃত্ত c অক্ষের 
MINIS দিকে বিস্ৃত হবে। 
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II & III. অধিবৃত্তের অক্ষকে -অক্ষ, শীর্ষবিন্দুকে মূলবিন্দু ধরে অধিবৃত্তের | 
সমীকরণ হবে হই =40/,৫>0,; z*--—4ayja«0 অর্থাৎ অধিবৃত্ত যথাক্রমে 
y অক্ষের ধনাত্মক এবং খণাত্মক দিকে বিস্তৃত হবে i 


| | | 
N / : | 
S $ 
xK x à 
o 
Y Y 
চিত্র 30 চিত্র 31 


5.8. জ্যা, নাভিগামী জ্যা ও নাভিলম্ (Chord, Focal chord & 
Latus reetum) 


অধিবৃত্তের উপরে যে কোন ছুই বিন্দুর সংযোজক রেখাংশকে অধিবুত্তের জ্যা বলে। J 
A সব জ্যা অধিবৃত্তের নাভিগামী তাদের নাভিগামী W বলে। 


'অধিবৃত্তের যে নাভিগামী জ্যা অধিবৃত্তের অক্ষের উপর cw তাকে অধিবৃত্তের 
নাভিলম্ব বলে। 


পাশের চিত্রে নাভিলম্ব- L su 
এখন LSL—9xLs-2x( =a 
বিন্দুতে কোটি) . 

=9x(J4aa)=48 
( y3 — 4a সমীকরণে z এর সহগ ) 

goak নাঁভিলন্বের টদর্ঘ্য 4৪ 
agas ()  y'-44r এর পরিবর্তে 
y!- —4a(rxa) ব্যবহার করলেও নাভিলদ্ব 
চিত্র 39 —4a হয় | y 
() যেহেতু sfiga সমীকরণে একটিমাত্র ধ্রুবক, a, থাকে স্থতরাৎ অধিবৃত্তের 
আঁকার ও আকুতি নাভিলম্ব দ্বারা নির্ধারিত vx | n 
Gi) ছাটি অধিবৃত্তের afma পরস্পর সমান হলে অধিবৃ্ত দুটিকে পরস্পর 
মান বলা হয়। J ` 
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5.9. ফোকাস-দুরত্ ৰা নাভি-দূরত্ব (Foeal distance) 
sew: অধিবৃত্তের উপর কোন বিন্দু থেকে নাভি 5-এর VW ফোকাস 
দূরত্ব বলে। 
অধিবৃত্তের উপর কোন বিন্দু Ple, y) এর ফোকাস দুরত্ব হল, 
SP -MP-2ZN-ZA-TAN-adTX. 
510. প্রমাণ সমীকরণ y? =ar- সাপেক্ষে face বিষয়গুলি অবশ্যই 
মনে রাখবে | 
শীর্ষবিন্দুর স্থানাঙ্ক £' (0,0)  অক্ষের সমীকরণ y=0 
নাভির স্থানাঙ্ক? (a, 0) নাভি-লম্বের দৈর্ঘ্য 8 48 
নিয়ামকের সমীকরণ £ x=-a J. x+a=0. 
(x, y) বিন্দুর ফোকাস দূরত্ব ঃ atx 
শীর্ষবিন্দুতে স্পর্শকের সমীকরণ £ x=0 
5.11. অধিবৃত্তের পরমাত্রিক সমীকরণ (Parametric equation) 
যদি ০০ এবং y= 21-হয় তা হলে স্পষ্টত /-র যে কোন মানের জন্য y*—4az 
মমীকরণটি সিদ্ধ হয়। কাজেই z=attt এবং Y= 2 বিন্দুটি সর্বদাই অধিবুত্তের 


উপরিস্থিত একটি বিন্দু । এজন্য, 
x=at? ] 
y = 2at 


সমীকরণদ্বয়কে অধিবৃত্তের পরমাঁত্রিক সমীকরণ বলে। এখানে / হল চলক 
aatal (Variable parameter) | 

52. অধিবৃত্তের সাপেক্ষে কোন বিন্দুর অবস্থান (Position of a 
point relative to a parabo!a) 

ধর Q(r,, y,) আলোচ্য fx! X 
অক্ষের উপর an mw টান। QN অধিবৃত্তকে 
P বিন্দুতে ছেদ.করে। 

মনে কর, অধিবৃত্তের সমীকরণ y? = 4%. 

"S Qe P বিন্দদ্য়ের ৮-স্থানাস্ক একই ১ 

P অধিবুত্তের উপর যে কোন বিন্দু, 
PN? —4az 
এক্ষণে, যদি ০৭ ৯6৭ হয়, a বিন্দুটি 


অধিবৃত্তের বাইরে থাকবে, চিত্র 33 


x উচ্চতর মাধ্যমিক গণিত 


যদি an? < PN2 হয়, & বিন্দুটি অধিবৃত্ধের ভিতরে থাকবে, 

যদি 0৭৪- PN? হয়, à বিন্দুটি অধিবৃত্তের উপরে «teca i 

সুতরাং বিন্দুটি অধিবৃত্তের বাইরে, উপরে অথবা ভিতরে থাকবে যদি y;* > 
বা <4৭% হয়। 


উপরত্ত 
( Ellipse ) 

5.13. যদি কোন মমতলে একটি বিন্দু এমনভাবে গতিশীল হয় যে, ওঁ সমতলস্থ 
একটি নিদিষ্ট বিন্দু ( ফোকাস বা নাভি) এবং একটি নির্দিষ্ট সরলরেখ। (নিয়ামক ) থেকে 
চলমান বিন্দু CRUCES অনুপাত সর্বদা সমান এবং 1-এর চেয়ে কম হয় তাহলে d 
চলমান বিন্দুর সঞ্চারপথকে GAIE বলে। 

Š rs অন্থপাতকে উৎকেন্্রতা (eccentricity) e বলে ; উপবৃত্তের ক্ষেত্রে ecl. 
অর্থাৎ যে কনিকের উৎকেন্্রতা 1-4 চেয়ে কম তাকে CATE বলে। 

514. উপৰৃত্তের সমীকরণ (Equation to an Ellipse) 


(নিয়ামক ও নাভি থেকে নিয়ামকের উপর লম্বকে অক্ষদ্বয় ধরে ) 
ধর 9 নাভি, Mz নিয়ামক এবং e FRS]; ৪ থেকে Mz-42 উপর Sz লঙ্ব টান 


এবং SZIF A ও A' বিন্দুতে e 1 1 অনুপাতে যথাক্রমে অন্তবিভক্ত ও বহিবিভক্ত কর। 
SA. SA. 
AZ Azt5 d (1) 


স্থতরাং সংজ্ঞা অনুযায়ী, A ও A' 


PB 
Eu -— 
মনে কর, /৯/-এর মধ্যবিন্দু ০ 
A z’ এবং AA =9a ; 
EE 7 স্কৃতরাং CA=CA'= a. 
> , 


(1) নং সমীকরণ থেকে 
চিত্র 84 


SA+8SA' =¿“(AZ+A Z) 
বা, 2a—e«(Cz—CA)--e(Cz --CA ) 


M 
z 


—92602  .. cz-? 
e 
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আবার, SA'— SA — e(A'Z — AZ) 


বা, (CS--CA)-— (CA —CS)—e.AA' 
বা, 92CS—2e.CA 
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cs=ae, 
ধর, উপবৃত্তের উপর যে কোন বিন্দু Ple, y) ! 
৪ যৌগ কর এবং ZAS ও 182-এর উপর যথাক্রমে PN, PM লঙ্থ টান | 


e. SP—e,PM = 6. 6 
ভাখল 21-25-5725 
—(cz — cs) = x — (a]e — ae) 
-* (1-62) 
e 


এবং PN-y. 


{5-20 -en) evt = 6828 


SN? +PN* —sP? সম্বন্ধটি থেকে 


বা, c*(1—e)* -2ta —-e?)+y*= -5a —e?)? 


æ? 9zle 17811 
১ “ihasta sb) e? 
RHENUM MR 


reir 


+ DN 
এ হল নি 


5.15. উপবৃত্তের প্রমাণ সমীকরণ (Standard equation of an 
ellipse) 


অক্ষদ্ধয়কে supuesta রেখে মূলবিন্দুকে P বিন্দুতে (৮০) স্থানান্তরিত কর অগা 
CA' নতুন z অক্ষ এবং C বিন্দুতে CAA ATAA /-অক্ষ। 
স্থতরাং স্থানাস্তরণ সৃহান্থুসারে পূর্ব-সম্চ্ছেদের সমীকরণের রূপ £ 
(z—a]e--a]e* , (/+0)8 i 
a* 5 £ a*(1- e?) 


s* y^ E 
বা, at asü- e) 1 


ধর, যখন 2-0, y 7b s. b*-a'(t-e*) 


-1 


অর্থাৎ be xa J1— 68, (এ থেকে বোঝা যায় যে: -ক্ষ উপবৃত্তকে P বিন্দুর 
বিপরীত পার্শ্বে ৪ ও ৪-ছুটি বিন্দুতে ছেদ করে ) 
xt ডন 
art, 
এই হল উপবৃত্বের প্রমাণ সমীকরণ। এই সমীকরণের সাপেক্ষে উপবৃত্তের ধর্ম 
আলোচনা করা হবে। 


জ্ঞাতব্য £ (i) ০-কে মূলবিন্দু অথাৎ, cA'Z' ও +০+-কে অক্ষ ধরে উপবৃত্তের 
সংজ্ঞা অন্যায়ীও প্রমাণ সমীকরণটি নিয় করা সম্ভব | 


im 2218. y? zè _a?—g?_(a+r\a— s) 
Yap r eee miren 


PN? A 9 2 
বা E SANAN eq PNT, ৪08. 


[EE nd AN.AN AC 
(igo b*—a*(1—6*) ;. q13.63 bt 


(v) A A' কিছুকে শীর্ষবিন্দু বলে; aate পরাক্ষ (Major axis) 

প অর্থাৎ, নাভি ৪ থেকে Mz নিয়ামকের উপরে sz aw রেখাকে পরাক্ষ রেখা 
(Line of major axis) ac | 

গরাক্ষরেখা উপবৃত্কে প্রথমে A বিন্দুতে ছেদ করে, একে প্রথম শীৰ্ষবিন্দু বলে। 


Z9-43 বরধিতাংশে A' এমন একটি বিন্দু যাতে SA Sh, হয়। কাজেই a' বিন্দুও 


^ 


উপবৃত্তের উপরিস্থিত, a বিন্দুকে দ্বিতীয় শীৰ্ষবিন্দু বলে। 

AAA মধ্যবিন্দু কে উপবৃত্তের কেন্দ্র (Centre) a |. ৪8৪+কে উপাক্ষ 
(Minor axis) বলে। 

(V) উপবৃতের পরাক্ষের দৈর্ঘ্য = AA = 9 

এবং উপাক্ষের দৈর্ঘ্য ns = o, 

০৪-০৭ — -. নাতি 5-এর স্থানাঙ্ক = (ae, 0) 

যেহেতু নিয়ামক. /-অক্ষের সমান্তরাল এবং Cz = afe 

^ নিয়ামকের সমীকরণ, z—afe বা, ex=a 

পরাক্ষরেখার উপর ৪' বিন্দুর স্থানাঙ্ক (— ae, 0), 

s-a দ্বিতীয় নাভি বলে। এই বিন্দুর সাপেক্ষে আর একটি সরলরেখা 1412 
"ওয়! যায়। তাকে দ্বিতীয় নিয়ামক বলে। দ্বিতীয় নিয়ামকের সমীকরণ 


z= —a/e বা, ez--—a c. ex+a=0 
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, — 516. উপবৃত্তের বৈশিষ্ট্য (Peculiarities of an ellipse) 

A (i) উপবৃন্থের সমীকরণে c, %-এর বদলে যথাক্রমে —2, — বসালে মৃমীকরণটি 
o আপরিবতিত থাকে |o wes উপবৃত্ত পরাক্ষ ও উপাক্ষ উভয়ের সাপেক্ষে 
— প্রতিসম। 
' ; iz 

(i) উপবৃত্তের সমীকরণ থেকে yo +2 Jai = 


ONU. এ-এর মান a থেকে বড় বা —a থেকে ছোট হলে /-এর মান কাল্পনিক হয়। 
' অতএব 2-43 সব চেয়ে বড় মান +a ও সবচেয়ে ছোট মান —a; 


EE আবার, = +% /চ ১৫৮, এর mana বড় a +b ও সবচেয়ে 
ছোট মান -&. 

] স্থৃতরাং উপবৃত্ত হল z= £a ও Y= +b রেখা দ্বারা গঠিত আয়তক্ষেত্ৰ দ্বারা 
LIESS বক্ররেখা।, 

ছুটি উপবৃত্তের অক্ষদ্বয়ের অম্পাত সমান হলে অর্থাৎ উভয়ের উৎকেন্জ্রত! e সমান 
হলে, উপবৃত্তহয়কে সমান বলা হয়। 


5.17. নাভিলন্ব (Latus rectum) 
. উপবৃত্তের যে নাভিগামী জ্যা পরাক্ষ 
- রেখার উপর zw তাকে নাভিলম্ 
_ বলে। পাশের চিত্রে LSL নাভিলম্ব। 
নাভিলম্ব- LL' = 29 —9e.28. 
= 9«cz — CS) 


is A [s 9$ -a*(1—6*)] 


E. 5.18. উপৰৃত্তের উপরিস্থিত কোন বিন্দুর নাভি-দুরত্বদ্বয় (Focal 
. distances of a point on an ellipse) 


! E. NU উপরিস্থিত (৪৮58) যে কোন বি Lic ও 


ai b? 
| এবং Mz ও M'Z' নিয়ামকথয় ! 


78 উচ্চতর মাধ্যমিক গণিত 


MZ ও M'Z'-43 উপর যথাক্রমে PM ও PM' এবং P বিন্দু থেকে ৮-অক্ষের উপর 
PN # টান। 
উপবৃত্তের সংজ্ঞা অন্ধুযায়ী, 
SP = 6,216 ৪2 
= 6,CZ + e.CN 
—a-4-ez' 
S'P = e.PM' = e.NZ' 
০6,০92 — e,CN 
চিত্র 36 Cae. 
নাভি-দুরত্বদধয় 7 SP--P'S = (a-Fez")-(a— ez") - 2a 
সপরাক্ষের দৈর্ঘ্য | 
ষ্টৰ/ &  উপরৃত্ের এই জ্যামিতিক ধর্ম অনুযায়ী সাধারণতঃ উপবৃত্ত অস্কিত হয়। 
5.19. প্রমাণ সমীকরণ অনুযায়ী নিম্নলিখিত বিষয়গুলি মনে রাখবে £ 
€কন্দ্রের স্থানাঙ্ক? (0,0) নাভিদ্বয়ের স্থানাঙ্ক? (3:৪০, 0) 
শীর্ষবিন্দুদ্বয়ের স্থানাঙ্ক 8 (+a, 0) 
পরাক্ষের সমীকরণ £ y-0 পরাক্ষের দৈর্ঘ্য : 2৭ 
উপাক্ষের সমীকরণ : x-0  উপাক্ষের দৈর্ঘ্য : 2b 
নিয়ামকদ্বয়ের সমীকরণ ঃ x= a/o 
উৎকেক্দ্রতা : erma mbt j b? 


a? a? 


wifeecug bay n নাভি দূরত্বদ্বয়ের সমষ্টি = 26. 


নাভিলন্বের সমীকরণদ্বয় x= t ao 
(x^, y) বিন্দুর নাভি-দূরত্বদ্ধয় : at ex 
520. সহায়ক বৃত্ত (Auxiliary Circle) 
উপবৃত্তের পরাক্ষকে ব্যাস এবং ওর কেন্দ্রকে কেন্দ্র ধরে অঙ্কিত বৃত্তকে এ উপবৃত্তের 
সহায়ক বৃত্ত বলে, অর্থাৎ ০ এই বৃত্তের কেন্দ্র এবং AA ব্যাস। 
সাং ৭ +271 উপবৃতের সহায়ক বৃত্তের সমীকরণ xt +y’ =a? 


উপৰৃত্তের উপর কোন বিন্দুর ও তার সহায়ক বৃত্তের উপর কোন 
বিন্দুর কোটিদ্বয়ের অনুপাত উপরৃত্তের অর্ধউপাক্ষ ও অর্ধ-পরাক্ষের 
অনুপাতের সমান ৷ | 
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প্রমাণ £ উপবৃত্তের উপর যে কোন বিন্দু ৯ পরাক্ষের উপর PN m টান, অতএব 
P বিন্দুর কোটি-শিখ, এখন PN-C* উপরের দিকে বধিত করায় ৪টি সহায়ক বৃত্তের 
উপর যে কোন বিন্দু এতে ছেদ করল। অতএব & বিন্দুর কোটি = QN. 
বিন্দু দুটিকে অনুরূপ বিন্দু (Corresponding points) বলে | ZacA-Lক 
P-R Seca fere কোণ (eccentric angle) বলা x । 
"new: দৈর্ঘ্যের অর্ধ = AC; উপাক্ষের দৈর্ঘ্যের অর্ধ = BC 
P বিন্দুটি উপবৃত্তেরউপরাস্থ 
9 2 
AE 0 
আবার, AA' সহায়ক বৃত্তের ব্যাস ও a 
ARRE বিন্দু, 
Z AQA' = 1 সমকোণ 
` AN, AA. 9 


QN? = AN.A'N e (ii) 
2 2 
() ও Gi) থেকে PN = aos T 
PN. BC, অধ-উপাক্ষ 
aN AC অর্ধ-পরাক্ষ 
5.21. উপৰৃত্তের পরমাত্রিক সমীকরণ (Parametic equation) 
পূর্ব "Ow থেকে উপবৃত্তের যে কোন বিন্দুর স্থানাঙ্ক (z, /)-কে z — a cos 9, 
/৯ sin 0 আকারেও প্রকাশ করা যায়। 93, 


æ= a cos i 
y=b sin 0 


মমীকরণকে উপবৃত্তের পরমাত্রিক সমীকরণ বলে। এখানে 0 হল পরমাত্র! 
এবং 0«0«2n| 


পরারত্ত 
(Hyperbola) 

5.22. যদি কোন সমতলে একটি বিন্দু এমনভাবে গতিশীল হয় যে, এ সমতলস্থ 
অন্ত একটি নিদিষ্ট বিন্দু ( ফোকাস বা নাভি ) এবং একটি নির্দিষ্ট সরলরেখা ( নিয়ামক ) 
থেকে এ বিন্দুত দূরত্বদয়ের অঙ্ুপাত সর্বদা সমান এবং এ অন্থুপাত 1-র চেয়ে বেশি, 
তা হলে Š বিন্দুর গতিপথকে পরা বৃত্ত বলে। : 
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$ নিৰ্দিষ্ট অস্থপাতকে উৎকেন্দ্রতা বলে পর বৃত্তের ক্ষেত্রে ০১৯]. 

অথাৎ যে কণিকের উৎকেস্তরতা এক অপেক্ষা বৃহত্তর তাকে পরাৰৃত্ত বলে। 

523. পরাবৃত্ের সমীকরণ (Eqnation to-a hyperbola) š 

(নিয়ামক ও নাভি থেকে নিয়ামকের উপর লম্বকে অক্ষদ্বয় ধরে ) 

ধর, S নাতি ও Mz নিয়ামক এবং &উৎকেন্দ্রতা |... : 

S থেকে MZ উপর sz লঙ্গ টান এবং SZ কে A 9A. বিন্দুতে ৫? । অন্থ্পাত্ে 
যথাক্রমে অস্তবিভক্ত ও বহিবিভক্ত কর | 


(e>1)-- ... (1°) 


স্থতরাং সংজ্ঞা অনুযায়ী, A A 
পরাবৃত্তের উপর অবস্থিত। 
ধর, AA' এর মধ্যবিন্দু ০ এবং 
AA'—2a.5 স্থৃতরাং CA — CA' =a. 
(1) নং থেকে পাই SA--SA' 
—«(^z--A'Z) 
বা, SA-F(SA--AA')—e.AA' 
বা, 9(SA--CA)-— e.2a 
- চিত্র 38 বা, CS=ea 
আবার, SA'—SA-—«(A'Z— AZ) 
3l, (SA+ A^)— SA--e((AA" — AZ) — Az] 
বা AA'—e(AA'— 22) বা, 2a-—2e(CA— AZ) 


বা, a-e.cz 1 ৩275 
6 


গরাৰ্বত্তের উপর যে কোন f Pla, y) নাও। sP যোগ কর এবং ZAS ও 
MZ-4X উপর যথাক্রমে PN ও PM 9W টান, 
^ SP-—e,PM =¿.ZN= ez 


a zama- žema (cg oz) a (a«- 2). 
এবং PN-y. 


40 SN! + PN? = sp 


xf b-2e - Dj e yam te 
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উভয় পক্ষকে - (62-1) দ্বারা ভাগ করে পাই, 

g? 2217, y* ৫82 

সরি... a*(e3 —1) ^s 

x+a/ )? - | 
sil, D eit এই হল fafa সমীকরণ । 


5241, প্রঘাণ সমীকরণ (Standard Equation) re 
Sene সমান্তরাল ভাবে: পরিবঠিত করে qaf, 2-কে ০(-£ 0) বিন্দুতে 
স্থানান্তরিত করলে উপরের সমীকরণটির পরিবতিত রূপ দীড়ায় : 


s 
(242-2 
e el _ (/+0 2 ë 
a? a?e? —1, 
2 2 
উল ৩ 
at এত) 
` এক্ষেত্রে ৪৯] gr a*(e* — 1) 20 অর্থাৎ ধনাত্মক 1 
ধর, 53 2 g*(e3 —.1) 
ইতরাং, & বাস্তব এবং সমীকরণটি দাড়ায়, 


x? y a 
a? 7371; এই হল পরাবৃত্তের প্রমাণ সমীকরণ। 

তের ধর্ম আলোচনা করবার সময় প্রমাণ মমীকরণটিই ব্যবহার কর! ex | 

আতব্য 80) ০কে PAREI 029 ও ৪08” কে «mer ধরে পরাবৃত্তের 
RE অন্যায় প্রমাণ সমীকরণ fadu কর। যায়। 

Gi) sega =ate? — qa S. ate?=a? +b 

xd) | 
e= X এবং C8? = (ea)? = a2 +02 


(üi) dim 2-03 (e-ayrka) bi 
War T M REDEEM 


a 
*.. FNS AN.A'N PN? 
2 ২৯০১৬ SAL 
62 a? Í বা AN.A'N 
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(iv) নাভিবিন্দুগামী ও নিয়ামের উপর ew সরলরেখা পরাবৃত্তকে যে ঘে বিন্দুতে 
ছেদ করে দেই ছেদদবিন্দুকে পরাবৃত্তের শীৰ্ষবিন্দু (Vertices) বলে। চিত্রে A ও A' 
fases পরাবৃত্তের ছুটি শীর্ষ এবং c বিন্দু ওর কেন্দ্র (Centre) | 

%-অক্ষের এই AA' ছিন্ন অংশকে পরাবৃত্তের তির্যক-আক্ষ (Transverse axis) 
বলে, AA'— 2a, 


আধার, &-অক্ষের 2/-এর সমান অংশকে অনুবদ্ধ অক্ষ (Conjugate axis) 
বলে, BB 'e9b. 


অক্ষ দুটি can ০-তে (এখানে মূল বিন্দুতে ) সমদবিধণ্ডিত হয়| 
ET পাও fedi নাভি ও দ্বিতীয় নিয়ামক আছে। 
প্রমাণ £ sc রেখার বর্ধিতাংশের উপর s'e z এমন ছুটি বিন্দু নাও ঘেন 
CS'-SC-ae ও CZ = ZC $1 


AA' রেখার উপর z'M' qu A PMG বর্ধিত করলে উহা 21%'-কে M বিন্দুতে 
ছেদ করল। 


Li 1 
এখন পরাবৃত্তের মমীকরণ তম: 


বা, PL 10868 +y’ = 6222 +a’ 
বা, (z+ae)? +y? =e +z) ? 
বা, (S'C--CN)* PN = e*(oz' -- CN) 
"বা, SN + PN? =e? z'n? 
‘ব্‌, SPi=etPM 3 — s. S'P-ePM 
S'P=S' থেকে P বিন্দুর দূরত্ব ও PM z'M' থেকে P বিন্দুর দুরত্ব, 


হুতরাং একই uique: $ অপর একটি নির্দিষ্ট বিন্দু s' ও অপর একটি faf 
RARA দ্বারা সিদ্ধ হয়। 


9' বিন্দুকে দ্বিতীয় নাভি এবং 2'4-কে দ্বিতীয় নিয়ামক বলে। ০-কে RA 
ধরে দ্বিতীয় নাভি, ৪'-এর স্থানাঙ্ক, (— ea, 0) ও দ্বিতীয় নিয়ামক, 214'-এর লমীকরণ, 


r= — <. @“+a=w0 
e 


a a L 


“কবরে, তাকে নাভিলম্ব বলে। 
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qaan প্রমাণ সমীকরণের faqro রাশি 1481 ছুট বাস্তব ও ভিন্ন উৎপাদকে প্রকাশ 
কর। যায়। ডি নক 
525. পরারৃষের বৈশিষ্যু (Peculiarities of the Curve) 
0 ^y sb =a এবং এস +$ 488০৯, 


অতএব পরাবৃত্ত z ও y IFINI সাপেক্ষে প্রতিসম । 


Gü) `C y! = at a?) S যদি z< $9 হয় অর্থাৎ z-4 যে কোন 
বাস্তব মানের ( + -এর পেকে ছোট ) জন্য, /-এর মান কাল্পনিক |. West zo +e 
এবং z= —a-42 মধ্যের কোন অংশে এই লঞ্চারপথের অস্তিত্ব সম্ভব নয় | 

(iii) 2 g? =! +52), সপ 

&-এর বাস্তব মান যত বড়ই হোক না কেন "(ধনাত্মক অথবা SHEER ), 
*-এর দুটি বাস্তব মান পাওয়া! ঘায়। কাজেই পরাবৃন্ধ হ'দিকেই অসীম পর্যন্ত বিস্তৃত । 


$26. নাভিলন্ব (Latus rectum) 
নাতিগামী যে জা] তির্ধক অক্ষকে লঙ্ঘভাকে ছেদ 


পাশের চিত্রে, Lu হল AISAT । 
ধর, 5৮751, QII L- 43 স্থানাঙ্ক» (ae, 1) 


al 


; i 2b? ; 
^. নাভিলদ্ব-্।-৩৮-০/ ৯ fa 89 


527. কোন বিন্দুর নাভি-দুরত্ব (Focal distances of a poiat) 
ধর, পরাবৃত্তের উপর P(z', y) যে কোন বিন্দু 1 
see «PM ee Nz e (on - oz) e |; -?) -ex-—a 
S'PzePM' = e.NZ = (CN+ CZ')= = (+) =ez'+a. 


S'P— SP zez'-Fa—(ez' —a)=2a= AA' 


84 উচ্চতর মাধ্যমিক গণিত 


পরাবৃত্তের উপরিস্থ যে কোন বিন্দুর নাভিদূরত্ব দুটির অন্তর ssq এবং তির্যক 
অক্ষের সমান। 


528. প্রমাণ সমীকরণ অনুযায়ী নিশ্নপিখিত বিষয়গুলি মনে 
ক্লাথিবে। 

মুলবিন্দুর স্থানাঙ্ক (0, 0) শীরববিনদুদ্বয়ের statu (+a, 0) 

নাভিদ্বয়ের স্থানাঙ্ক = (+৪০, 0)  তির্ক অক্ষের সমীকরণ y=0 

অনুবদ্ধী অক্ষের সমীকরণ, x=0 তির্যক অক্ষের Qr: 2৪ 


নিয়ামকদ্বয়ের সমীকরণ, ৩৬১ অনুবন্ধী অক্ষের দৈর্ঘ্য £ 2 
i NILUM অনুঃ অক্ষ )* 

উৎকেন্দ্রতা, e: et fé d 

নাভিলম্বদ্বয়ের সমীকরণ x= ae; 

(১5) বিন্দুর নাভি Waq= ex +a , নাভিলন্বের দৈর্ঘ্য ৪৮ 


D?» agg পৰন্ত (Conjugate hyperbola) 
যদি কোন পরাবৃত্তের অঙ্গুবন্ধ অক্ষ pn] ও feis অক্ষ AA যথাক্রমে অন্য কোন 
পরা বৃত্তের (তক অক্ষ ও অনুবদ্ধ অক্ষ হয়, তবে এই ছুটি পরাবৃন্তকে পরস্পর অনুবদ্ধ 
পরাবৃত্ত বলে। i 


2 3 
Nh E, = পরাবৃত্ত (যার fée অক্ষ AA ও "EQ অক্ষ 88' )-এর 
WRIS পরাবৃত্ত (যার foa অক্ষ 88" ও TRIS অক্ষ AA’ )-এর সমীকরণ, 
০28 
jul 
Wq; কোন পরাবৃত্তের যে কোন ছুটি অঙ্গবদ্ধ ব্যাস তার অঙ্কবন্ধ পরা বৃত্তেরও 
অমুব্ধ ব্যাস হয়। কারণ y7mz'6y-m'z রেখ| ছুটি নি পরাবুত ও 
2 LI 1 
এর অমুবন্ধ পরাবৃত্ত a-is 1 উভয়েরই wes ব্যাস হওয়ার শর্ত : mm’ = 


$80. অম-পরাবৃত্ত (Rectangular or equilateral hyperbola ) 
কোন পরাবৃত্তের fets অক্ষ ও অগ্বদ্ধ ww উভয়ের দৈর্ঘ্য সমান হলে, সেই 
পরাবৃতকে জম-পরা বৃত্ত বলে। 
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3 % 
স্থতরাং 5-171. পরাৰৃত্তর সমীকরণে asb বদালে, x! —y!—a, 


এই-ই হল 3392:3:54 সমীকরণ | 
m 


I0 9) গা 3 
এর উকেন্ত্রতা, e= VEA a E m 2 -i 
)| a a a ; 


5.8'. কমে দেওয়া উদাহরণ (Illustrative Examples) 

উদা. 1. যে অধিবৃত্তের নাতি (৫, —1) এবং নিয়ামক z+y+7=0 তার 
লমীকরণ fag কর। [ক.বি.] 

ধর, অধিবৃত্তের উপর ple, y) ঘে কোন RAI অধিবৃত্তের সংজ্ঞ| অনুযায়ী, 

নাভি থেকে এ fga waq = ওঁ বিন্দু থেকে নিয়ামকের AUTIN, 


Jiz D+ +E ERO 


সরল করেঃ z!—-9:y4y!-182-10y—45-0 নির্ণের সমীকরণ । 

উদ. 2. 3y? =4z অধিবুত্তের নাভিলন্বের দৈর্ঘ ও নাভির স্থানাঙ্ক নির্ণয় কর 
এবং কোন্‌ বিন্দুতে এটি 25= 3y রেখার sor মিলিত হয় স্থির কর | [ ক. বি. 1935] 

অধিবৃত্তের সমীকরণ, 8/ 42) — ,*, 8৯. 8০, 

অধিবৃন্তটির নাভিলম্বের tadi = $. 

নাভিলগ্বের দৈর্ঘ্যের =pli J. নাতির স্থানাঙ্ক = (}, 0). 

3y'-4r ও 9z-3y এই সমীকরণ ছুটি সমাধান করে নির্নের ছে্ববিন্দু 
(0, 0) ও (s, 2). 

v1.3. y'-ias অধৰৃত্তের নাতিগামী কোন wot প্রান্ত faut 
Piatt, 2415) এবং 9(০/88, 29/8)।. দেখাও যে, hta — —1 


— Yat 
Pa রেখার সমীকরণ, y- 290, = 291—225 qa) 
aly - als 


বা, (t1 +ta)y— 24120) 4-45) 9 22 — 20b,2 
এটি অধিবৃ.ত্তর নাভিগামী অর্থাৎ (a, 0)-গামী 
(ft, +12)+0-90,(t, +12)=21-24322 বা, tita=-1. 
Sml. 4. 2০/*+/+6. অবিরত Rq. নাভি ও নিয়ামক fai 
"i [ এলাহাবাদ 1946 ] 
£2-87+6/+5 বা, *+6/+০9- 2০44 
বা, (/+3)+-2+9) ৮৮0) 
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মূলবিদ্দুকে (- 9, — 8) বিন্দুতে স্থানান্তরিত করলে সমীকরণ (1) 
r'—9X' আকার পায়। — 2. «fenus নাভিলম্ব - 9 

নতুন অক্ষ SNN, শীর্ষবিন্দু A-a স্থানাঙ্ক (0, 0) 

এবং নাভি — (1,0) নিয়ামক £ x--1 

SS পুরানে] অক্ষ অন্কযায়ী, শর্ষব্দুিঃ (-2, -3) 

afe: (1—9,0-3) অর্থাৎ (- 3, - 3) 

এবং নিয়ামক : £--2-৮--| বা, 2x45-0 


O ÈW. 5. y=" অধিবৃত্ের উপর কোন বিন্দুর নাভি-দুরত্ব ৪) ওর vix 
নির্ণয় কর। [ এলাহাবাদ 1948] 
y! —4az অধিবৃত্তের উপর কোন হিন্দু (z), y.) এর নাভি-দুরত্ব 2 +a 
i =, +2 [s y* —4.9z ] +. 0.06. 
eld sè = 82, =8.6 ১০০ 4 J3. 
* বিন্দুটির স্বানাঙ্ক= (6, 4g) 
tw. 6. ORUM -2) হিন্দু দিয়ে যায়; atfen ও atfew 


স্থানাঙ্ক নির্ণয় কর। [ ক. বি.'34] 
djs ৮47০ অধিবৃত ( 3, — 2) হিন্দু দিয়ে যায়, 
5 (-2)* 2 4p. বা, p= =} 


অধিবৃতটির সমীকরণ হল: y*= $৫ 
v Wfems নাভিলন্ব= i, এবং নাভির atata = (}, 0) 
di 7. যদি ৭4১৮0 হয়, তবে 2+৮- ও iti রেখাছয়ের ছো 
RIND yt = opi. অধিবৃত্তের নাভির স্থানাঙ্ক নির্ণয় কর। [ ক. বি.'52] 
2+1%-1 vul সমীকরণদ্বয় সমাধান করে সরলরেখাছয়ের (uf 


৪০৮49. ab ; 
a4-b "ato 
"y! mme অধিবৃত্ত এই হিন্দুগামী, অতএব =) "= 222: 


. A b 
অর্থাৎ m= 05 Ker) “* নাতির স্থানাঙ্ক : hens :৫) 


E REI RS 


= 
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921.8. যে উপবৃত্তের নাতিথয় (2, 0) ও (—2, 0) এবং নাভিলম্ব 6 তার 
সমীকরণ নির্ণয় কর। 

ধর, উপবৃত্তের অর্ধ-পরাক্ষ ও অর্ধ-উপাক্ষ যথাক্রমে ৫ ও b. এবং উৎকেন্দ্ৰতা =. 

নাভিদ্বয়ের দূরত্ব ঃ 9ae=4 — 2 ae-9 (i) 


আবার, নাভিলম্ব, 202 =6 
a 


বা, 24-1-৮)-6 [.. bagei) 


বা, a(1—e3)-8 বা, 201-52)-8 — (7, a=3/) 


বা, 2e? -F3e— 2-0 s. e=} বা, -2 
কিন্তু e= —9 গ্রহণযোগ্য নয়। 


a=2=4 এবং 92490-4212. 
নাভিদ্বয় z অক্ষে "I এবং উহাদের মধ্যবিন্দু মূলবিন্দু, 
নির্ণেয় LES SE =! | 


Sql. 9. নিম্নলিখিত ien is উৎকেন্দ্ৰত। ও নাভি নির্ণয় কর : 
(i) 9:*43)*—1 [এলাহাঁবান '52 ] 
(i) 323 -4y*—48 [ক.বি.] 


1 2 
(1) উপবৃত্তের সমীকরণ, 2৮১+3%৪-1 বা, Ful dais 
স্থতরাং এখানে এঃ = যন ও ৮: =} 
টি নাভিলন্ধ, HE JÈ 


উৎকেন্দ্রতা, VET c ET "hi Hiz 


নাভিগয্জের স্থানাঙ্ক, (+a e, 9-(s ২1 ve e) 
(i) উপবৃত্তের সমীকরণ selten 
al rig 
এখানে a? —16 ও b? 19 
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95* 9219 _ 
৯৪ নাভিলন্ব, Ta ENTM 
উৎকেন্দ্রতা, a/sEs =J=; 
^. নাভিদ্বয়ের স্থানাঙ্ক =(+ 2, 0) 


Qui. 10. ze y অক্ষয় IURI যে উপবৃত্তের ছুই অক্ষ এবং যা (—3, 1) ও 


(2, —2) বিন্দু দিয়ে যায় তার সমীকরণ এবং উৎকেন্ত্রতা নির্ণয় কর | [ক. বি. 1945] 


দিয়ে যায় এবং উৎকেন্ত্রতা JT, তার সমীকরণ নির্ণয় কর [ ক. বি. 1948 ] 


1 2 
ধর, উপবৃত্তর সমীকরণ, at =1 


^ এটি (-3, 1) ও (9, — 9) বিন্দু দিয়ে যায়, 
9 


A atl ৮০:09) 
() ও (ii) সমাধান করে, ani ও pit 


" উপবৃত্ের fat সমীকরণ, pi বা, 93x'4553—32 


উদ. 11. যে GATA (যার অক্ষয় যথাক্রমে 2 ও y অক্ষয় ) (- 8, 1) বিন্দু 


ধর, উপৃত্তের সমীকরণ, eel (i) 
^ উৎকেন্ত্রতা, ০. ^ FEDERE ead 
5 vi p 
অর্থাৎ 1 53"! [ . e=1-5 ] 
P 
. AT IM (ii) 


সাবার যেহেতু উপবৃত্ (1) (= 3, 1) বিন্দু দিয়ে যায়, 


^ 


2s atii (fij) 
(D ও (i) সমাধান করে ০৪ aa ও pa ma | 
-- উপৰৃত্তের সমীকরণ Meer ui 
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Owl. 12. p-aq কোন, মানের জন্য pz'-4y'—1 উপবৃত্ত (£1, 0) বিন্দু 


দিয়ে যাবে? এর অক্ষয়ের CR নির্ণয় কর | [ক. বি. 1985] 
C.. প্রদত্ত উপৰত 2০+4/৯-] (+1, 0) বিন্দু দিয়ে যায়, 
^ Eit oi; 2 ৮51 


উপবৃত্তের সমীকরণ 25 p4y*—1 অর্থাৎ TH 
T 
a =1 6b =4 বা, a=], bei 
অতএব, প্রদত্ত উপবৃত্তের অক্ষয়ের QR যথাক্রমে 2, 1, 
উদ. 13. যে agaa নাভিদবয়ের স্থানাঙ্ক (0, 1) ও (0, —1) এবং উপাক্ষের 
দৈর্ঘ্য এক একক তার সমীকরণ নির্ণয় কর। উপবৃত্তের afea সমাপতিত হলে ওকে 
কিরপে বৃত্ত বলা যায় ব্যাখ্যা কর। [ক. fq. 61] 
ধর, উপবৃত্তের সমীকরণ hi (৮৯৪) 


নাতিগয়ের প্রদত্ত স্থানাঙ্ক অশ্যযায়ী ধর নাভিঘয়ের স্থানাঙ্ক (0, tbe) 


কিন্তু নাভিছয়ের প্রদত্ত স্থানাঙ্ক (0, +1) c. ৮৪০] ` 
আবার উপাক্ষের দৈর্ঘ্য, 9a=1 ; Uo af} 5, 
কিন্তু, at -L*(1—e) বা, abi 0268 
বা, i-2*-1; £v b= 
85712 1 2 
নির্ণেয় উপবৃত্তের সমীকরণ রহ 9" merge 
* 
এখন নাভিদ্বয় সমপাতিত হলে উহার! তার উপবু'ত্তর সমীকরণ হবে, 
এখন be=0 "ELS 
S a*-zb5*(1—29) ৮, 68262, 


2 2 
অতএব উপবৃ'ত্তর সমীকরণ at noli বা, x'4yi-a! 


এটি একটি বৃত্ত য'র কেন্দ্র উপবৃ-ত্তর কেন্দ্রে অবস্থিত এবং বা'সার্ধ উপবৃত্তের 
অর্ধউপাক্ষ। ; 

উদ. 14. 40 ফুট প্রশস্ত কোন সড়কের উপর একটি ( অর্ধ) উপবৃত্তাকার খিলান 
আছে, ভূমি থেকে খিলানের সংচেয়ে উচু অংশ্রে উচ্চতা 15 ফুট । 8 ফুট চওড়া ও 
10 ফুট উ£ কোন গাড়ী সড়কের মাঝ বরাবর গেলে গাড়ী ও খিলানের মধ্যে কতটা 
ফাক থাকবে? 
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zi y? 
[নিহত], 20. 
খিলানের সমীকরণ, [TMT y 
যখন, z=4, y=15 VI- 7 =6 J6—147 ফুট 
সড়কের মাঝ বরাবর গেলে গাড়ী ও খিলানের মধ্যে 1457-10-47 ফুট 
ব্যবধান থাকবে। 


উদ. 15. যে qataq কেন্দ্র মূলবিন্দুতে, নাভি (3, 0) এবং উংকেন্ত্রতা, e=9, 
তার সমীকরণ নির্ণয় কর, নিয়ামকের সমীকরণ ও নাভিলম্বের y নিরূপণ কর | 


নাতির স্থানাঙ্ক-্(3, 0) J 2৪৪. এ UD eua] 
আবার, boat asya, 

12 9 
E qun nmt 3 71-1 


নিয়ামকের সমীকরণ, x= ০, ti 
এবং nfen T Y 9,০9 


$i. 16, থে পরার Sf eror (3, - 9) ও (—1, 8) এবং যা (4, 0) 
» তার সমীকরণ ও নাভিদ্বয়ের স্থানাঙ্ক নির্ণয় কর। 


Mul সরলরেখার মধ্যবিন্দুর স্থানাঙ্ক (1, —2) মৃলবিন্দুর 
স্থানাঙ্ক (1, —9). 


সাবার, MRa সংযোজক রেখার অর্ধেক ৯(৪+1)8+(-9+2)8-8 
অর্থাৎ অধধতিথক অক্ষ, = 


TAR পরাবৃত্তের সমীকরণ e-m so 21 
VU এটি (4, 0) বিন্দুগামী, a= 4 বসিয়ে b? =, 
(z-1? (y493 
সমীকরণটি দীড়ায় — 422০] 
৪৫. Ja ppm /5 
সুতরাং নাভিদ্বয়ের স্থানাঙ্ক (1 + t v6, — 2). 
(d-9*.(y-». ণকি? 

- উদা. 17. 2a 36 “1 পরাবৃত্তের অন্থবন্ধ পরাবৃত্বের সমীকর 
এর কেন AAR উৎকে তা, atfen, নিয়ামক ও নাতিলঙ্ নির্ণয় কর। 
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প্রদত্ত পরাবৃত্তের ya পরাবৃত্তের সমীকরণ, cS ক). 1 
» 
এখানে a=b, b=5, - “J. aee Jat bi 4/614 537 এটা 
AC e=+ NHI 
এবং কেন্দ্র (8৪. 1); শীর্ষবিন্দুদ্ধয় (5, 7) ও (8, —5) 
, নাঁভিদ্বয় (8 1 51), (3, 1— A61) 
নিয়ামকের সমীকরণদ্বয়, 7 =1+3$/07; নাভিলন্ব= 83. 


Exercise 5 


1. নিয়লিখিত অধিবৃত্তগুলির সমীকরণ নির্ণয় 22: 
(i) নাভি (-8, -2); নিয়ামক £ Y= 2%-9 
(ii) নাভি (5,3); নিয়ামক £ 3z—4y-l1-0 
(iii) নাভি (3, —2); নিয়ামক £ 95-y+3=0 
[C. D. 1958] 
2. নিচের অধিবৃত্তগুলির প্রত্যেকটির নাতি ও নাভিলম্ নির্ণয় কর : I 
(i) b5y!-7x (ii) #3=8z ` [Alahabad, 48] 
(ii) yf e oz-Fb — (iv) ০১+৮/-০ 


8. gtml এবং 2+1-1 রেখাছ্বয়ের ছেদবিন্দুগামী অধিবৃত্ত y? = 20%- 


এর নাতির স্থানাঙ্ক নির্ণয় =a | [C. U. 1948] 
4. ০৪+4৩+20 অধিবৃত্তের শীর্ষবিন্দু, নাতি, নিয়ামক ও নাভিলগ্থের দৈর্ঘ্য 
নির্ণয় কর। s 
b. 3zt-r19z—8y=0 অধিবৃত্তের শীর্ষবিন্দু, নাভি, নাভিলগ্থের দৈর্ঘ্য ও 
নিয়ামকের সমীকরণ fadt =a | [Rajputana, 1945] 
6. y=azt+bz+c অধিবৃত্তের "few, নাভি, ও নাভিলদ্বের wt 
নির্ণয় কর। 
7. y!e4y—Az অধিবৃত্তের শীর্ষবিন্দু, নাভি ও নাভিলম্ব নির্ণয় কর। 
8. 4(y-1) e —7(z—3) অধিবৃত্তের নাভিলদ্ব, নাতি ও Maa স্থানাঙ্ক 
নির্ণয় কর। [C. U. 1956] 
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9. y" =4% অধিবৃত্তের উপর P যে কোন বিন্দু। নিয়ামকের উপর এর পাদবিনু 
ও নাভি একটি সমবাহ ART গঠন করে। P faqa স্থানাঙ্ক নির্ণয় কর। 
[Rurhki. 1944] 
10. 2742 অধিবুত্তের অন্থঃস্থ একটি সমবাহু ত্রিভুজের কোন একটি কোণিক 
বিন্দু অধিবুত্তর শর্ষবিন্দু হপে ত্রিতূজটির একটি বানর দৈর্ঘ/ নির্ণয় কর। 
a T [Allababad, 1916] 
11. কোন অধিবৃত্তের qurs| /-অক্ষের ধনাত্মক দিকে few, নাভি (0, 8) ও 
নাভিলম্বের দৈর্ঘ্য 12) অধিকৃত্তের সমীকরণ নির্ণয় কর। [C. 0. Comp. 1950] 
12. প্রমাণ কর ষে, y? t2ar+2by+c=0 এমন একটি অধিব্বত্তর সমীকরণ 
যার অক্ষ এ-অক্ষের সমান্তরাল agga MRa নিৰ্ণয় কর। (0.0. 1959] 
13. নিয়লিখিত উপবৃত্তের উৎকেন্তরতা, নাতিবয়র স্থানাঞ্চ, atfen ও নিয়ামকের 
সমীকরণ নির্ণয় কর। 1 
(ü) 95++2598-25 — (ij 323 -4y* — 49 C. U. 1941] 
(i) 2*49,329 [C. U.] (iv) 421 *9/*-36 (v) 9z%+3y1=1 
Nu A স্থানাক্ক-অক্ষ ধরে নিয়োক্ত ক্ষেত্রগুলিতে উপবৃত্তের সমীকরণ 
কর ঃ 
() atfer, 5 এবং উংকন্তরতা 2/3 
(ii) নাভিৰয় (+4, 0), উৎকেন্ত্রতা 1/9 
(iii) উৎকেন্ত্রতা 4 এবং Saga (মু, /5) বিন্দু দিয়ে যায় [C.U. 1947] 
(v) উপবৃত্ত (2, 2) ও (3, 1) বিন্দু দিয়ে যায় [0. 0. 1989] 
(৮) পরাক্ষ 8 এবং উৎকেন্জ্রতা 1 
15৮ যে Gaga নাতি (1, 79), নিয়ামক y 243 এবং উৎকেন্ত্রতা š তার 
সমীকরণ নির্ণয় কর। 
16. যে উপরতের নাভি (4, -2), নিয়ামক ৪2 - 2y—1=0 এৱং উৎকেন্দ্রতা 


অর সমীকরণ fad কর। 
17. উপবৃত্ধের একটি নাতি (-1, 1), নিয়ামক z—y+4=0 এবং উৎবেজ্জতা 
^ উপবৃ ত্তর সমীকরণ নির্ণয় কর । [Rurhki, 1/48] 


iat 


, 18. কোন উপৰত 7+%- রেখাকে 2-ক্ষে এবং G+ = 1 রেখাকে Y-অক্ষে 
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ছেদ করে। এর অক্ষ ছুটি স্থানাঙ্ক অক্ষত্বয় বরাবর হলে উপবুত্তের সমীকরণ নির্ণয় কর। 
উৎকেন্ত্রতা ও নাভিছয়ের স্থানাঙ্ক নিরূপণ কর। (C. U. 1:88) 


19. 714.5 21 উপবৃঃ 
19. 28765 1 উপবৃটি 7০+13-87-0.এবং 62  8y-F 7=0 রেখা- 


a? 


NOTI. ছেদবিন্দুগামী এবং এর নাভিলঙ্গ m? ; G 8.b কত? [C. U. 1949 ] 


20. প্রমাণ কর যে, 4z2+6/3—9=0 একটি উপবৃত্তের সমীকরণ এবং এর 
অক্ষের দৈর্ঘ্য ও উৎকেন্ত্রতা নির্ণয় কর। [Ati, a*h, 1:49] 
21. কোন উপবৃত্তেঃ নাভিলঙ্ব পরাক্ষের অর্ধেক | এর উৎকেন্দ্রতা নির্ণয় কর। 

[Allahabad, 1948] 
22. কোন উপবৃত্তের অক্ষ ছুটি স্থানাঙ্ক অক্ষদ্বয় এবং উপবৃত্তট (2, 2) ও (3. 1) 
বিদ্দদ্বয়গামী ; এর সমীকরণ ও উৎকেন্ত্রতা নির্ণয় কর 1 [C. 0, 1939] 
23. কোন উপবুত্তের উৎকেন্্রতা & এবং নাভি e নিয়ামকের মধ্যে দূরত্ব 16 ইঞ্চি; 
প্রধান অক্ষদ্বয়ের দৈর্ঘ্য fada কর | 
24. কোন উপবুত্তের নাভিদ্বয়ের স্থানাঙ্ক (0, + 1) এবং নাভিলম্ব একক CAE | 
উপবৃত্তের সমীকরণ নির্ণয় কর। উপবৃত্তর নাভিদ্বয় সমাপতিত হলে ওকে অস্তিমদশায় 
কিভাবে বৃত্তরূপে গণ্য করা যায় ব্যাখ্যা কর। [9. 0. 1951] 
25. নিমমলিখিত ক্ষেত্রে, পরাবৃত্তের অক্ষকে স্থানাঙ্ক ww ধরে, পরা বৃত্তের সমীকরণ 
নির্ণয় কর: 
G) fefe অক্ষ 3, অঙনুবন্ধী অক্ষ 4 
(ii) অন্গবন্ধা ww 6, নাভিত্বয়ের দুরত্ব 10 
(ii) অনুবন্ধী অক্ষ 7, saiga (3, — 2) বিন্দুগামী 
(iv) উৎকেন্দ্রতা V2, নাতিদ্য়ের দুরত্ব 16 
(v) ৫১ 1) ও (2, — 3) বিন্দুন্ধয়গামী i 
26. 4z'—9y*-86 পরাবৃত্তের অক্ষ, নাভিঙ্য়ের স্থানাঙ্ক, উৎকেন্দ্রতা ও 
নাভিলম্ব নির্ণয় কর। 
27. 9০-16-5144 পরাবৃত্তের নাভিলম্ব, উৎকেন্দ্রতা এবং নাভিছুয়ের 
স্থানাঙ্ক নির্ণয় কর। 
28. নিম্নলিখিত পরাবৃত্তের কেন্দ্র, শীর্ষবিন্দুয়, নাভিদ্বয়। উৎবেন্দ্রতা, নিয়ামকের 
দমীকরণ এবং নাতিগন্থ নির্ণয় কর। 
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(i) (r—-4)9. yt 


—— — 9. ml 


16 — 198" 
(iii) at —4y* —62—16y—98-0 (iv) 42*—9y3..36 
(v) Gor - i. , 


(ü) v2*—8y1— 16y —6420 


29. fñw লখিত ক্ষেত্রে পরাবৃত্তের সমীকরণ নির্ণর কর : 
G) RRA (4, 0), নাভি (5, 0) 
Gi) (0. +1) ও নাভিদ্বয় (0, + 4) 
Qi) cwm (2, 4), শর্ষাবন্দু (6, 4), Excemsi 5 
Qv) SR (4, - 8) এবং ange (4, —8) ও (7, 3) বিন্দুগামী 
(v) নিয়ামকদ্বয় £ y75,y- —7, নাভি (10, 6) 
(vi) afea (19, —5 ও(-4, —5); উৎকেন্ত্রতা 9 
(৮) fem: y=4, Y=6; অর্ধ-তির্ধক অক্ষ 4 নাতিলম্ব-3 


00) cem মৃলবিনুতে, অক্ষ we বরাবর এবং পরাবৃত্ত ( — 7, 3) (5, 9) 
Raama i 


| 30. পরাবৃত্তের উৎকেন্ত্রতা t নাভি (o, 0) এবং নিয়ামক 4z—3y-a; 
পরাবৃত্ের সমীকরণ নির্ণয় কর; কেন্দ্র এবং অপর নিয়ামকের সমীকরণ নিরূপণ কর। 
2 1 
81. _ LL D নাতির অবস্থান নির্ণয় কর। 
(0, U. 1957] 


32. দেখাও যে, পরাবৃ-্তর উপরে যে কোন বিন্দু থেকে নাতিছয়ের দূরত্ব সর্বদাই 


তির্ঘক অক্ষের সমান। 
83. একটি অ ধবৃত্বের শীর্ষ ও নাভিমূলবিন্দু থেকে যথাক্রমে a ও b দূরে (৮4৪) 
পনের উপর SS | scu: সমীকরণ fada কর। 
2 2 
iae ^n DER ELEM ANIA ছুটির উৎকেন্ত্রা যথা ক্রমে a, 


ও es ছলে দেখাও যে, wth be 1 
1 `, 


— 


6 "sg WV 


= sana (Tangeuts and normals) 

6.1. বৃত্ত ও একটি সরলরেখার ছেদবিন্দু fada (To tind the point 
of intersection of a line with a circle) 

ধর, বৃত্ত ও সরলরেখাটির সমীকরণ যথাক্রমে 


zt +y’ =a? M: (i) 
y=mr+c * ` (ii) 
নিৰ্ণেয্ ছেদ্ববিন্দুর স্থানাঙ্ক দ্বারা উভয় সমীকরণই সিদ্ধ । 


(ü) থেকে y-3 মান ()-এ বলিয়ে 
(14m*)i*-F9mez-Rc? —a*-0 — ... (iii) 

এটি c: একটি দ্বিঘাত সমীকরণ ; z, 2, এর বীদদ্বয় হলে ছেদবিন্দুর $W £i 
£৪ হবে) ৫-র এই ছুই মানের জন্য Qi) থেকে ছেদ্রবিন্দুর্র কোটি yi, Ya পাওয়া 
ঘাবে। কাজেই রেখাটি বৃন্তকে (55, Y1) ও (ra, ya) এই ছুই IS ছেদ করবে। 

6.2. স্পর্শকের ধারণ! (Idea of a tangent) 

উপরের (11) সমীকরণের বীজঘয় (a) কাল্পনিক হতে পারে, (৮) বাস্তব ও womit 
হতে পারে বা (c) বাস্তব ও পরম্পর সমান হতে পারে । 

(৪) ক্ষেত্রে রেখাটি বৃত্তকে ছুটি পৃথক বিন্দুতে ছেদ করবে। 

(৮) ক্ষেত্রে রেখাটি মোটেই বুনতকে ছেদ করবে না। 

(০)-ক্ষেত্রে রেখাটি gas ছুটি অভিন্ন বা সমাপতিত (coincident) fas cuv 
করবে। এক্ষেত্রে রেখাটিকে qoe স্পর্শক (tangent) বলে । আর এ বিন্মুটিকে 
স্পর্শ বিন্দু (point of contact) বলে I 

ধর, কোনও বক্ররেখার উপরস্থ P, Q যে কোন 
ছুটি বিন্দু। o বিন্দুটি ক্রমশঃ Pa দিকে এগুতে NT 
থাকলে এক সময় Q feq? eor উপর সমাপতিত 
ছবে। PQ সরলরেখার সেই অবস্থান হল PT 
এবং Pা-কে তখন P বিন্দুতে এ বক্ররেখার স্পর্শ ক à 
বল! হবে। 

কাজেই, ম্পর্শকের নিম়োক্ত সংজ্ঞা দেওয়া যেতে 
পানে ঃ চিত্র 40 
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সংজ্ঞ।£ একটি বক্ররেখার কোনও ছেদক যে ছুটি বিন্দুতে বক্ররেখাটিকে' ছে 
করে সেই ছেদবিন্দুনয় একটি বিন্দুতে সমাপতিত হলে ছেদকের অন্তিম অবস্থানকে ওঁ 
বিন্দুতে বক্র-রখাটির স্পর্শ ক zra | 


63. বৃত্তের কোন বিন্দুতে স্পর্শকের সমীকরণ (Equation ol 


tangent to a circle) 

ধর, ০১4৯ a! বৃত্তের উপরে Pi, yi) যে কোন বিন্দু। (zs, yy) 
পরিধিস্থ আর একটি বিন্দু এবং a বিন্দু P-q খুব কাছে। 

P, Q উভয়েই qus বলে, 


sty, 875৫8 ves (i) 
22° y, ৯৯০৫৪ uri) 
কিন্ত, Po-ertz সমীকরণ 
y-y;7 37 Yea) «i tiii 
, Zg =t] 
(i) ও (ii) থেকে yi! yt =r, gr 


বা, (y —VaXyi +8)- (28 —z,)zs +z) 


Y-Y -2 +z, 


5 ০1 Ystyr c D Q) 
(iv) থেকে (ys — y )/(v, — 2-2 মান (iiia বলিয়ে, PQ জা-র সমীকরণ, 
y- = —_ +০/০-০১ p (v) 


যখন Q বিন্দু P-2 উপর mises হবে অর্থাৎ zy 2, এবং %২-৯। হবে তখন 
Pa «jl P বিন্দুতে বৃত্তের স্পূর্শক হবে | অতএব (V)-43 2, 72, এবং y, — y, বদিয়ে, 
" ম্পর্শকের মমীকরণ, y=y = iea) 
2yi 
3l 221 yy, =g; Hy; =q? 
+. y=! বৃত্তে (z, y,) বিন্দুতে স্পর্শকের সমীকরণ, 
XX1 d yy;—a? 
অনুসিদ্ধান্ত £ বৃত্তের সমীকরণ ০:+/++27%+-2/+-০-0 হলে অনুরূপ 
পদ্ধতিতে দেখানো যায় যে, (z, y1) বিন্দুতে 3:2 স্পর্শকের সমীকরণ হলঃ 
723. yy, gr +01) +fy+y,)+c= 0. 
WT: বৃত্ত বা যে কোন কণিকের (zu) বিন্দুতে সপর্শকের সমীকরণ এই 
নিয়মে লেখা যায় : বৃত্ত বা কণিকটির সমীকরণে 2! স্থলে ০২১ y* স্থলে yy, 92 
স্থলে (z + 23) 9% স্থলে (y-- 91) বসাও। PISA] ER রাখ । 
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6.4. কোন সরলরেখার বৃত্তের স্পর্শক হওয়ার শর্ত (Condition of 


a tangency of a line to a circle) 
ধর, সরলরেখাটি y=me+e -= (i) 
এবং — qe %৪+৯-৫% ... (i) 
(ü) ও Gi) থেকে &-অপনয়ন করে রেখা ও বৃত্তের ছেদবিন্দুর ভুজ নির্ণায়ক 
সমীকরণটি হল £ 
(L4-m*)z*-F2mcz--(c* —a*)—0 + (iii) 
নরলরেখাটি বৃত্তের ম্পর্শক হওয়ার শর্ত ছেদবিন্দুদ্ধয়ের সমাপতন। কাজেই (iii) 
সমীকরণের leg পরস্পর সমান হবে p অতএব fati শর্ত হল : 
(2mo)? — 4(14- m*(c? —a3)— 0 
বা, c*-a*(14-m?) V. er iom 
এই-ই হল "ve হওয়ার নির্ণেয় Š i 
অনুসিদ্ধান্ত £ y-mxtaJikm*- (v) 
রেখাদ্বয় m-3 সব মানের জন্য z*-4-y!—a* বৃত্তের ছুটি স্পর্শক | 
ধর, স্পর্শাবনদর স্থানাঙ্ক (z, 2) 5 (z, ya) বিন্দুতে স্পর্শকের সমীকরণ, 
ids. - ^ (ii) 
. — am M a 
. MESS h^ aA 


a 
MU tifar MU 
65. অধিরৃত্তের কোন বিন্দুতে স্পর্শকের সমীকরণ (Equation of 


tangent at a poipt to a parabola) 

ধর, y3—4az অধিবৃত্তের P(zi, y1) ও (23, 2) যে কোন ছুই বিন্দু। Pa- 
রেখার সমাকরণ, 
P=) .. (i) 


y—91 
যেহেতু P, o উই «ferr উপদ বহি অতএব 
y: —4az, এবং yg =4azs Sé YE YS TA 
&1-%8 4a "Tm" (ii) 


» 273—773 yit Va 
উঃ মাঃ গ: স্থানাঙ্_? 
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(i) ও (ii) থেকে, অধিবৃত্তের Pa জ্যা-র সমীকরণ, 
4৫ 
8২72 
এক্ষণে Q বিন্দু ক্রমে P-z দিকে এগিয়ে যখন P-তে সমাপতিত হবে তখন Pa জ্যা-টি 
P বিন্দুতে অপিবৃত্তের সমীকরণ হবে। অতএব (11)-এ 2৪2 এবং Ya =y; বসিয়ে 
স্পর্শকের সমীকরণ, 


&-$%5 


(r—2,) - (iii) 


Jy (eas) 
বা, YYı -y h= 2a(z—2,) 
বা, yy? =Y1 T 20(2—2,)— 4az, T 2a(z —2,) 
` yyí—28(x- x) 
এই হুল (z,, y.) বিন্দুতে y? = 4৫০ অধিবৃত্তে স্পর্শকের নির্ণেয় সমীকরণ | 
অনুসিদ্ধান্ত £ MRF (0, 0)-তে "css সমীকরণ x—0. অধিবৃত্তের 
LRS অথাৎ (৫8, 2) বিন্দুতে প্পর্শকের সমীকরণ, x -ty +at?=0 
ব্য š y? = 4৫৫-কে yy-—9a(z-4-z) আকারে লিখে একটি z-4 স্থলে 2! 
] এবং একটি ॥-র স্থলে y, লিখলেই ম্পর্শকের সমীকরণ পাওয়া যায়। 
$6. কোনও রেখার অধিবৃত্তের স্পর্শক হুওয়ার শর্ত (Condition of 


tangeney of a line to a parabola) 
ধর, অধিবৃত্তের সমীকরণ y? =4ar ... (i) 
এবং সরলরেখার সমীকরণ y—ma-po ... (ii) 
^ faqe ও রেখাটির ছেদবিন্দুর ভূজ-নির্ণায়ক সমীকরণ, 
` (mz-r c)? ৯4৫০ 
বা, m'z'-$(me—9a)k-c* —0 eee (iii) I 
যদি সরলরেখাটি অধিবৃত্তের "rf হয় তবে (ii) সমীকরণের বীজদ্বয় সমান হবে। 
অতএব স্পর্শক হওয়ার নির্ণেয় শর্ত : 
(g(mc— 2a)? _4%,809 = 0 
বা, 102*—16amc-0 ~, e 
এই হুল ম্পর্শক হওয়ার নির্ণেয় we. 
অনুসিদ্ধান্ত : yemrk* ৮৮0) 


য়েখাটি m-3 যে কোন মানের জন্য y? = 4az অধিবৃত্তের স্পর্শক। 
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ধর, স্পর্শবিনদুর স্থানাঙ্ক (25, y1); (z, Y1) বিন্দুতে স্পর্শকের সমীকরণ, 
yy1 = 9a(z +z) i (ii) 


(ও Gü) তুলনা করেঃ 1 =Y1 2৭ 


স্পর্ণবিন্দুর স্থানাঙ্ক : 5, £2 


m?' m 
6.7 উপৰৃত্তের স্পর্শকের সমীকরণ (Equation of tangent to an 
ellipse) 
z3 y? ? 
ধর, উপরৃত্ত ৫+95-1-এর উপর Ple yD ও ০৪, ya) যে কোন 


ছুই বিন্দু। Pa রেখার সমীকরণ 
Vs — 91 
a— tı 


যেহেতু, P,Q উভয়েই উপবৃত্তের উপর অবস্থিত, অতএব 


Ug MEM (z—2,) X (i) 


25 Ent. 
qe Wr (ii) 
I EH Da ly এল 
এ a? & omi 
E nb FE bal NS 
b 


বা (zi +zs)z;i— m.) _ (yy Yayi tya) 
4 a? bš 


(ys —i) _ _ 20০৪ 24) yi = 
RNI ET *y) Gii) 
(ii)-কে ব্যবহার করে, (i) থেকে উপবৃত্তের Pa জ্যার সমীকরণ 


EE ALT e uy ik i 
AS 2 Gaga a*(ys E92 [C 2) (iv) 


এক্ষণে, a বিন্দু ক্রমে P-র দিকে এগিয়ে যখন P-তে সমাপতিত হবে তখন PQ 
জ্যা-টি P বিন্দুতে উপবৃত্তের সমীকরণ হবে । অতএব (%)-এ c.m 2, এবং yay, 
বসিয়ে স্পর্শকের সমীকরণ 
T p? j 
ba ta ca (z—21) 
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G) ও (ii) থেকে, অধিবৃত্তের Pa জ্যা-র সমীকরণ, 
4a : Š. 
n "us 24) (iii) 
এক্ষণে Q বিন্দু ক্রমে P- দিকে এগিয়ে যখন ₹-তে সমাপতিত হবে তখন Pa জ্যাটি 
P বিন্দুতে অধিবৃত্তের সমীকরণ হবে। অতএব (i)-এ z, =, এবং y, = রনি 
স্পর্শকের সমীকরণ, 


y—91— 


a 
yy ir ea) 
বা, yy. 7818 240০-2$) 
বা, yy? =Y1 +200 —2,)= 4৫21 +200 — x) 
^ yyi—28(x xi) 

এই হুল (w1, y.) বিন্দুতে y? = 40% অধিবৃত্তে ম্পর্শকের fac সমীকরণ | 

অনুসিদ্ধান্ত £ শীৰ্ষবিন্দু (0, 0)-তে স্পর্শকের সমীকরণ x=0. অধিবুত্তের 
{-বিন্দুতে অথাৎ (atè, gol) বিন্দুতে স্পর্শকের সমীকরণ, x —ty +at?=0 

$ y'-4ar09 yy=9a(z--z) আকারে লিখে একটি z-4 স্থলে 21 

এবং একটি /-র স্থলে y, লিখলেই ম্পর্শকের সমীকরণ পাওয়া যায়। 

6.6. কোনও রেখার অধিবৃত্তের স্পর্শক হওয়ার শর্ত (Condition of 


tangency of a line to a parabola) 
ধর, অধিবৃত্তের সমীকরণ y? =ar ... (i) 
এবং সরলরেখার সমীকরণ y—mz-o —. (ii) 
* CWfega ও রেখাটির ছেদবিনদুর ভুজ-নির্ণায়ক সমীকরণ, 
(741০5 = 4৫2 
বা, m*z'4-2(mc—92a)x-Rc?—0 s (iii) ' 
যদি সরলরেখাটি অধিবৃত্তের ম্পর্শক হয় তবে (iii) সমীকরণের বীজদ্বয় সমান হবে। 
অতএব ম্পর্শক হওয়ার নির্ণেয় শর্ত : 


Í2(mc— 2a)}? — 4m*c? — 0 
বা, 1602 — 16amc = 0 C= 
এই হুল i হওয়ার নির্ণেয় শর্ত 
অনুসিদ্ধান্ত: ৮৯৮4৭ 0) 


GA m-3 যে কোন মানের জন্ত y? = 40% অধিবৃত্তের স্পর্শক। 


Bis 
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ধর, স্পর্শবিন্ুর স্থানাঙ্ক (৬1, y1); (zu 2) বিন্দুতে স্পর্শকের সমীকরণ, 
yi-2a(z-z,) ee (i) 


(i) ও (ii) তুলনা করেঃ ++» 


স্পর্ণবিন্দুর স্থানাঙ্ক: n, 3a 


m?' m 
67 ট্রপবৃত্তের স্পর্শকের সমীকরণ (Equation of tangent to an 
ellipse) 


ধর, 9438 Hl v 271-48 উপর Ple yB) ও Alta, ys) a কোন 


ছুই বিন্দু। Pa রেখার peri 


C es 8 77 M3 এ 
y == 71 (সে ... (i 
2 82 29721 ( 1) ) 


যেহেতু, P,Q উভয়েই উপবৃত্বের উপর অবস্থিত, অতএব 


ii) 


2 2 
এবং P1 qus. = 


al (zi +zs zi — 2.) _ (yi — vs yx va) 
, রা 412 


a 


(v9) 4 5 5* (mp m) s. (iii) 
(za —24) a*(ys - y1) 4 
(00)-কে ব্যবহার করে, (i) থেকে উপবৃত্তের Pa জ্যার সমীকরণ 


এক্ষণে, a বিন্দু ক্রমে ₹-র দিকে এগিয়ে যখন P-CS সমাপতিত হবে তখন PQ 
জ্যা-টি P বিন্দুতে উপবৃত্তের সমীকরণ হবে। অতএব (৮)-এ ৪ m2, এবং yay, 
বসিয়ে স্পর্শকের সমীকরণ 
| y-9- = T. dr =7i) 
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—34) 2$(০--%2) 

বা, ug. FR E 1 
2 2 
বা, g tiet +a 


a? b3; 


(z, y1) বিন্দুতে Hired উপবৃত্তের ম্পর্শকের নির্ণেয় সমীকরণ : 


অন্ুসিদ্ধান্তঃ (a, o) বিন্দুতে ম্পর্শকের সমীকরণ x= 

(o, b) বিন্দুতে ম্পর্শকের সমীকরণ y=b 
ভরা পরাক্ষের ( 31 উপাক্ষের ) অন্তিম প্রাস্তবিন্দুতে meer ও অক্ষের উপর aa | 
উপবৃত্ের 0 বিন্দুতে অর্থাৎ (a cos 0, b sin 9 )স্পর্শকের সমীকরণ, 


X eos ME M sin Pun 
a b 


$8. কোনও রেখার উপবৃত্তের স্পর্শক হওয়ার শর্ত (Condition of 
tangency of a line to an ellipse) 
33, উপবৃত্ের সমীকরণ a =] - ü 
এবং সরলরেখার সমীকরণ y7mz4-c E (ii) 
উপৰৃত্ত ও রেখাটির ছেদ বিন্দুর তুজ-নির্ণায়ক সমীকরণ 


2 
are 2E 


বা, warm +b3)+ 2০17224580৯ —5*3)— 9 .. (iii) 
যদি সরলরেখাটি উপবৃত্তের সপর্শক হয় তবে ()-এর বীজদ্বয় সমান হবে । অতএব, 
"ie হওয়ার নির্ণেয় শর্ত : 
(94770) 7 (atm? -53)53(:3 53). 0 
বা, সরল করেঃ ০৪-5০৪7/4-88 t- ৩. t Jam b? 
এই হল "s হওয়ার নির্ণের +$ | 
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অনুসিদ্ধান্ত ; m- সব মানের জন্য y-mxt Jaimiqbi সরলরেখা ছুটি 

a =1 উপবৃত্তের স্পর্শক। 
আগের মতো পদ্ধতি IFAI করে দেখানো! যায় যে, 


—a?m b? 
স্পর্শবিন্দুর স্থানাঙ্ক : EVam to? ইট 


6.9. পরাৰৃত্তের স্পর্শকের সমীকরণ (Equation of tangent to a 
hyperbola) 


6.7 অনুচ্ছেদের MET পদ্ধতিতে সহজেই প্রমাণ করা যায় যে, 
a =1 পরাবৃত্তের (zi, y.) বিন্দুতে 


a 


স্পর্শকের সমীকরণ : নি 


অন্ুসিদ্ধান্ত 1. পরাবৃত্তের ius s (a sec 4, b tan 4) বিন্দুতে 'পর্শকের 
সমীকরণ X ৪৪০ %  ytanó , 
a b 


2. a*—y*—a* সম-পরাবৃত্তের (21, 9) বিন্দুতে ম্পর্শকের সমীকরণ £ 
x, —yy;-a?. 
6.10. পরাৰৃত্তের স্পর্শকের শর্ত (Condition of tangency to a 


hyperbola) 
6.8 অনুচ্ছেদের মতো সহজেই দেখানো যায় যে, /-%০+4:০ সরলরেখাটির 


1 — 
T- mi পরাবৃন্তকে "v করার শর্ত হল e= + Vatms —b* 


অনুসিদ্ধান্ত £ m-q সব মানের জন্যই y=mx+ y ৪৪/08-08 রেখা ছুটি 
E 5 =1 পরাবৃ্তকে ম্পর্শ করে | 


a? 
স্পর্শবিন্দুদবয়ের স্থানাস্ক 6.8 অনুচ্ছেদের ন্যায় নির্ণয় কর] যায় এবং 
—atm —bs 
স্পর্শবিন্দুয়ের স্থানাঙ্ক ঃ 77857 Ti ` ন 
6.11. দেখাও যে, কোন বহিঃস্থ বিন্দু থেকে অথিৰৃত্তে ছুটি স্পর্শক 
অঙ্কন সম্ভব এবং স্পর্শকদ্বয় পরস্পর GI হলে ওদের ছেদবিন্মুর 
সঞ্চারপথ অধিবৃত্তের নিয়ামক i 
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-%৫+%ি (mp) সর্বদাই 9০4০৫ অধিবৃত্তের স্পর্শক | afaa বিদুটি 
(<, B) ধরা ষাক। 
ee Bam% 
m 


বা. <mi—m+a=0 — _... (i) 


ধর, বীজদ্বয় Mı, ms. 
y—m,z4--T. এবং ym mgz-4--T. হুল "aura 
PS mg 


সমীকরণ। কিন্ত (i) থেকে বীজদয়ের গুণফল Mims =a/< 
(4, B) বিন্দুগামী স্পর্শকঘয় পরস্পর ল্ হলে 


mms = —] 
S4 al«- —1 S a+ €«-0 
^ (<, B) বিন্দুর সঞ্চারপথ হলঃ a+x=0; এটি নিয়ামকের সমীকরণ 
অতএব ছেদবিন্দুর সধশরপথ অধিবৃত্তের দিয়ামক। 


6.12. দেখাও যে, কোন বহিঃ বিন্দু থেকে উপরৃত্তে দুটি স্পর্শক 
আকন সম্ভব এবং স্পর্শকদয় পরস্পর pe হলে ওদের ছেদবিন্দুর 
সঞ্চারপথ একটি qw | 

yo mz- yami pga রেখাটি m-z সব মানের জন্যই zí/3-.92/53-1 
উপবৃত্ের mm | বহিঃস্থ বিন্দুটি (4, 8) ধরা যাক | 

i B=m<+ Naimi} bš 
^. (É- me) cats +52 
বা (a* -42)%%24-249714-058 _98)-0 NU (ii) 

এটি ma একটি দ্বিঘাত সমীকরণ ; অতএব %-র ছুটি বীজ। কাজেই (4, 8) 
থেকে উপবৃত্তে দৃটি সপর্শক অঙ্কন করা যায়। ধর, YET mi, mg: 

৯77০4 Vaim, 3 +bš ; y-msc-4 Jam 4-03 
ম্পর্শকঘয়ের সমীকরণ । কিন্তু (1) থেকে, বীজদ্বয়ের গুণফল : 


: ৮৭92 
পির 
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(«,B) বিন্বুগামী 'পৰ্শকন্বয় পরস্পর লম্ব হলে mm, —1 


বা, <2++p3 = at +b? 
(০9) বিন্দুর সঞ্চারপথ হল x'--y' mat bi; "bs এটি একটি বৃত্ত 
(ব্যাসার্ধ va pa ); এই qoa এ উপবৃত্তের নিয়ামক বৃত্ত (Director 
Circle) বলে। 
6. 13. স্পর্শকের ew (Length of a tangent) 
ধর, বহিঃস্থ কোন বিন্দু Pler Y1) থেকে 4৪442 ma? qaa T বিন্দুতে PT 
স্পর্শক টানা হয়েছে; cT ম্পর্শবিন্ুগামী ব্যাসার্ধ । T 
C বৃত্তের কেন্দ্র। 
"e, c-a স্থানাঙ্ক £ (0,0; cT—3c64 
ব্যাসার্ধ a 
A PCT সমকোণী ত্রিভুজে Z cTP = সমকোণ 
PT? =pC?— CT? 
=(z: —0)*+(y; - 0)? —a* চিত্র 41 
uut bt oat 
সপর্শকের দৈর্ঘ্য Pro Ji Fy at 
অনুসিদ্ধান্ত £ 
1. বৃত্তের সমীকরণ z*-Fy'--9gz--2fy--c- 0 হলে কেন্দ্র ০-র স্থানাঙ্ক 
(—g,—f) এবং ব্যাসার্ধ = vg* 3-f3—c হবে। 
er! =fr, -(- 9) lys - CT - (+f: —9) 
=g, - y1? 992, +2fyi +c 
স্পর্শকের দৈর্ঘ্য PT= v(xi! yi! +2gx1 2ty, +e) 
2. (cy, y.) বিন্দু থেকে y? = 4৭% অধিবৃত্তে অঙ্কিত স্পর্শকের 
দৈর্ঘ্য Jy ?-4ax, 


8. (z, Y1) বিন্দু থেকে ক ত + 4 1 কনিকদয়ে ( যথাক্রমে উপবত্ত ও 


পরাবৃত্ে) অঙ্কিত মপর্শকের দৈরধ্য = চি zx) 
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দ্রষ্টব্য ? লক্ষ্য কর যে, বৃত্ত বা কনিকের সমীকরণকে ডানপক্ষ শৃন্য করে সাজিয়ে 
নিয়ে z ও y স্থলে যথাক্রমে বহিঃস্থ বিন্দুর ভুজ ও কোটি বসালে স্পর্শকের বর্গ পাওয়া 
যায়। এ রাশির বগমূলই স্পর্শকের fca tud | 

6. 14. স্পর্শবিন্দুগামী জ্যা (Chord of contact) 

সংজ্ঞা £ বহিঃস্থ কোন বিন্দু থেকে কোন বৃত্ত বা কনিকে যে ছুটি স্পর্শক অঙ্কন 


সম্ভব সেই ম্পর্শকদ্বয়ের স্পর্শবিন্দুর সংযোজক রেখাকে এ বৃত্ত বা কনিকের 
স্পর্শবিন্দুগামী wyl বলে। 


স্পর্শবিল্দুগামী জ্যা-র সমীকরণ £ 
ধর, Ples y1) বিন্দু থেকে 2? yt ৫৪ বৃত্তে ছুটি fs PA «Ps টানা 
Auh) হয়েছে। Alka 1) এবং B(g, fa) 
যথাক্রমে ওদের স্পর্শবিন্দু। কাজেই AB 
স্পর্শবিনুগামী জ্যা। 
P 
G4) AP স্পর্শকের সমীকরণ : 
v«1--yB, =a? 
৪০৪) ` এটি P(z,, yj) fand, 
চিত্র 42 অতএব z < Hyh =a! ..(i) 


BP স্পর্শকের সমীকরণ : Z<, Hypa =a? 

DE Ple, 91) বিন্দুগামী, অতএব Z I< +y P =a s ...(ii) 

() ও (ii) থেকে দেখা যায় A(1, Bi) ও ৪(5৫১199) feet zz; +y: =a? 
এই এক-ঘাত সমীকরণকে সিদ্ধ করে। অতএব AB সরলরেখা বা স্পর্শবিনবগামী 
জ্যা-র সমীকরণ ; 

XX; t yy;-—a?, 
€B39 : লক্ষ্য কর, (z, ys) বিন্দুতে ম্পর্শক এবং (23, 1⁄1) বিন্দুর স্পর্শবিন্দুগামী 
যার সমীকরণের রূপ ask সপর্শকের ক্ষেত্রে (z |, yi) বৃত্তের উপরিস্থ, স্পর্শবিন্দুগামী 
জ্যা-র ক্ষেত্রে (01,1) বৃত্তের বহিঃস্থ একটি বিন্দু। 
অনুসিদ্ধান্ত ঃ অহুরূপে দেখান যায় a, 
অধিরৃত্তের স্পর্শবিন্গামী জ্যা-র সমীকরণ ২ yy, —2a(x--xi) 


উপরৃত্তের ERAND ey সমীকরণ : = HE 


পরাবৃতের স্পর্শবিন্দুগামী জ্যা-র সমীকরণ ; X. eui 
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6.15. অভিলন্ব ও অভিলন্বের সমীকরণ (Normal and equation of 
the normal) 
সংজ্ঞা £ যে সরলরেখা ম্পর্শবিন্দুতে কোন বক্রবেখার স্পর্শকের উপর লম্ব তাকে 
এ বিন্দুতে এ বক্ররেখার অভিলন্ধ বলে। 
43 নং চিত্রে P বিন্দুতে PT হল বক্ররেখার স্পর্শক এবং Pa রেখা P বিন্দুতে PT- 
উপর 3| অতএব PG হল P বিন্দুতে এ বক্ররেখার অভিলম্ব। 
A. বৃত্তের অভিলম্ £ ধর, z* -y* --2gz --2fy--c— 0 বৃত্তের (zi, 91) 
বিন্দুতে অভিলম্বের সমীকরণ নির্ণয় করতে হবে। 
(z, %) বিন্দুতে বৃত্তের ম্পর্শকের সমীকরণ £ 
zz (+y i T (m - 4) T (y +y) += 
779. 
yictf 
(২, y1) বিন্দুতে অভিলম্বের নতি melt 


(z, y1) বিন্দুতে অভিলম্বের সমীকরণ হল 


এবং এর নতি= 


y—y m mc — 24) | 
বা (y- )= H (z-z) 


বা (x-xiXyi4f-(y-vi(xitg)—0 (i) 

অনুসিদ্ধান্ত 1. s? +y? =a? বৃত্তের (৮, yi) বিন্দুতে অভিলম্বের সমীকরণ 
Xy1— yx, ০, 

2. যেহেতু (i) নং সমীকরণ বৃত্তের cem (—g, —f) দ্বার! সিদ্ধ, অতএব বৃত্তের 
যে কোন বিন্দুতে অভিলন্ব এ বৃত্তের কেন্দ্রগামী। 

B. অধিবৃত্তের অভিলন্ব £ ধর, /%- 4৫০ অধিবৃত্বের (১ yi) বিন্দুতে 
অভিলম্বের সমীকরণ নির্ণয় করতে sta | 

(z1, y1) বিন্দুতে অধিবৃত্তের স্পর্শক £ yy, = ৫(০+-) 


মপর্শকের নতি = 22 
Yı 


(zi, yi) বিন্দুতে অভিলগ্থের নতি m= A 


| s. aafaa £ চল জজ) eee (ii) 
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9. % বিন্দুতে (৫2, 21) অভিলম্বের সমীকরণ 
y — 2at— —I(z— att) 


বা ix y —2at4- at? e.. see (iii) 
এই অভিলঘ্বের afe - 
C. নতিভিস্ভিক অধিরৃত্তের অভিলন্ব (Normal in terms of gradient) 
afoma নতি maz 21 781 — 9am 


আবার (v, y.) অধিবৃতস্থ বলে ol (= erat, t 
Gi) সমীকরণ থেকে অভিলঙ্কের সমীকরণ 
Y+2am=- — Ee- —am?) 
Q y=mx-2am-am? —— ..... (iv) 
CIE  ভিলহের নতি ছলে সমীকরণ (iv) dr feo (ont, — m) 
বিন্দুতে অধিৰৃবত্তকে ছেদ করে | | 
NNNM: LE Ls উপরের G, 9.) বিশু 
অভিলম্বের সমীকরণ নির্ণয় করতে হবে | 
(৫, y1) বিন্দুতে উপৰৃত্তের saa : S TE 


ম্পর্শকটির নতি = E^ 2t 
অভিলম্বের eat. 
^ অভিলঘ্বের সমীকরণ 2 vh = 5 1 (z—z,) 
1 


ty 
Caec eoe E 
X4 ME KO 0) 


অনুসিদ্ধান্ত £ Gear ৪-কিন্দুতে অর্থাৎ, (9০050, & sin 0) বিন্দুতে 
মভিলঘ্বের সমীকরণ ET 2১৮০-৭১-৮৪ 


cos Ü 817 0 


E. পরাৰৃত্ের afena; susci দেখানো যায় যে, atga £ -5 -14 
21, Y1) বিন্দুতে অভিলম্থের সমীকরণ 


2 
WW ura m de) 
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অনুসিদ্ধান্ত £ পরাবৃত্বের $-বিন্দুতে (a sec $, b tan 4) বিন্দুতে অভিলম্বের 
সমীকরণ ac 4 by aq — ba 


sec tang — 


616 কোন বিন্দু থেকে অধিবৃত্তে তিনটি অভিলম্ব অ'ক! যায়। 
(Three normals could be drawn from a point to a parabola) 
ধর, y*-4az অধিবৃত্তের সমতলে P(z, y.) একটি বিন্দু। এ অধিবৃত্তের 
(at*, 9044) বিন্দুতে অভিলম্ব হল %+/- 2at Fat? 
এটি (m4, y1) RANI বলে 
yi ttr, — 2at -- at? 
বা a*-(247-z,)—9y1-70 — G) 
(i) নং সমীকরণটি a একটি ত্রিঘাত সমীকরণ । অতএব /-র তিনটি মান দ্বারা 
G) সিদ্ধ। 
. কোনও বিন্দু থেকে অধিবৃত্তে তিনটি অভিলম্ অঙ্কন সম্ভব। অগ্ঠভাবে 
বলা যায়, অধিবৃত্তের উপরে এমন তিনটি বিন্দু আছে যে, এ বিন্দুগুলিতে 
অঙ্কিত অভিলন্বত্রয় সমবিন্দু। 


6.17. উপ-স্পর্শক ও উপ- 
অভিলন্ব (Sub-tangent and 
8ub-normal) 

কোন কনিকের উপর যে কোন বিন্দু 
৮ নাও | ৮-তে PT "e ও PG 
অভিলম্ব টান। এরা কনিকের অক্ষকে 
যথাক্রমে T ও ও বিন্দুতে ছেদ করল। 
P থেকে অক্ষের উপর PM লম্ঘ ফেল। P 
তা হলে 714-রেখাংশকে P বিন্দুর চিত্র 43 
উপ-স্পর্শক এবং MG রেখাংশকে উপ-অভিলন্ব বলে। 


একটি প্রতিজ্ঞ (A proposition): অধিবৃত্তের যে কোনও বিন্দুতে 
উপ-অভিলন্বের দৈর্ঘ্য একটি প্রুবক i 


P বিন্দুর স্থানাঙ্ক att, 22 
P বিন্দুতে অভিলম্থ Pও-র সমীকরণ £ y+te=2at+t? 
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অভিলম্ব অধিবৃত্তের অক্ষকে ( y 0 রেখাকে) যে বিন্দুতে (G) ছেদ করে তার gu. 
% হলে tz = 2at + at" 
~ $—9a--ai* 
n ও বিন্দুর স্থানাঙ্ক ঃ (2a--at?, 0) 
M Raa স্থানাঙ্ক £ (৫42, 0) 
^. উপ-অভিলন্বের দৈর্ঘ্য aM - Aa AM 


7 (2a-Fat*) — at? = 95 = ধ্ৰুবক | | 


I 
6.18. আরও একটি প্রতিজ্ঞা (Another proposition) : অধিবৃত্তের x 


উপস্পর্শক শীর্ষবিন্দুতে দ্বিখণ্ডিত wa | 
P বিন্দু স্থানাঙ্ক : at, 9at ; 


P বিন্দুতে প্পর্শকের সমীকরণ £ y= +০2 
"He অধিবৃত্তের অক্ষকে ( y=0 রেখা ) T বিন্দুতে ছেদ করে। অতএব T বিন্দুর 
স্থানাঙ্ক (—at20) 1 কিন্ত A বিন্দুর স্থানাঙ্ক (0,0) | 
+, AT=att এবং AM=atŠ 
"^ A বিন্দুতে উপ-স্পর্শক TM সমদ্বিখণ্ডিত হয়। 
6.19. কষে দেওয়া উদাহরণ (Illustrative examples) 
উদ্দা. 1. দেখাও যে, E V/3y—8 রেখাটি ০০416 বৃত্তের =s এবং 


স্পর্শ বিন্দুর স্থানাঙ্ক নির্ণয় কর। (Andhra, 1941) 
i = ০০১৪ 
© ০+৮৪৮৯৪, চারি WE TIE 
DAC - R 
| 1 8 
* এখানে m= =— এবং ০= > ; 
V8 2 43 
wig, cj z* +y? — 16, 4.924 
US, a JLEm? =4 Vi g(-i] Jgji- js 
^ 2+ J3y—8 রেখা T? +y? = 16-43 ম্পর্শক। 
Raa স্থানাঙ্ক: — 


ma a 1 
Jm! Jimi 


4188 4 a 
RR irp yug 90249 


` 


o EE 
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উদ. 2. c*--y'-925 বৃত্তের যে ম্পর্শকদ্বয় 4r4-3y—0 রেখার সমান্তরাল 
তাদের সমীকরণ নির্ণয় কর। [Utkal, 1947] 
4z--3y—0 রেখার সমান্তরাল রেখ] £ 4z+3y=c, .. (i) 


এর নতি m= -$, ¿=° 


c 


S G) সমীকরণ z2 2 = 95 বৃত্তের ম্পর্শক, 
c=a J1-m—5 VI} B= + 3⁄. 
€17 +£ 95 
নির্ণে্ ম্পর্শকদ্বয়ের সমীকরণ £ 4x+3y= +25 
উদ. 3. দেখাও যে, z3-Fy*-F9gz-F2fy--c-0 বৃত্তের উপর যে কোন 
বিন্ু থেকে 2? +y --9gz --9fy +C —0 বৃত্তের স্পর্শকের দৈর্ঘ্য 472. 
ধর, Ple’, y^) প্রথমোক্ত বৃত্তের উপর যে কোন বিন্দু । 


x? +y? 4- 9gz' --9fy'--c—0 5 (i) 
আবার, (2^, &) থেকে দ্বিতীয় বৃত্তে অঙ্কিত ম্পর্শকের দৈর্ঘ্য L হলে, 
Lt=0"2 y+ 992+ 2 +c (ii) 


=—c+c ; [() সমীকরণ ব্যবহার ক'রে ] 
নির্ণেয় স্পর্শকের দৈর্ঘ্য L= Je — e. 


8. 4. z*-ry! -3 বৃত্তের যে ম্পর্শকদ্য় £-অক্ষের সঙ্গে 60° কোণে নত 


তাদের সমীকরণ নির্ণয় কর | [C. U. B. Se. 1955] 
বৃত্তের সমীকরণ £ 2?-4-y?-( 3) so a-4/8 
Š বৃত্তের স্পর্শকদ্য়ের সমীকরণ? Y=meta/iFm (i) 


এখানে m=tan 60°= /3; অতএব (i) সমীকরণে mS ৫-র মান বসিয়ে 
Pics নির্ণের সমীকরণ, 
y= J3zx V8 J14-( V3): 
= /gxt2 48 
Sw. 5. যদি ৪২+-%-৫৪ বৃত্তের কোন স্পর্শকের সমীকরণ 
৯৪ sin «4-0 sec < হয়, তা হলে দেখাও যে; cos? <=1 [0. U.) 
৯% sin a+a sec < রেখার m—sin <, ০৫ Sec <. 


"MUR শর্ত হলঃ ০= taim; a= বৃত্তের ব্যাসার্ধ I 
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শতানুসায়ে, a Sec <= +a /1 Sinz 


বা, sec? «—1-sin? < 


84-11-০082 < 

cos?« 

1—cos?« 
০05৭. 


-(1—cos?*«)- Q 


বা, (-০০5+)(54৮- 1) -o 
^ উভয় উৎপাদক থেকেই costa 1 


উদ্দা, 6. দেখাও যে, অধিবৃত্তের কোন বিন্দুতে অঙ্কিত স্পর্শকের যে অংশ 9 বন্দ 
নিয়ামক দ্বারা সীমাবদ্ধ তা নাভিতে সমকোণ উৎপন্ন করে। 
ধর, অধিবৃত্তের সমীকরণ yt = 49% এবং P(at*, 2ar) অধিবৃত্স্থ যে কোন বিন্ু। 
P বিন্দুতে ম্পর্শকের সমীকরণ হুল £/০+-৫/8 এবং স্পর্শকটি ০_ — a নিয়ামককে 
Aft K বিন্দুতে ছেদ করে তবে fige স্থানাঙ্ক হল (— ০, at — a[t). 
. যেহেতু নাভি S3 স্থানাঙ্ক (a, 9)| অতএব PS এবং sk রেখার md 
গুণফল —.22!—0 0— (at— ofi) _ 20? —(-1)- 


— 


at? —q 4—(—a) =i 2t wt 
"s PS রেখা SK রেখার উপর লঙ্গ অর্থাৎ /KSP-90'. 


Sm. 7. যে fett কোটি 6 সেই বিন্দুতে Y*= 19% অধিবুতে অঙ্কিত ম্পর্শকের 
সমীকরণ নির্ণয় কর i i 


আলোচ্য বিন্দুর qu 2= jte 61-৪ 


. V! —132 অধিরৃতে (8, 6) বিন্দুতে অঙ্কিত সপর্পকের সমীকরণ হল: 
৮৯৫৪-৪(৮4-৪) বা, y=x+8 


WI ৪. পরস্পর সমকোণে অবস্থিত অধিবৃত্তের স্পর্শ কগুলোর ছেদবিন্দুর সঞ্চার 
পথ নির্ণয় কর। 


অধিবৃত্তের সমীকরণ : I0 met অর্থাৎ n'z-myta-0 (i) 


y 0) নং প্পৰ্শকের সঙ্গে সমকোণে অবস্থিত স্পর্শকের সমীকরণ : 


2725 বা, z$my--am?*-0 (ii) 


fafa সঞ্চারপথ wa, Gi) ও (ii) সমীকরণের %॥-অপনয়ক | 


স্পর্শক ও অভিলঙ্ 111 
(i) ও Gi) যোগ করে i 
(m? 4- 1)z +a(1 +m2)=0 বা, (m?-Fi(z--a)—0 


z+a=0 .. নিণেয় সঞ্চারপথ x+a=0 
Wi. 9. কোন সরলরেখা! যথাক্রমে ৪48 = 902 বৃত্ত এবং y!-8az 
অধিবৃত্ত উভয়কেই স্পর্শ করে। এ সরলরেখার সমীকরণ কি? [C. U. ^53) 


ধর, নির্ণেয় সমীকরণ yomz-4-c 

যেহেতু এটি ২4/২ = 222 কে স্পর্শ করে, , অতএব 
c? = 2a*(1 +m?) এরি 

আবার, এটি y*-8ac কে স্পর্শ করে বলে 


c= A (ii) 


() e i) থেকে (2?) ^ aufi +m) 


বা, mI =(1+m*) বা, mt +m° — 950 
m=+1 (১৮2 _ থেকে % কাল্পনিক ) 
c= +9a SO ys 32396 | 


বা, x+y+2a=0 f সমীকরণ | 
উদ. 10. দেখাও যে, 9:--4y—9 রেখা y*-8z অধিবৃত্ের অভিলদ্ব। 
3$ রেখা থেকে কতিত জ্যা-র দৈর্ঘ্য কত? [C. U. +50] 
y* — 8% অধিবৃত্তের যে কোন অভিলম্বের সমীকরণ 
y-mz-—4m-— 9m* Ut (i) 
প্রদত্ত রেখার m= —4 ; অতএব নির্ণেয় অভিলম্থ হল 
-2-4z2-4(-3)-9(7-*- -iett 
বা, 2x+4y=9 R 
এটি Y*= 8% অধিবৃত্তকে যে বিন্দুতে ছেদ করে তার &-মান নিম্নোক্ত সমীকরণ 
সিদ্ধ করে : 
y* -8(9— 4y)/2 4 y=2, -18 
এক্ষণে, &- হলে s=} এবং = -18B ০ 
জ্যা-র নির্ণেয় দৈর্ঘ্য= J(81/2—3)* -(- 81 — 2) 
—.416004-400—20 V5 
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উদ্দা. 11. দেখাও যে, কোন অধিবৃত্তে অঙ্কিত ছুটি স্পর্শকের ছেদবিন্দুর কোটি 
এ ম্পর্শকদবয়ের স্পর্শবিন্দুর কোটির সমাস্তর মধ্যক 1 
(z, Y1) এবং (zo, ya) বিন্দুতে অঙ্কিত ম্পর্শকদ্ধয়ের সমীকরণ 
YY = ৪(০+2$) এবং YYa = 9a(z+ z+) 
স্পর্শকদয়ের ছেদবিন্দুর পক্ষে 
V(y1 — ya) 2৫5 _ 9৫2৪ 
= (y -8%)-4(/হ 82), T ys) 
" yci(yity:) 
^. ছেদবিন্দুর কোটি স্পর্শ বিন্দুর কোটিদ্বয়ের সমান্তর মধ্যক। 


wi. 12. ৫৩ অধিবৃত্তের কোন অভিলঙ্ব অক্ষকে যে বিন্দুতে ছেদ 
করে সেই বিন্দু থেকে এ অভিলম্বের সঙ্গে সমকোণে একটি রেখা টানা হল। দেখাও 
যে, এ রেখা সর্বদাই একটি সমান অধিবৃত্তকে স্পর্শ করে | 
y* —4az অধিবৃত্তের যে কোন অভিলম্থের সমীকরণ 
y-—mz— Iam — am? 
Š অভিলম্ব অক্ষকে (2a-am'*, 0) বিন্দুতে ছেদ করে। 
(2a-Fam*, 0)-কিন্দুগামী ও অভিলঙ্বের সঙ্গে সমকোণে কোন রেখার সমীকরণ 
y—mi(z —29a—am*) 
এখানে m,--l 
m 
'. নিৰ্ণেয় সমীকরণ y—mi(z— 2a — a/m) 
—mi(z— 2a)— a/m, 
যেহেতু সমীকরণটি Y= ৫+; আকারের, অতএব এটি সর্বদাই একটি সমান 
অধিৰৃত্তকে স্পর্শ করে এবং স্পষ্টত অধিবৃত্তের সমীকরণ ডল —A4a(x — 2a) 
অধিৃত্তের MR (2a, 0) এবং অবতলত্ব z অক্ষের খণাত্মক দিক বরাবর | 


উদ্দী, 19. নাভিদ্বয় থেকে উপবৃত্তের কোন ম্পর্শকের উপর অঙ্কিত awqa 
গুণফল অর্ধ-উপাক্ষের বর্গের সমান। 


QA EDU 
ধর» tyl যেকোন উপবৃত্ত। 


এর যে কোন ম্পর্শকের সমীকরণ ২ ym mapu 


a*m* + bš 
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নাভি (+ ২/৪_ 53, 0) থেকে ম্পর্শক অঙ্কিত লন্বদ্বয়ের গুণফল হল: 
m Ja — bš + Ja*m? + bš mi. — mat — bs b3+ Jaam? +b? 
Ji+m? Armi 
—zji—m*(a* bb?) + am? --5* V(14- m?) 


—m3b2 +52 _ D1 + m) 
1+mš 1+m* 


= b° 


Sw. 14. দেখাও যে, ৪/=4%4+11 রেখাটি 25৪ +8 = 11. উপবৃত্তকে 
্র্শ করে। পরশ বিন্দু স্থানাঙ্ক নির্ণয় কর । 


3/-4০-11. +U) —392z*43y*-11 79) 
(1) থেকে y এর মান (2)-এ বসিয়ে 
25248457673 agg বা, 2'-4z4-4—0 
বা, (z+92):=0 4. Z= -৪, 9 কাজেই y=1,1 
3y— 4-11 রেখা (— 2, 1) বিন্দুতে উপৰৃত্তটির স্পর্শক। 
wi. 15. fare ক্ষেত্রদটিতে "পর্শক ও অতিগস্থের সমীকরণ নির্ণয় কর। 
G) (4, ৪) বিন্দুতে 202 -- 36y? — 405 উপবৃত্তে 
(i) যে বিন্দুর ww এ সেই বিন্দুতে 7০৯4-8৭-36 উপবৃত্তে। 
(ü) উপবৃত্তের সমীকরণ : 202%+36/-402 
অতএব, (4, 3) বিন্দুতে স্পর্শকের সমীকরণ : 
207.4--36y.8—408 বা, 80x--108y = 405 w(i) 
ধর, (4, 3) বিন্দুতে অভিলঙ্গের সমীকরণ y— 39 m(z — 4) (ii) 
যেহেতু (1) সমীকরণ (i)-এর সঙ্গে Aa 
m(—80/108]=—1 al, m=108/80= 27/20 
অভিলম্বের সমীকরণ Y- 8= Hr- 4) 
বা, 27x—20y-—48=0 (iii) 


(i) যেহেতু 2-3 .+. Tv3'948/-36 বা, y= £1 
(2, x 1) বিন্দুতে mfra সমীকরণ 
Tz.2+8y.1=36 4, ?7x£4y-18 — -«(i) 
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ধর (9, x 1) বিন্দুতে অভিলম্বের সমীকরণ (y x1)  m(z — 9) 
S. m(*T7/)-—1 বা, m= 45417 
অভিলম্বের নির্ণেয় সমীকরণ £ yT1-44(0—92) বা, 4xT7y-1 
wi. 16. (9, 1) বিন্দুতে অভিলম্ব এবং 4-49? -8 উপবৃত্ত দ্বারা সীমাবদ্ধ 
জ্যা-র দৈর্ঘ্য নিরূপণ কর। ; 
(2, 1) বিন্দুতে ম্পর্শক £ 9z+4y=8 
অভিলম্বের সমীকরণ £ 9(z—9)=y-1 বা, y-9z—-3 
এটি উপবৃত্তকে আবার এমন বিন্দুতে ছেদ করে যার 
z*!-F4(27—3)!—8 বা, 1728-482+28-0 
বা, «-29 — 14117 .. y-1 4, — 23/17 
-. জ্যা-র দৈর্ঘ্য J(2— 14/17)? --(14- 93/17)?] - 22 J5 


wi. 17. (4, —3) বিন্দুতে ex om. পরাবুন্তের স্পর্শকের 
সমীকরণ নির্ণয় কর। 


নি sen : EE. ape, 


সরল করেঃ x+y-1=0 
$e 18. - Capua =1 পরাবৃত্তের যে ম্পর্শক c 2y7 170 
রেখার সঙ্গে লম্বভাবে অবস্থিত তার সমীকরণ নিরূপণ কর 
স্পর্শ কের %-মান = 92 
স্পর্শকের সমীকরণ £* y+ 3 = 9(z +5)+ 4196 — 96 
4l, 9z—y—-3-20 এবং 92z—y—28-0 
উদ্দা, 19. দেখাও যে, কোন পরাবৃত্তের উপরিস্থ বিন্দুতে অঙ্কিত স্পর্শক 3 R 
সঙ্গে নাভিদ্বয় যুক্ত করলে যে কোণ উৎপন্ন হয় তার wu fano | 
ধর, P(z,, y1) আলোচ্য বিন্দু এবং F, F' নাভিদ্বয় । 


প্পর্শকের সমীকরণ: TaY 
a b? 
ওঁ sq ॥-মান হল: m = 


PF' রেখার মান হুল : ms 7 yi/(, +ae) 


"s ও অভিলঙ্ 115 
PF'6 স্পর্শকের মধ্যবর্তা কোণ 0, হলে 
tan 915 — (mg =m) d m,m) 
BECA -Fae) - 532, /a*y, 


yi oz, 
cs tae a'y, 


_ ab — aebia, 
| a*e!z,y, tag, 
= —b*/aey, 

"USC, PF এবং স্পর্শকের মধ/বতা কোণের ট্যাঞ্চেটও —02/aoy,. 


(সরল করে) 


উদ্বাহরণমাল! 6 


1. নিচের বৃন্তগুলির উদ্দিষ্ট বিন্দুতে স্পর্শকের সমীকরণ নির্ণয় কর : 
(a) ৪+/৯--4৮৯9, (—1, 2) বিন্দুতে , 
(b) z* -y*—6z4-8y—5-0, ( 3, 0) বিন্দুতে 
৩) 2*-y!-8$z--4y—0, (2, 21) বিন্দুতে 
(d) (৩-%)০+0/-7)-92, (h+a cos <, k-Fa sin <) বিন্দুতে 
2. নিচের কণিকগুলোর প্রদত্ত বিন্দুতে (i) স্পর্ণক ও (ii) অভিনথের সমীকরণ 
নির্ণয় কর £ 
(a) y*-8z অধিবৃত্তের নাভিলম্বের প্রান্তদ্বয় 
(6) ৭1 অধিবৃত্তের (2, 4) বিন্দুতে 
(c) ৪০৯+4/-19 উপবৃত্তের (4, — 3) বিন্দুতে 
(d) 4z* —9y?—1 পরাবৃত্তের (2, —1) বিন্দুতে 
3. 95:'—9y'-9926 পরাবৃত্তের মূলবিন্দুগামী যে জ্যা উভয় অক্ষের সঙ্গে 
সমান কোণ উৎপন্ন করে তার দৈর্ঘ্য কত? [পঃ বঃ উঃ মাঃ 1960 ] 
4 +=! qe ৮৮০4০ সরলরেখ| থেকে কত rs জ্যা 
ছিন্ন করে। এ থেকে সরলরেখাটির বৃত্তের স্পর্শক হওয়ার শর্ত নিরূপণ কর। 
5. দেখাও যে, 
(i) 324-49 4-7 —0 রেখা z*-y!-4r-6y4-12—0 বৃত্তের স্পর্শক 
(i) +/-9+%/9. রেখা z? +y? —9z—9y--1—0 বৃত্তের -স্পর্শক 
, . উভয়ক্ষেত্রেই "Mas স্থানাঙ্ক নির্ণয় কর | ë p» 
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6. 2++$*-৪8 বৃত্তের যে AFF ৫-অক্ষের সঙ্গে 60" কোণ উৎপন্ন করে 
তাদের সমীকরণ নির্ণয় কর। 

7. যদি ০ cos <+ sin «=p. রেখ (r—a)*-M(y-5)*-;3 বৃত্তের 
স্পর্শক হয় তবে দেখাও যে, ৫ cos <--b sin <=p+r 

8. «++ —6z-F4y—19 বৃত্তের যে স্পর্শক ছুটি 4z4-3y4-5-0 রেখার 
সমান্তরাল তাদের সমীকরণ নির্ণয় zq | 

9. ০++/*-৪০-4/-:4-০ বৃত্তের যে ম্পর্শকগুলো $z —4y—1-0 
রেখার G) সমান্তরাল এবং (1) সমকোণে তাদের সমীকরণ নির্ণয় কর। 

10. c3 মান কত ছলে y-E moz +c রেখা m-3 যে কোন মানেই ০০474 


বৃত্তের স্পর্শক ? [ Rajputana 1950] 
ll. কোন বৃত্তের cem (4, 8) এবং Tel? যূলবিন্দুগামী। দেখাও যে, 3m 
বিদ্দুতে বৃত্তের "fes সমীকরণ «z+ By = 0. [Rajputana 1942] 


19. 2 E yt E9gz-- fy --c— 0 বৃত্তের (2,, y) এবং (£a, y.) বিন্দুতে 
অঙ্কিত, "ME পরস্পর লঙ্গ। দেখাও যে, Satyry (n. ns) 
furty) +g -f* 50 [কলিঃ বিশ্বঃ 1947 ] 

V (g) fet oto ০৪+:/৪-6 বৃত্তে অঙ্কিত প্পৰ্শকের দৈর্ঘ্য ot ey! 
3e+8y=0 বৃত্তে অঙ্কিত মপর্শকের দ্বিগুণ। দেখাও যে, f*+9*+4/+4/ 
+3=0, (s বিঃ] 

14. (T, 9) বিন্দু থেকে 225 42y? -E 6x 4-y —15—0 বৃত্তে 'অস্কিত fq 
দৈর্ঘ্য কত? 

16. যে বিন্দুর কোটি 8 সেই বিন্দুতে y! = 4z অধিবুত্তের ম্পর্শকের সমীকরণ 
নির্ণয় কর। 

16. idw শর্ত পূরণ করে 2 = ৪% অধিৰৃত্তের স্পর্থকের সমীকরণ GE কর £ 

(i) "fs 22—3y-- 1-0 রেখার সমান্তরাল 

Gi) f z+9v+7=0 রেখার সঙ্গে aq | 

17. gt=8z অধিৰৃত্বের যে শ্পর্বক y 324-6 রেখার সঙ্গে 45° কোণে অবস্থিত 
তায় লমীকরণ এবং স্পর্শবিন্ু নির্ণয় কর। [ Rajputana 1943 ] 


18. যদি y=3z+1 রেখা y*= 40% অধিবৃত্কে = করে তবে atfer 
দৈৰ্ঘ্য কত? [ Dacca 1949) 
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19. কোন অধিত্ৃত্তের Wer শীর্ষবিন্দুতে সমদ্বিথপ্ডিত হয় । y'-19z এবং 
4z-F2y--3 = 0 স্পর্শকের ক্ষেত্রে উপপাগ্টির সত্যতা যাচাই কর। দেওয়া আছে, 
স্পর্শকটির স্পর্শ বিন্দু (3/4, 3) | [ কঃ বিঃ 1950 ] 

20. ঢের মান কত হলে ॥= +8 রেখা y? = 4% অধিবুন্তকে স্পর্শ করবে? 


21. দেখাও যে, 7+6- 18 রেখা y* — 7z  8y 4-14 বক্ররেখার ম্পর্শক | 
[ বেনারস 1945 ] 


22, দেখাও যে, zd mydam* =0 রেখ! y* = 40% অধিবুত্তকে স্পৰ্শ করে। 
স্পর্শবিন্দুর স্থানাঙ্ক কত? [ এলাহাবাদ 1945 ] 
93. ৮783 রেখা y? = 4০ অধিবৃত্তের অভিনন্ব È রেখা! থেকে অধিবৃন্তটি 


কত দৈর্ঘ্যের wi ছিন্ন করে? 
24. ০১৯4৫ অধিবৃন্তের যে অভিলম্ব ৪-অক্ষের সঙ্গে 60° কোণ উৎপন্ন করে 


তার সমীকরণ নির্ণয় কর। [ রবাজপুতানা 1942] 
95. ৪৮85 অধিবৃন্রের কোন্‌ বিন্দুতে এ অধিবৃত্তের অভিগন্ব অধিবৃত্তের "CTI 
সঙ্গে 60° কোণ উৎপন্ন করে? ° [ কঃ বিঃ 1948 ] 
26. দেখাও যে, (5,6) বিন্দুতে ০248 —5z--2y--48 0 বৃত্তের স্পর্শক 
5/+-448০-0 অধিবৃত্ের স্পর্শক | (কঃ বিঃ 1949 ) 
97. 4৫2 অধিবৃত্তের নাভিরম্বের প্রান্তদ্বয়ে অঙ্কিত "s ও wen 
সমীকরণ নির্ণয় কর । 
28. y'-4az অধিবৃত্তের কোন নাভিগামী wita অংশদ্বয়ের দৈর্ঘ্য !'ও !' হলে 
দেখাও যে, 1+1-॥ (কঃ বিঃ 1951) 


29. y*= 4৭% অধিবৃত্তের তিনটি বিন্দু (zi, y1), (2৪, ya) IR (zs, /৪)-তে 

অঙ্কিত অভিনন্ত্রয় এক বিন্দুতে মিলিত হলে দেখাও যে, ys +92 Hys =0 
(রাজপুতানা, 1949) 

30. দেখাও cu, কোন অধিবৃত্তের পরস্পর লম্ব দুই mona ছেদ RTA দঞ্চারপথ 
3 অধিবৃত্তের নিয়ামক | (কঃ বিঃ 1944) 

31. বে gaa তুজের অন্রপাত 16 : 1 সেই ছুই বিন্দুতে y! = 4z অধিবৃত্তের 
মপর্শকের ছেদবিন্দুর সঞ্চারপথ নির্ণয় কর। (এলাহাবাদ, 1948) 

32. যদি ti, t, বিদুতে অঙ্কিত xeu অধি বৃত্তের উপরে মিলিত হয় তৰে 
দেখাও যে, tita 79 
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38. (৫78৯, ৪৫15) বিন্দুতে অভিলম্ব অধিবৃত্তকে আবার (ats 2, 215) বিন্দুতে 
ছেদ করলে দেখাও যে, (s= - t, — 9/1 (এলাহাবাদ, 1945) 

84. নাভি থেকে সমান দূরে এবং "exp অবস্থিত ছুটি খ্রুববিন্দু থেকে 
অধিবৃত্তের কোন স্পর্শকের উপর ছুটি লব টানা হল। দেখাও যে, ওদের বর্গের অন্তর 
একটি ধ্রুবক | 

85. ছুটি রেখা পরস্পর qw; একটি Y* = 8০(৫+৫) অধিবুত্তকে এবং sai 
9*-4 (z-a) weas s করে। দেখাও যে, বেখাছয়ের ছেদবিন্দু 
z+a-ra =0 রেখার উপর অবস্থিত। 

86. z? +yt= 2৫2 বৃত্তের এবং y3 = 40% অধিবৃত্তের সাধারণ স্পর্শকসমূহের 
সমীকরণ নির্ণয় কর। 

97. ot/a2 4 y2/2= 1 উপবৃত্তটিকে 5y-3z4-95 রেখাটি "A করে। 
উপবৃত্ের উৎকেন্দ্রতা 3/5 হলে a ও pg মান কত? (গোঁহাটি, 1948) 

38. (á cos $, 16 sin %/ A11) বিন্দুতে 6224-119 = 956 taga আদ্ধিত 
Mef 2? + — 9y=15 বৃত্েরও স্পর্শক | $-র মান কত? `( রূঢ়কি, 1942 ) 

39... দেখাও যে, Je? +3}? = 1 উপৰৃত্ত এবং a*-.y!-6 বৃত্তের ছেদবিন্দুতে 
অহিত Pest et কোণ tan-1 116. ( এলাহাবাদ, 1946 ) 

40. যদি z cos «+y sin “= GN 2%/১+-8/2/)2-1 উপবুত্তের wfs 
হয় তবে দেখাও cu, p* =at cos? 4:48 sins <. (আলিগড়, 1950 ) 

4l. উপরৃত্তের কোনও নাভিলম্বের ্রান্তবিন্দুতে অঙ্কিত অভিলদ্ধ উপাক্ষের একটি 
্রাস্তবিন্ুগামী হলে প্রমাণ কর যে, 5+6+-1 ৯0 এবং পরাক্ষ ও উপাক্ষের অনুপাত 
নির্ণয় কর। (এলাহাবাদ, 1914, 47) 

42. দেখাও যে, y=mz+o রেখা থেকে 2/৭! +y*/b? =1 উপৰৃত যে জ্যা 
ছিন্ন করে তার দৈর্ঘ্য ও মধ্যবিন্দু যথাক্রমে 


5 a% - bt ০0 এ ud 
3 "rr ame.) Í att — b? )) 
_ a*mc b3c 
১২ am? +b?’ নর) 
ERIS. PLN 4০-.8/-+:19 রেখার সমান্তরাল 
তার এবং (ii) Sz --4y 9 রেখার সঙ্গে লঙ্ব তার সমীকরণ নির্ণয় কর। 
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44. z cos ০+/ sin «—p-0 রেখার যে অংশকে 22/818/2/02-1] 
উপবৃত্ত ছেদ করে তা উপবৃত্তের কেন্দ্রে সমকোণ উৎপন্ন করলে দেখাও যে, রেখাটি 
উপবৃত্তের সমকেন্দ্রিক এবং ab/ Jarot ব্যাসার্ধের একটি বৃত্তকে স্পর্শ করে। 

(এলাহাবাদ, 1946 ) 

45. দেখাও যে, z*/a*-Fy?/b* 21 উপবৃত্তের কোন ম্পর্শকের যে অংশ 
অক্ষদ্ারা ছিন্ন হয় তার মধ্যবিন্দুর সঞ্চারপথ ay? +১২2? = 42802, 

( এলাহাবাদ, 1958 ) 

46. 42*—9y!—1 পরাবৃত্ের যে "m 4y-5r--7 রেখার সমান্তরাল 
তার সমীকরণ নির্ণয় কর । 

47. 2/0: y*/b* 1 পরাবৃত্তের অভিলম্ব অক্ষদ্ধয়কে M ও N বিন্দুতে ছেদ 
করে। MP ও NP অক্ষদ্বয়ের সমকোণে অঙ্কিত দুটি রেখ! । দেখাও যে, P-A সঞ্চারপথ 
একটি পরাবৃত্ত এবং তার সমীকরণ 4208 — ২/2 = (a3 +52)2, 

48. e উৎবেন্দ্ৰতাযুক্ত কোন পরাবৃত্তের P বিন্দুতে আকা অভিলম্ব তির্যক অক্ষ এবং 
SRI অক্ষকে L ও M বিন্দুতে ছেদ করে | দেখাও যে, L-র সঞ্চারপথ e/ VTI 


উৎকেন্দ্রতাযুক্ত একটি পরাবৃত্ত | 


deanta 
বীজগনিত 
Exercise 1 


1. 2-6,-8 2. b-9/3,a-90, b= +o J; ৪. (i) 1০515 


(i) ৫০54, 4. 984 5. ভেদ ধ্রুবক তিনটির গুণফল 1 হইবে 
x; 

8. a-9h3/b5; 7 “9. z-1-4-9y4- 3j? 10. 10 বা, 8 
16. 381 বর্গফুট 17. 1094 ফুট এবং 940 ফুট 18. 6 ইঞ্চি 

19. 16 দিন 20. 8185 টাকা 21. ? ফুট 
392. 20045-2) সেমি, 23. 148 (প্রশ্নে 14 খানার পরিবর্তে 4 খানা বগী হইবে) 
24. 8:91 26. 40 ঘন ইঞ্চি 98. 100000 টা. 
29. 325, gm. 30. 108: 95 


93. Q, P এর সহিত সরলভেদে এবং W এর সহিত বিপরীত ভেদে পরিবতিত হয়; 
Q, 50% হাস পাইবে | 


Exercise 2 
1. 47,3p4-9 2. এ 8. a, a+b, a+ 95, 
4 -8of -৪ 5. 160 তম পদ, (p-g)vwx* 6. ai! 
; Y 1 
T. d)a41-l Gü) 1-145, EY 
9. প্রথম পদ-?7-৫--1, সাধারণ অস্তর- -1 10. m-4n-—p 
12. 2১6, 8, 119... 18 0 15. (i) 90 (ii) 11 
T s " mt +n* 
(iii) —99:5 (iv) ০৪4২ (v) Mi 
16. 37, 9,3%, 16, 25 17, 91, 17, 241, 314, 388, 46, 531 
18. 96 19. 19 90. 465 
21. 144 22. 9380 23. 108 
24. 290 25. =} 26. —67%5 


27. 2n?—5n+3 28. 21 /2(1--10 /9) 99. in (n— 1) 


30. 


38. 
36. 
39. 
49. 
45. 
4T. 
53. 
61. 
64, 
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3927 31. g af(n+8)-b(n+5)} 39. l(n+1) 
niz? +y --(8—) zy) 34. —90 35. 19096 
139 37. n(2n+1) 38. 299 

14 40. 1301, 50 41. 9075 

900 43. 19 44. 661 
পদসংখ্য। 10 অথবা 19, শেষপদ 8 অথবা —1 46. 79 

89 : 37 52. 8,19, 16 বা 16, 19, 8 

5, 7, 9, 11, বা, 11, 9,7,5 57. 9:17 58. 5,7,9 অথবা 9, 7, 6 
23%, 43, 6%, 83 অথবা, 84, 64, 45, 91 63. 25 মাস 

16 জন 65. 9 দিন 66. 90টা. 25 পয়সা; 


মোট খরচ 51:51 টাকা 67. 8250 টাকা 


Exercise 3 


87049518771) 9. gn? +6n+1) 3. n(8*--10n4-16) 
z (4n! — 1) 5. dg Do 9 8n 5) 
g (6n*-F91n--93) 7. in (n--1(n--9(n--3) 
g (4n? -18n — 1) 9. Jyn(n4-1(n--2Y8n4-1) 


ES d, ea ` 1 9 
i41) "eL 2 19. 4n (n4 1)(n--2) 
-7 যখন n যুগ, — rtl যখন n অধুগা 14. (n? 4-9n4-6) 

— š (r+ 1) যখন r s, dr (+1) যখন r অযুগা, 
tn (n+ 1(n4- 9) 17. in (2n* -3n--31) 
an (8n? 4-3n 4-1) 19. —n(9n+1) 
Exercise 4 
- 819 (এসেও 
248 2  —92187 ৪. Tod (প্রশ্নে ওয় পদ SS. হইবে) 
_1 5. 9/1 i92 v3 8 এ 


3 
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1-5 
9. p-a Jmn; এ-তমপদ = (2) E 11. 8,12,18 অথবা 


1 

n-0\ Jo 

18, 19, ৪ (প্রশ্নে 59 এর পরিবর্তে 38 হইবে) 19. E 
19. r E10. ^. ta 50 1 HAN 68, 108 বা, — 19, 86, —108 


16. 5 1, 8 বা, -b ), -8 18. 18,8. 95. 1, 4, 16 বা, 16, $i 


Exercise 5 
l. 914 2. 60% 3. 9553 
1 4.10771—1 
5 MIS — 5 sf a Ed 
9 1" 9 
7. -(-i ) 
LO «i sum 
cx aU 
10. a n 11. 8190 19. 1594 
13. 86-1) 14. 8 15. 7 
16. 1099 17. 1,8,64 বা, 68, 8, 1 


18. 19 মাসে, 11-93 vfu 1096 টাকা 
70 Tn 
91. 10" —1|— (n 47৩ &. zi 
8l [ 0 1) 9 29. 7n Í 75) 
b'*io5s—4 


"3165-1 

37. 3,6,12 অথবা, 12) 6, 8 og. 2,5,8 অথবা, ৪, 6, (প্রশ্নে ওয় 
ac — b? 

পদের সহিত 5 এর পরিবর্তে 10 যুক্ত হইবে ) ৪৮৫০ দু 

94 8১9, থ? বা, 27,9, 3 s, 4161 40. 


28. 9"-54.9 24, n.9" 


Exercise 5A 


3 1 60 
I, ১৬ CDM 
I: 3. 31 š. 16-» 
Exercise 6 ^ 
2 
wH 9. ৪৮73 3 : 4. 1 
z? *a š 


৬৩ 


6. 1 15. 3 16. 5 17. 
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18. 3 19. 3 20. 1,2 21. z-1, y=1 
22. r-—a,y-a বা, =a Ll, y=! 93. r—1,y-1 
94. r-9y-:-—1a 

Exercise Li 
1. (i) 9 /3—93/2+3 V3.31—6-F24/3.3/2—93/1 (d) 3941 
. 9. (ü $(2- 3/254- 5) (ii) a+z+ +/০(৫+-2) 


Gii) 3(3/3 — 1) 3. 9(zt+ ভিত 4. 8543 
5. 6/6 8. G) +(v5+ V2) (ii) s V7+1) 


Gü) #—@- J) à) (৪ (7৬2) 

M) +/৪+9+ J5) GD +73 (Jüz-59- Jen) 
(vii) + (a+ JEF) (viii) + == ১555৯ deg) 
(x) -5(4৯5-7+2-2 (O খোদ 
9. () 1+ J2 (Gi) 1—4/7 (iii) ৯/3+৯/5 10. æ 


14. 0 15. 6V5 
Exercise 8 
1. (i) +(8+ O (ii) +(4+7i) Gü) +(8+9;) 
(iv) +z(1—) (g) +(a-—i) (i) +( B+ J) 
(vii) +(3i— 1) (vii) + z+1+3i) 


2. (i) (০8488) (afato pot) (ii) (a+iya-i b 
(ii) (৫417 %৫9-8)(৫-$ Jab—)b) 
(iv) (৫+৮4-০)(৫+৮০১41-০০১)(৫40০১৯ 4০০) 

4.0) 4642 4++9488- VIB) — Gi) (4-3) 


(i) =g (iv) vdd 5 (D. rdi dt 
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Gi) $$-ciyv Gi) H+; Ts (iv) O+; 


(v) ti (vi) —5+40; 6. () 5 Gü) 13 Qi) * 
(iv) vi 19. (1 yz— 22 — zy) + (0 +y 4: — zy)? 
4 46 
91. eid 14 
Exercise 9 . 
SQ 05-9 ii) '3ae—59) ,.. 62..9,. 3,1 
92:9) — (ii) ৮8৮৮) (ii) * Tap (6* — 4abte+a c 
iv) 9* (bs — 4ac) —8b 
(iv) — 7 Je (v) UE 
8. 0) 82৫78+ (i) £4-47%৫+2৫ 
7 í q 
(iv) £৮-478-2 (v) P'-4p*g Eng 


4. (i) 2-05 — 95.0 (i) 2৪-42০+-1-0 
(iii) 21-902 +1)24+ (a: 1): =0 


5. 0) atzt - (0 95, os o (ü) | acz? +(9ac— bw + ac=0 


(ii) ace! + ba + 0)2 +(a +0): =o (iv) ০০৮%_৮০+1-0 
6. 2° 5024490 T. ০১-4০০+-৪৪৫-০ 
8. (i) 2* —1074-93-0 (i) 23--6:--99—0 


1 
10. < p যদি zi pz--q— 0 এর বীজ «, B, হয়। 


13. 42! 192+5=0 16. ræ? --qz +p ₹0 19. z!— 14z--48-0 


Exercise 10 ( পাঠাপুস্তকে Ex. 94-র পরিবর্তে 10 ধরিবে ) 
l. (i) বাস্তব, অসমান, অমুলদ (1) বাস্তব, অসমান, মূলদ I 
Gi) কাল্পনিক (iv) বাস্তব, অসমান, 398 | 5. 9 অথবা 
6. 9 7. 02,4 (i) -g — 15. (i) g=0 (ii) p=q=0 
cds E 1 
M. (i) (n+l)tac=bw, ' i) e erp 


24. (i) বাস্তব ও ধনাত্মক Gii) বাস্তব ও খণাত্মক | 
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Exercise '1 
(পাঠ্যপুস্তকের Ex. 10-43 পরিবর্তে Ex. 11 ধরিবে ) 


l. ধনাত্মক 2. ANAF — 4. এর মান —3 ও } এর মধ্যে থাকিবে। 
সর্বনিয় মান — 9 হইবে। 7. সর্বাধিক মান 7 এবং r= -& 
18. 4 17. 8 এবং $ 99. a+b=0 23. +5 
24. (aa'—bb^?* -- 4(a/' J- bh (Uh do ah") - 0 


Exercise 12 


1. (6790. .; (B) AS 4. 8 3. m=6, n=9 
6. 190 7. 790 8. 180 — 9. 940 
10. 90 11. 4989600, 453600 19. 9590, 720 
18. 576 15. 910 16. 60 17. 2160 
18. 36 19. 154 20. () 240 (i) 480 
31. (i) 3024 — (i) 3016 92. 576 — 289. 45360, 35980 
95. 720, 600 26. 30240 27. 190 98. 2590 
8° 
29. 1152 © 30. 98800 . 3L [Sia 
39. 190 33. 19 34. 1000 36. 1024 
96. 4390 37. 36000 38. 3456. 


Exercise 13 
1. () 5050 (ii) 38976 | 2. 94 3. m—1 4. r-4,n-6 
7. 910 8. 840 9. 441 10. 990 12. 344 
18. 3360 14. 120, 35 15. 190 
16. (1) HIn(n—1)—m(m-1)+2] 
(i) $fn(n—1)Y»—2)— m(m-— 1)(m— 2) 
17.() 35 (ii) 35, উভয়ে সমান 18. 68 — 19. 9255 90. 55 


9j. 19. . [lÓ 24,200. 295. 119 
2|11|11 T (113)* 


36. 1960, 1540 27. (i 160 (ii) 2724 99. (i) 60 (ii) 24 
31. 90 sa 196 34 5 35. 15 37. 6 38. 39 


196 


36. 
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Exercise 14 


8245 + 240146 -- 7905? 53 1-108025? + 810554 + 24368 
1-172 +2154 —36z° +8528 91010-70214 


৪4০84195874 _ cups 
T 22 27% 8128 


৪8712115787 koa pipi paar +25 
x 


gê 
82 6. 2+8০৯-824 7 2835 8. ln — 
L POP mw 5, TESTES! 
560৮ 980 
7303. 10, -.990: 28 
5 “121 70 18. 924 
11905*y* l4. -85%, 85? 
i 2$ oy 


8641৮ (7410 12441 a 
b [n n 3 T'a* [81৮41 


13440 18. —6495 19. — 199 20. 4483 
. 252 22. 495 98. 495 924, 70 
^ Y 

Ë ay, m+n 29. 11954 — 30. 1009 

Lala 
‘997, 96059601 94. r-n 
২য় এবং ওয় পদ, 1159 87. H1  jgn-r+1 1} 
n-r+1 


Exercise 14A. 


462 2. 4-তম পদ 3. 6-93 পদ 
usn লা 6. 4725000 
RT 9. $«z«i 10. a—9,2-3,»-6 


WM eae 2 12. 19 5৪৪৫ 


ixl 


A 


10. 
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Exercise 14B 
l—-5z-15z*—35z39---. 9. lTiz'-cidzicd4 +... 
l—6z-4-24z*—80z?--- 4. 1—$z — #2 452? 4- --- 
3753.37 43.L... 18:78 8:55 00 
STU HERE NEST 6৮ 
1+2০+5০*44825457 8. ig tih etin + 
11821 8০21 ez + sat + --- 
চতুর্থ পদ = 10z2, সাধারণ পদ = (r + 1)(r + 9)z" 


(n+ 1)(9n + 1 (8n+ 18281751512 £//র 


v dc —le- 1 
ici rk2r-3).28 18. — এ Inti 
1.4.7-«(8r—9) r 1.৮ 
SC z 15. (তে z 


1.3.5--.(9r — 5) 
irm gr*ti47 


l= etir? mje? Heth 2 (is এর পরিবর্তে Vds হবে) 


My 90. —4 91. 191 

9 r= ` 
-up pr 28 1, (— 1)” 24. 92n*--254-1 

1 

নবম পদ 28, =s 29. এটি পদ 
চতুর্থ পদ এবং পঞ্চম পদ 31. 7:48 32. 10'0995 
10198 | 84. 4'9990 35. 1'9599 
*318 . 9T. 4'9597 40. dby-iyhbpWyys n, 


14-32. 


198 উচ্চতর মাধ্যমক গণিত 
Exercise 15 


1.72 2. i 8. £ 4 29/9 5. 4 
6. 2+ V2 7. a 8. 14, V3 15. vi 


16. YE V. VP 18. 3. i9. Jp 39. (pi 
21. ay! 22. 4; 38. 42/59 24. à» 95, yg 


০৬ 


Exercise 16 


1.() ৪ (i) 6 (ii) 2 (iv) 6 (v) -$ 
() 12 (vi) 3 (vij -3 ৪. () 6 (i) 4 
(üi) 5 (iv) sec« 15. 80৫48), Ma — 25) 


Exercise 16A 


1270) 510 (ii) 8 (iii) 18 (iv) 93 (v) 36 
(vi) 26 2. (i) 29 (ii) 84 (ii) 8 


(iv) 14 

3. (i) 26532196 (ii) *4860760 (ii) 19945759 

(iv) 4621396 (v) 36532126 (vi) 19730013 
9. 62007583 6. 259'569 7. 27780766 8. 1197342 
9. 2'406 10. 41369 IH. 376018 19. :7400827 
13. (a) 1:593 (b) 2:961 (c) 1:206 (d) 1°77 

(e) '03 (Ü) z-271,y-171 (g) z= — 1'34, y= —'30 

(8): 100, আত 14. 105675 15. 125 
16. 166'7 বৎসর (প্রায়) 17. 3998 18. প্রায়? বার 
19. 1894. 

Exercise 17 


š 
ll. '8187 13, 8 $6 & iT oom 
g r 


e*8* 


17. (০১৬১ in. T 19. diteta’ tiati fat) 


10. 


EL. 


258 
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g4? (2*1)? , (2* - 1)z* | (2441)24 , (25 -1)25 
Mam as A ET 87717 
1-422! — 48g + e 


2191254192১ 93+9 


4+—— 2+ — Sara A 

t T s+ ৪ 3i 254 

_ 28 রর y fi 2৪ ` 
9 ma @ + +(—1) (27) + 


Exercise 17A 
(et -32* +320 ৮0767848০75) 


r, 3 এর গুণিতক না হইলে z” এর সহগ -1 এবং 7, 8 এর গুণিতক হইলে 
a এর সহগ 2-1- iiy 

avia t e pigo ; Ma "epi 

log, š 19. log, 3 1&. yZ +log, 0-2) í 
=$ log, (1—2*) 


Exercise 18 


7'27 বৎসর (প্রায় ) 2. 58'7 বৎসর প্রায় 8. 4'2% 


4936'29 টাকা 5. '08 টাক! 6. 128% — 
26532975 টাকা 10. a[51—630'50 টাকা, বর্তমান মুল্য 5261 টা. 
F(1-r)* 19. 15 বৎসর (প্রায়) ° 


Exercise 18A 


133556 টাকা (প্রায়) 3. 12578 টাকা (প্রায়) 

197912 টাকা 4. 19899 টাক! 5. 450 টাকা 

14'9 বৎসর 7. 116662 টাকা 8. 9733 টাকা (প্রায়) 
246:50 টাকা 


উঃ মাঃ গঃ wtats—9 


feicesteifafe 
উদ্াহরণমাল। 1 
l. 1865', 9965, 3'20', 85°56 36", 1'8'45" (প্রায় ). 75° 
o 7 llx 23a 2x 38a 


18' 79" 49 320’ 9789327 (z = 31416 ধরে ) 


9a a (n— 2) ë "a 671^ 
8. ps 4 EE 5. 994°, 6. 673 


8 
ST. 1087, 0913 8. 91', 81* 9, 40°, 60°, 80°; Ii. 
; 7 7 "ix 
MOTOS u z s is 
12. 2/6, x/3, na) 18. 75°, 60°, 45° 
30, 60% 90° 


14517 25 এ) x 47 65 x 
ToTg a ^i 15. $ 16. 9 17. এ রেডিয়ান 


20. 84 2] প্রায়) — 91. 1:58 X5. 99. 343636 ফুট (প্রায়) 


23. T16 মিনিট 24. 9°59’ 25. 4 মিনিট 581 সেকেণ্ড 
26. 4943. ইঞ্চি 27. 39 ফুট 98. 82:31 
১. 
উদ্দাহরণমালা৷ 2 


2 3 
94. 13 piin? 14,2 E v ad p bg 2 
He 36. ৮৫১/*+৪2) ag, Eme o rm 


a-b É 
(a3 3-38; ' Vias i5; 37. (sin 0 —cos 0) 


1 ] 
38. tan 0 ti 
- Tün ৪9 89. + বা, * J5ja 4171 বা? 


= 


4& B 47. 0 61. G) 4819, Gi) 4/3, Gü) 3/2, Gv) 5/4, 


(০) 2 62 G) 6, (8) 26135 63. G) 60°, Gü) 30°, 


E 


Gi) 60°, (iv) 30°, (v) 45° 64. i 65. 16/63 
67. =h 1, —$, 248, — 1/48, k 1/ fa, m AEA dA 
69. (i) sin 9, (ii) cot? 70. (i) 9, (ii) 2, 


(iii) O বা cos «'( যুগ্ম বা err rites ) Gv) 1 
71. G) 90°, Gi) 60°, 300°, (ii) 60°, 90°, 120°, 240°, 270°, 300° 
(iv) 30°, 150°, 210°, 330°, (v) 60°, 300°, (vi) 30°, 120°, 210°,300° 


উদ্দাহুরণমাল! 5 

La XT 85 € 

: 642 8 5 86 
উদ্বাহরণমালা 5 


23. iy2— J2 š Ja J2. 
24. de (J5—1Y64-./2)—- 4( J3— 1) 54+ V5) এবং 
š C8 IN V5F V5) +l J6— V2 J5—1) 
36. (b*'—a*)(0*-Fa?) — 87. (i) 9ma—m/4 এবং 2mm+zJ4 
(ü) 2na-F 57/4 এবং Ina+Ta/4 (ii) 2na--37/4 এবং 2%4ঠ৭/4 
38. উভয়েই ধনাত্মক " 


39, না; 8sin$- A1-4-sin A 4-4/1—sin A 


উদ্বাহরণমাল। 6 
l. nxEzzx/6 2.. 7235 2/4 8. 21535 97/8 
4. na+T, nx +a/4 5. na, nx/29.: 71/19 


6. nx/4, jax(—1)"4/18 7. 2nzxx7/8, (2k+1)x 
ra 


8. inr -(—1)" 7/12 9. PECIYI 


132 


10. 


19. 
14. 
16. 
18. 
90. 
21. 
23. 
95, 
96. 
97. 
99. 


30. 


33. 
35. 
37. 
39. 
41. 
49. 
43. 
48. 


49. 


(v) 


উচ্চতর মাধ্যমক গণিত 


(4৮40), (4৮-1)গ a o PEES 
20-7)’  9(qkp) na বা (4n + 1) 2/9 «1 (4n + 1)m 


(2n+ 1)n[9 বা (2n--1) 1/4 বা (2%+-1) a/8 18. mcm 


Inn, Inx + 9x/8 15. mn-d(—1) 2/6, (4n— 1) 1/2 
natat 4| %74-% যেখানে cot <=1 17, noz 

(4n+1) a/8 19. 92na বা 9nz — 97/3 

2nz — 72/19, 2nzx— x/19 

9nz-F12/19 বা 2nz-- 2/19 99. 274 7/4 

2nx —n/4 24. 9na--62/19 বা 9»x — 1/19 
na-F2/19 বা 9nx — B ( B= একটি ধনাত্মক ুঙ্মকোণ যার সাইন 3) 
2n2--2/9 q 9nz — 4/6 

2nn, giant 1)r 28. 9nx—«, 9nn—m/9--« ` 
(i) (Ən+1)z/9 qj 77407 1)গ2/6 (ii) (2n4-1)7/b «| 9na/8 
%7/3, nk tant 81. bun 82. Antxe 

¥ (৮74৭0) [ tan «= 9], 84. (9n--1)x/94 বা! %7/4 
n1--(— 1)" 2/6 36. nz-a/A4, 9nx+ xf 
0=nx+n/4, $=nn+n/6 38. 0=nn+ 1/6, $=nnt+n/83 
nnl? + 1/9 40. 77 325/4 বা 9 45 97/8 
nat”; (n+) 2- X 

2n1-- 2/2, 2nz—m/9 + 9« ( < হুল 21'48' এর রেডিয়ান ) 

7.363 --11940' বা n.360° 47. 2=y= 71/4 

(i) 7/6, 7/2, 51/6 (i) 7/9, x, 37/2, 27/3, 47/3 

(iii) 72/12, 7/19 

উদ্নাহরণমালা 7 

020) SEJT 0) 0বা$ ৭0 0বা3$ 


ti G xg) -3 3 (vii) 2- ১ (x) s= 


| 
i 
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@ 43 — (x) + (zü) *i (xiii) —4619 ` (xiv) এ 
(xv) 2 vi) r=} y=1 (xvi) + ysin 3B 
রি PERES 
45. (-৪)৫+৪-/-০)৫+) 


te 07511875178) 4117-47-07 


উদ্দাহরণমালা 9 
4 V8, 90° 2. 60°,cos -! 11/14, cos -1 1/7 
6/8, 1/ V6, /872 4. 10V3,4v3/7 96. 4,8} 


উদ্দাহুরণমালা 10 


113'34'41" 2. 554616" 3. 104'98'89" (প্রায় ) 
5859 33" ,9. 88'59'40:9" 


- 481193", 5879443", 7393'54" 
` 119"37'2'8" (প্রায়) 8. 71°42 (প্রায় ) 


132 8418” (প্রায়) 10. 78'2313" 
55461614" (প্রায় ) 19. 5-186, c—37716, c= 70°30" 
1698622 14. 15241 (প্রায়) 

89896 ফুট 16. 1796486 ফুট 

270975 18. 7654891, 103543 
7647'9:2", 49*19'57-8" ^ 99, 22"36', 1286 
B—88'19'47'6" c—92147194" 

7053/36", 49'614" 28. 116 33'04", 2633 54" 
4—1,8-—190*, C= 80° 95. 94*49'54" 

B= 71^44'99*5", ০৯415151805” ; 
78°17'39'6”, 49°36'20'4” . 98. . 119°16'51”, 5°43'9” 

^ 7935' বা 35^45', c= 685' বা 111°55”, a= 59581 বা 353'95 
14^25'6' বা 135/84'4 


184 উচ্চতর মাধ্যমিক গণিত 


91. B-—34'97 (প্রায়), c—100783' (প্রায়) 
82. 5780118" বা 19222914112”) হ্যা 38. 4'56706 মিটার 


94. 23'45/85' 85. we নয়, ww, uie নয় 
39. 1: /3:92 
উদ্বাহরণমালা৷ 11 
2. 0 এবং 117 (প্রায়) 3. 80° 4. 0 
5. 0'74 রেডিয়ান ( প্রায়) 6. 30° 
7. 0°, 60°, 180°, 300°, 360° 8. 7/8, 57/8 
9. 7/4 ll গ/4 192. 0 
18. 90° এবং 46°25' (প্রায়) l4. 225° এবং 112'5° 


16. 38'10' (প্রায়) 


উদ্াহরণমালা 12 

1. 69'28 ফুট (প্ৰায় ) 2. 86'6 ফুট (প্ৰায় ) 
8. 80° 4. 95°95 ফুট (প্রায় ) 
5, 225 ফুট, 3997 ফুট 6. 51 ফুট, 81 ফুট 

7. 288 গজ (প্ৰায় ) 8. a/ V9 

9. 6835 (প্রায়) 10. 0'86 মাইল (প্রায় ) 
ll. 236 ফুট, 136 ফুট 19. 519'6 ফুট 

18. 1308 ফুট 14, 69:98 ফুট 
15. 278 মাইল (প্রায় ) 19. 9000 J2 ফুট 
21. 360624 ফুট (প্রায় ; 23. 1034 ফুট (প্রায়) 


94. csin« cos(«-- B)/cos(2« + B), c sin B/cos (24+ B) 
45. 10,000 ফুট | 


সথানাক্ক জ্যামিতি 
Exercise 1 ' 
1. (i) 13 Gi) 10 (ii) a (iv) a 
2. (i) 10 Gi) 5 Gi) v353453 


v) a(i—t)v(ü EIT (Vv) 9a sin *—Ë 


3. (i) 2*-Fy* - 9az (ii) 9(z*-Ey3) ar a ১587 
(iii) r cos 29 a sin 9 (iv) r*—a? cos 99 
4.() 1,1 (ii) 0,0 (iii) 83/2,1 (iv) 5/9,0 
4A. (4নং ent পরপর দুবার লিখিত হওয়ায় দ্বিতীয়টিকে 4A বলা হল ) 
G) 6,1 (i) -81, 4 Gii) 9,6 
5. (4/8, —1); (— (a* — ab 4-52), a+b} 6. 973 
7. (8/8, —1) 9. 231 —14 24. 3/9,5 
25. $ry-19—0 26. (i) 74 Gü) 342 
(iii) la? -- b* +c? — ab — bc — ca) (v) 0 
91. -1বাঠ 33. (10/3, 7/8); 2 J9( 54-1) 
37. (8,5) 38. 12 4l. 4b 42. 3 
44. Vy yi —24 yi = (2, — 2,9 (y, -2)5 
15. (i) ös'+2y'+1=0 (ii) c?-y?—142'p18y 114-0 
(ii) 2'3--9)'?—192'—16y'4-66—0 
46. z'3-py0—8y'--19—0 47. c7 +y 9 =0 
48. (৫--0)8(212418)-498 $0,051) | BLS C-3/—4) 


Exereise 2 


1. (i) সরলরেখা (i) 33 (0) অধিবৃত্ত 
2. (i) z*-Ry*—az-0 (ii) 2k? --4az — 0 


(iii) + pia (iv) 9(8a—d)z+d*—at=0 


3. (i) z-4 (ii) z1%1-+y2=a3 (Hi) ৮44 
4. (i) 2y-8z4-4 (i) 32*--4y* —16:—16y4-32—9 
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(ii) z*--y*$—9z—4y43-0 (iv) 32* -F 4y* —16z — 16y 4-820. 
(v) 4z*--3y* -8z— £y--8-0 5. 2+y=a 
ay bay 8. 9y-z-15 9. 2+Y=, gF 
2r %% 


Exercise 3 


n 


1.) y= J3z4 J5(2- v3) (i) z+ J3y+2 J3—0 
(ii) di 2. (i) 2 (i) 1/11 NF 
(iii) 22348 div) 2t Tg) (v) —a/b 
3. 0 —1, (9/2, 0), (0, 3) (i) 3/2, (1/3, 0), (0, —3) 
(i) coto, (7 sin o, 0), (0, —r cos 6) 


4 (i) 007 3; (0, 0) (ii) tan-! 3; (0, —16) 
(fii) 135°; (0, —3) 5. (8) 4z—9y4-6—0 

Gi) az+by=1 (ii) » ০০৪ 0+y sin 0=r 
(iv) ৫45 cosec <+ysin<=a 6. d 4 (i) 1/3 , 
(দা ৩118৮461789 s£y-5:8 a 
7. G) s+y=2 (i) y=2+1 Gii) 2-%+1-03 0৮2). 
(V) ৪০+-8/-19 (i) ৯/০+%- 6—0 
(vii) #+y=15 WWl8rL7y—-112 ^8. s-y43-0 


9. (—ela, 0), (0, — eb), E Jas 53 


10 SPU, 244» fs E j 
1375 l; Fi c1 11, 92—92y4-1—0 i 

» 
12. 3g=9z; 3y=8z 18. 29/13, — 123/13 Í 
14. (2,1) 15. (৫8, 18) 16 z-1 tq 


17. l4z+lly+9=0 18. $z—y— 7,81 
19. 3z+4y— Tr ML = 
+4y—91=0;7:9 20. 3 


22 (i) tan-1 11/13 (8) 45' Gii) 90* " 
28, 3 — 26. এ 29. ৪ 30. O ৪০+9/-] 


উত্তবমালা 197 


(ii) 47—3y--3—0 (iii, y (z—3)tan5^- 9 (iv) 8z2—y—7 
(v) y4-3z- 5-0 (vi) 3z+7y=0 (vii) z4-3y—1-20 


(viii) z--y--22 9 (ix) z=y (X) 119r4-102y— 195-0 
: M ab ab 

32. (i) (15/17, 31/17) (ii) নি zi 

35. 3y—4z4-920-0; 1 36. 12y--18z4-11-0 


97. 2৮+8৮+4-0 
98. 4r-c3y-5; 18/53 3r+4y=9; 3 
42. G) —4 H (ii) 5,6 43. —5⁄4, 5/94 
44, y-ztl1-0; y+z+1=0 
45. z—0; 549-21, * 492, 
c b c à 


47. (6৫-০4-৮9৮0) (৫+০)০+(৮+৮৮+০+৮-0 
০৯4798০1248 
49. (1X100V2, 7) (1, 7-100 J3) (ফুলকে স্থানাক্কের একক ধরা হয়েছে ) 
51. (0,0); 0, J3); (7, J3); (10, 0); 17 3/2 
59. (5— b ys — (a— ay -- (ab — "ia a^) 05 
(b — by; — (a — a” Vt (ab — a^^ (a—a^)2 0 
53. বিপরীত দ্বিকে 
55. c (cos 0--cos $)+y (sin 0+sin 4)— p, +p, 
86. (০৪৭২) 4177 "ost. ; (b+ /at+bha, 0) 
58. 161 +91m3—n+19ml— 6In+4mn=0 
60. y—a, 3u—4z—3a; 9z+y=5a 
61. 9r-Ty-1; 7z-9y- 18 62% (—89/T, 7 18/7) 
63. p'(z*.-y*)-4zy* —0 ( —y sin * স্থলে +y sin < পড়) 


Exercise 4 


1. (i) z*-Fy*—6z48y-0 (ü) z2+y*>6y-1=0 
(ii) 23-by*—19:—8y—-13—0 
(v) 2৪42 az cos à —9ay sin $+৮৪-0 
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2. (Ü) z*-Fy*-F2:--4y—94—0 (ii) z*-y!—4r—6y—19-0 
(ii) z*--y?—97-4y— 20-9 3. (i) (0,0,1 
(i) (0,0,4/5.. Gü) (—1, 71), 2 (v) (183,4 
(v) (-2,1,1 (vi) (3/2, 2), 5/2 (vii) (4, 2), JT0/4 

(a, 0) (0, a) [ +2ay স্থলে —2ay পড় ] 
z? y* ez £cy ch S 0 7. z*-y*—17z441-0 


+ ৪৯+৭-6০+-/-15৯০ 9. 0; কেন্দ্রগুলি একরৈখিক 
ll ০+৪/-০ 19.. 9z--6y —6—0 
18. z*-y*.--65..8y.—9 14. a*- y*—17z—19y4-50-0 
15. (i) 2* y! — 6z—9y+5=-=0 (ii) z*--y?—az—by-0 
(iii) 2*--y! — 92: 4y-- 95 Q 
16 ০*+৭-০-৫/-০ 17. z'-y*46z—10y49-0 
18. a'-y*- 25.4 450 19. z!4-y3—36 
30. (-3, —8) ৰা (— 15, 15) 21. z*4y!44:—-6y-12-0 
92. waty eym 23. z!--y'--8z—2y-8-0 


9. z'- y 1054,91 Q 26. z*-Ry!—9r-4y-0 
27. 2 y! — 47.64 1-0 28. z!-4y!—6:—8y-0 


29. ০৭4৪-৫০-৪০ 90. z'--y*«92 J21y—4-0 
2. 238 (G14 9 _,) 82. (z—9)'+(wu—8)*=95 


9» ত+৬১-6২+৪/০ ( 4.5 হলে =6 হবে) — 35. (11, —6) 


Exercise 5 


1. (i) 2* +4y - &zy--1167--90y-- 959 = 0 
(ii) 16z*-F9y*--94z, — 956z - 149y+849 = 0 
(iii) (z-F 2y)? — 497+ 96y +56 = 0 


EA O (605 (i (£9; 76) o 55 5 


9. (50) £ (72,3); (98) 39-5, 9 
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5. (-2, -8/2); (—9, ~5/6); $; 6y+13=0 
b: হিস 6৯48৫ b 11+42০-65) 1 

& [m tuae), [s2, tham 


- 9a 4a 2a 4a ; 


E 
G 


7. (,3,(02,4  & $H.1,(8,1) 9. (8, +2 /3) 


10. 8a 3 11. z*=19y 19. ১29 -i) 
19. (i) 4/5; (4,0); 18/5; z= 4-95/4 
Gü 1//8; (+1,0); V3; z= +9 
(ii) 1/2; (+3,0); 6; z=+8 
(iv) 5/3; (0, vi); 8/3 ; y= +9 J5/5 
( 4a? -- 9y3 স্থলে 92844 হবে ) 
(9) 148; 1//8, ০) 9 /9/8 ; s= + J6/2 
14. (i) 2052 + 36y2 = 105 (i) 8z*--9y*—1152 
(üi) A (iv) 32*-4-5y* 33 
(v) 15z?--16)? = 9240 
15. 167° +19y2 + 4zy — 59% 4+ 86y+91=0 
16. 172*--99y-F19:y — 6824108 +199=0 
17. 32? -9xy-- 32 = 8 
18. 9.4 11 EVE P CONDO 
49 ' 95 
19. 5V3; 4 y3 20. 8,V6; 1/৯/$ 21. 1/V3 
22. 8:*-.6y!—32; e= Jay 98. 30 ইঞ্চি, 24 ইঞ্চি 
24. 20৮+-4/-5 25. (i) 162৯-9৮১-86 
(ü) 97*—-16*-144 — (iii) 65r? -36y =441 
(v) 2*—92-.39 (v) 9:*-8y*-5 


26. y=0, 2-0, (+ /18, 0), /18/8, 22 27. 912; 514 ; (+5, 0) 
28. (i) (4,0) ; (4354, 017 (4219.0); 3; z=4+£; 64 
Gi) (0,—1); (£93, —1; (t JI, -1); 1/30; 
o= ENB; 13 
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2. (ü) ৮১+৯+০+4/--24-0 (ü) +৭-4-6/-19-0 
(ii) 21--y*—97--4y— 20-0 3. (i) (0,0,1 
(ii) (0, 0), V5 Gü) (1, 73), 3. (v) G, 3,4 
(v) (-9,1,1 (vi) (8/9, 2), 5/2 (vii) (4, 2, J10/4 
4 (a, 0); (0, a) [ +2ay স্থলে —2ay পড় ] 

5++85-538০/1০4/4-0 — Ç. zy 17z+41=0 


(O8. —6z+9y—15=0 9. 0; কেন্দত্রগুলি একরৈ খিক 
ll ০+৪/-০ 19.. 9z--6y —6—0 
18. ০৯+/-৪০+8%-0 14, a*4-y* —17; -19y4-50-0 
15. (i) z’ y! -67—9,..5--0 Gi) z*-y*-az—-by-0 
(iii) arty? — 99z—4y-+95=0 
16. zè ty? — pz qy—Q 17. z'4y*4-6z—10y49-0 
18. ++-4-2০1+4/-:48-0 19. z!4.3—36 
90. (78, — 8) বা (— 15, 15) 21. c*-4y!-4r—6y—12-0 
92. styr syn) 23. ০৯++৪-/-৪-০ 
24. 24+9৭-105+/+21-0 26. ০৪+%৯--9০-4/-০ 
27. S y 42.6: 10 28. z'4y!—6:—8y-0 
99. aty’ -45—-3y=0 80. ৪4249 Jo1y—4-0 
Hn 233 raf ce 82. (z—2)*-F(y —8)* — 95 


88. s'y! -6+-৪/-0 ( 4.5 হলে ==5 হবে) 8৮. (11, —6) 


Exereise 5 


1. (i) 2! + 4y* +424 + 1162+ 90y +259 = 0 
(ii) 162? + 9y2 + 34y — 9562 _ 149y+ 849 =0 
(8) (z+ 9w)* — 492 +26y+56=0 


?. à) (#o0) (ü) (2, 0) 8 (iii) Ë+, 0) ; a (,)10,-7/4) ; 6 
à a / 


3. (ds, 0) 4. (-9, 2) ; (- 9, n; 2y=5; 2 
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5. (-2, -802); (-9, —5/6); $; 6y4-13—0 
( b 7 (= b ME o 
, cr Er ০০০৮1 5, 


> 


"TS কা 


8, 4৫ 2a 4a 


7. (,2,(02,4  & T ($, 1), (8,1); 9. (8, +9 /8) 


G 


10. 8a 3 ll. z*-19y 12. "a =b) 


18. 8) 4/5; (+4,0); 18/5; z= 95/4 
(ii) 1/V3 ; (X1,0); V4; z=+9 
(i) 1/2; (359 0); 6; 2— +8 
v) v5/3; (0, + V6); 8/3 ; Y= £9 J5/5 
( 42* -- 99? স্থলে 92? --4y? হবে ) 
(v) 1/ J8; (X1A/6,0); 249/83; z= + J6/2 
14. (i) 9073-3653 = 405 (ii) 8z*--9y?—1159 


95 
(v) 15z!--16y* —940 
16. 162? + 19y2 + 4zy — 592 + 86y+91=0 
16. 172?-.99/3.-19:y — 582+ 108 +199 =0 
17. 322+ 9:u+ 302 =8 


B. S b =1; 476; cem i, 0) 
19. 5V3; 4v3 20. 3, V6; 1//8 91. 1/Và 
22. 8:'--6y!—32; e= Jgj5 99. 80 ইঞ্চি, 24 ইঞ্চি 
24. 90z3449?—5 25. (i) 1628-95-86 
(i) 9০-16%2- 144 (iii) 6572 — 36y? » 441 
(v) æ?—y?=32 (v) 2° -8y°=5 


... 2 2 
Gii) g^ (v) 32*-p5y* -32 


26. y=0, z=0, (+ /18, 0), /18/8, 92 27. 912; 514; (+5, 0) 
28. G) (4,0) ; (4+4,0'; (4212.0); 3; z=4+£ ; 64 
(fi) (0,1); (3:৬৪, -1)5(2 JIB, -1); 4/30 ; 
c= HRN; 143 
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Gii) (3, —9); (314, —9); (3+2 8, 0); $ 45; 
2—8::8/N/5; 2 
Gv) (0.0; (53,0; (+ V13,0) ; V13/3; z= x 9/ v13; 98 
(৮) (—5, 29); (- 551, -3),;(-5x9, 2); 9; 


z——5r1,6 
2 

29. (i) i p (i) 7881৮ 
iu (2—9* (y-49 _ wv (z— 1)2 (u+3)2_ 
নত নত 
() -(-10) (71). j (6-4)_ (y*5*., 

pO en ob 16 8 

(vii) gm, (viii) 52? 943 —99 


30. T + dey- 9122 — Bay + 1602 0, (—a/8, a) ; 


í এ 12-94-9940 
31. 13/12, (+ 13, 0) 38. y*-4(b—aYz—a) 


উদ্দাহরণমালা 6 

1. (a) 3z-9y47-0 * (b 2/-? 

(০) z-2y-10-0 (d) (z—A) a cos «--(y— k) a sin « 
2" (6) "Me: Jn t9, 2 y-3-0; «fen: ০7-/-9, y—2-9 

(b) "wa: 2y-8z—6—0; অভিলঙ্ব : 8/+%-16-0 

(c) Cf: 2-y-1-0; অভিলৰ : 24 y 1-0 

(d) Us: ৪+9/-1-03 Wem : 9r-8y—926—0 
8., 15 J3/a t 9 Jat mot JT cm ta Ji Tu 
5.0) -1 -1 1998 -19 হবে) m n m 


2১) 
6. y= /859%5 8. 4z-3y--19-0 ; 4x--3y— 31-0 
9.6 4z+3y+6=0 বা, 4z+3y-95=0 
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(ii) ৪০--4/+9০-০ বা, 8z—4y-10-0 
10. 9349 /1+mš 14. 8 15. 4y-2—16 
16. (i) 2s-3y+9=0 (ii) 9z—y41-0 
17. 2rty41-0,(1, —9) বা, v—92y-4-8- 0, (8, 8) 


18. 19 90. 3 29. (am?, — 2am) 93. 83 
24. v3z—y—1a 25. (50/3, 20/ J3), (6, —44/3) 
97. ty-cca; z3y29a 91. 4y*—95z ; বা 4y* --9z—0 
36. z+ V8y+3a=0 37. a-5,b-4 

38. 3:60" ( —9y স্থলে —9z হবে) 4l. 9: VB-1 

43. (i) 4r—3y—17; 4z—3y4-17 -0 E 


Gi) 4»—3y-17; 4x—3y--17—0 
46. 24y—30z--  J161 
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68808 17808 +SL08 98908 81908 
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81564 6৮৮64 6LEGL 60t6L 6626 
LI88L 9৮482 598 ৮098 EESBL 
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LPT 612 261 POT LEI OIF 28 cc LT 
8৮2 IZT £61 991 SEI 011 £8 SS 8c 
OSZ ZZZ ৮61 991 6€ III t8 95 82 
IST EZZ 561 191 OPI cil v8 95 82 
CST PTT 96E 891 OPF cII v2 95 8c 


202৮5.  Gcótt. “sso£ç. 13555”. 90155... TESTE. LSçzç. 
LESTE. 2806. 900. OtLI£- ৮5৮15. 8£11£. 0060£. 
€060t- 52905... 80. 14005. £6%6. 5656, LtC6c. 
LtC6C. 6568০. 08986. COPSC. £08০. £৮840 954. 
69520 ৮820 ৮0040 ৮9০0 £৮৮9০00  £91929 28850 


FST ITT ¿61 691 IPI EI S8 9S 8c 
SST 977 861 OLI Ibl EI $8 LS 8০ 
IST ¿Z€ 661 OLI ZHI vli $8 LS 8C 
LST SCC OOZ ILI £b PII 98 LS 6c 
85০ 62106 ZLI ৮৮ SII 98 LS 6c 


10956.  Ocecz. SEOST. 954৮0. ৮:৮৮, (1৮০ 
261৮0 01652. LLL. 5৮552.  C90tc. 8৫৫০, 56৮০০ 
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L8ICI. 86811... 60911. 911. 16011. ঠ:01.. £5৮01. 
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197 TEZ EOZ PLI SHIT OH ¿8 8ç 
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Eppe. SOitt. E8LEF. OPEL. SEIEE. PISZE- ০0৮৮, 
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C87 OST 6IC 88I LSI STI t6 €9 1€ 
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697 6tc 607 6LI OSI OZI 06 09 o£ 5591. fttLI- 65041. 5491... 56৮91. 45191.  8ESSI. 
LIT BET 807 SLI 6৮1 611 68 65 og SESSE.  OFSSI.  frzcl. 9671. 8৮9৮1. IS€hI. 1501. 
997 LEZ LOC SLI 8৮. SII 68 6S o£ 501. 85451. 19৮61. 59151 69821. 555. 84৫2. 
592 SET 902 941 LHI 811 88 6c 6c SLETI. :£8611. 8891]. 86611. 66011. $080]. 01601. 
592 SEZ 907 9LI ¿FI SII 88 6s 6c 01501.0 91201.0 £2660.0 6960.0 5££60.0 2060. 6480.0 


E97 PET POT SLI OPI ¿II 88 8S 6c 67180. 95৮৪0. £9180. — 0/840. SL9/0. — $8z10. £6690. 
£97 VET POT SLE 9৮7 LII 98 85 6c £6690. 00:90. 80৮90. 91190. 12850... ££550. 1৮50. 
292 EET HOT SLI 9P[ 911 £8 85 óc 1৮250. © 6760. 859৮0. 99৮0. 540৮0... £8/0. 7660. 
292 EEZ POT SLI 9৮1 917 £8 85 6Z 2670. 10260. 01620. €1920. STEZO. ££020. 9410. 
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86৮ Ttt 85 TEE LLT ITZ 991 "res 
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£9? SIP 595 TIE 092 802 951 POI cS 
£5৮ TOP ZSE ZOE TST 10Z ISI 10105 


Orb I6E ZHE £67 52 961 Lbl 86 6p 
8০৮ 08£ EEE 582 SEC 061 EI 56 8p 
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SOF 09€ SIE OLZ Scc OSI SEL 06 Sp 
S6E ISE LOE £9Z OTT 941 TEI 88 tb 


S8€ THE OOE LST TIC ILI SZI 98 £t 
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IZE 987 OST VIZ 621 EFL ¿OI TL 9 
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CSCt6. 60176.  OLIZG. ££916. 66016. | 69506. 0৮006. 
OP006. . 51568. 26688... £/৮88. SS6L8. 1৮৮৮8. 67698. 
67698.0  61%98:0  216580. 80/58.0 9068.0 £0৮78.0 016€8.09 


01658. , SIPES. £5608. ৮5৫. 9v618. — 19৮18. 81608. 
8608, 86708. 07008. ৮৮56. 04064. 8658/. 62184. 
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SS£SL. 006৮৫. : LvvvL. — 966tL. LVStL. | OOTEL. PSL. 
PEITL.O  TITTL.O 6910 GZ€ILO T680L.0 55৮0/.0 17002-0 


10004. 9889569. — /5759. 8289... 10689. 6489. 15৮19. 
ISPLO. 8009... 80999. 68199. TLLS9.  SSES9. ` 17669. 
17669. — 8CSv9. LIVI. LOLE9. 66269. Z76879. /8৮০. 
8709. £8079. 18919. 08719. 19809. £৪৮09. 98009. 
98009.0, 16965.0 £6266.0  90685.0 € 1585.0 vCI8S.0 SELLSO 


SELLS. 8৮55. 2969S.  LLS9S. veros. 21855. 16৮55. 
16755. ISOSS. £%9%5. 96৮৮5, ` OZGES. SvStS. — LIES. 
ILIES. 86205. —LCvCS.  LSOCS. 8891S. OZEIS. — £5609. 
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£t009. 20065. 1865. 69695. 99655, 246৮5. 48665. 
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9L9 109 97S ISP 9/€ oor Scc OSI SL 
£79 SLS £0S 15৮ 09€ 882 912 tti cL 
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T66LC. 06240. LPI. £1452 — 696pz. Lu. 

06৮5০1 8540 — Ig0zc.I OIEIT.I  £6S0z.1 


079 ZSS 28৮ £] She orc LOC 851 
96S OES £9b L6t TEE Goz 661 চো 99 
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